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本 书 内 容 的 主题 是 研讨 包 插 无穷 观 在 内 的 数学 基 
础 问题 .“ 数 学 基础 ”是 20 世纪 上 半 叶 所 诞生 的 一 个 数 
学 分 支 学 科 ,该 学 科 专 门 研究 如 何 为 古今 种 种 数学 系统 
奠定 其 理论 基础 的 问题 ,或 者 说 如 何 为 种 种 数学 系统 竟 
定 其 逻辑 基础 的 问题 . 20 世纪 30 年 代 以 后 的 相当 一 段 
时 期 内 ,形成 了 数学 基础 热 . 随 着 时 间 的 推移 ,数学 基础 
热 逐 渐 降 温 直 至 几 近 冰点 . 然而 不 要 忘记 ,数学 基础 这 
一 分 支 学 科 自 从 诞生 之 日 起 ,就 必定 成 为 数学 之 存在 和 
发 展 中 的 一 个 永恒 的 研究 课题 . 

在 此 还 应 指出 ,本 书 内 容 的 核心 主题 是 研讨 无 穷 观 
问题 ,而 无 穷 观 问 题 的 研究 和 争论 不 仅 由 来 久远 ,而 且 
广泛 涉及 数学 .计算 机 科学 .逻辑 学 和 哲学 等 众多 领域 ， 
“有 一 种 观点 认为 数学 是 关于 无 穷 的 科学 ,-…, 事 实 上 ， 
好 1 果 没 有 无 穷 的 概念 ,我 们 很 难看 出 数学 如 何 存 在 .” 
(Eli. Maor 车 , 王 前 等 译 , 无 窒 之 旅 一 一 关于 无 穷 大 的 
文化 中 ,上 海 教 育 出 版 社 ,2000 年 ,3 一 4). 本 人 有 兴趣 
于 思考 无 穷 观 问题 已 近 半 个 世纪 ( 详 见 下 文 ), 也 曾 计 划 
要 写 一 本 属于 数学 基础 领域 中 关于 无 穷 观 之 逻辑 基础 
的 书 ,但 该 书 又 必须 从 数学 历史 之 源头 上 写 起 ,因而 在 
忙碌 不 堪 的 境况 下 , 迟 迟 不 能 使 计划 实现 . 后 来 时 机 终 
于 成 熟 : 也 终于 有 机 会 ( 详 见 后 记 ) 能 完成 计划 并 出 版 
《数学 与 无 穷 观 的 逻辑 基础 》 一 书 了 . 

本 书 内 容 分 三 篇 , 共 7 章 , 外 加 一 个 附录 ,具体 章节 
内 容 如 下 :第 一 篇 共 1 章 , 讨 论 几 何 基础 问题 . 本 章 首 先 
从 基础 角度 切入 ;Euclid 是 历史 上 第 一 个 提出 几何 根据 
的 学 者 ,并 由 此 而 使 得 他 的 事业 受到 人 们 的 尊敬 和 高 度 
评价 ,而 且 《 几何 原本 》 是 2000 多 年 来 一 直 被 公认 为 用 
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严格 的 逻辑 结构 陈述 学 科 的 上 典范 .其 次 ,由 无 穷 观 的 角度 切 人 ,可 谓 从 
Euclid 的 实体 公理 化 到 Hilbert 之 形式 公理 化 (直至 JIoS6auencruii 几何 
系统 ) ,无 穷 概 念 是 深度 扎根 于 欧 氏 几何 与 非 欧 几何 系统 中 的 ,不 仪 系统 
中 众多 定义 和 公理 的 陈述 离 不 开 无 穷 , 而 且 离 开 无 穷 连 几何 茜 本 元 素 与 
基本 关系 都 无 法 认 知 其 直观 . 第 二 篇 共 4 章 ,其 中 第 2、3、4 章 讨 论 精 确 
性 经 典 数 学 奠基 问题 .在 这 里 ,从 微 积分 开始 ,到 古典 集合 论 的 建立 和 近 
代 公 理 集合 论 的 诞生 ,以 及 数学 基础 诸 流 浅 的 形成 ,可 谓 无 处 不 在 讨论 
数学 系统 的 轨 辑 基础 ,也 无 处 不 在 涉及 无 穷 观 问题 .第 5 章 讨论 模糊 数 
学 的 欧 基 问题 , 共 中 包括 奠基 方案 之 一 的 中 介 逻 辑 演算 和 中 介 公 理 集 合 
论 在 内 ,同样 可 谓 处 处 都 有 无 穷 又 处 处 涉及 逻 辑 基 础 .第 三 篇 共 2 章 ,其 
中 第 6 章 主 要 讨论 各 种 可 数 无 穷 集合 与 不 可 数 无 穷 集 合 概 念 的 相 容 性 
问题 ,而 第 7 章 主 要 是 讲 潜 无 限 数 学 系统 的 迎 辑 基础 与 集合 论 基 础 , 同 
时 也 论 及 重建 实 无 限 数 学 系统 的 初步 构想 . 全 书 最 后 还 有 一 个 附录 , 题 
目 是 “Hegeli 论 消 极 无 限 与 积极 无 限 ”. 0” 

在 这 里 ,请 允许 我 用 科普 语言 ,从 历史 的 角度 向 读者 描绘 一 下 本 书 
第 三 篇 内 容 的 渊源 和 究 竞 做 了 一 件 什么 样 的 事情 ,借以 引起 大 家 的 兴 
趣 下. 

大 家 知道 ,19 世纪 Cantor 创建 了 古典 集合 论 , 从 而 为 整个 经 典 数 学 
提供 了 一 个 共同 的 理论 基础 , 尤 如 为 整个 数学 大 厦 葛 和 定 了 墙 基 . 然而 ,人 
们 很 快 发 现 古 典 和 集合 论 中 出 现 了 各 种 自 相 地 盾 的 东西 ,人 们 称 之 旦 悖 
论 . 就 像 在 数学 大 厦 的 墙 基 上 发 现 了 这 样 那 样 的 裂 终 . 后 经 许多 数学 家 
的 共同 努力 ,在 改造 古典 集合 论 的 基础 上 ,建立 了 近代 公理 集合 论 ,使 得 
在 古典 集合 论 中 所 出 之 种 种 那 论 都 不 在 近代 公理 集合 论 中 出 现 . 这 就 是 
说 ,那些 在 数学 大 厦 墙 基 上 所 出 现 的 裂缝 已 被 全 部 修补 完整 . 亦 即 整个 
数 尝 大 厦 有 了 一 个 无 裂缝 的 相对 牢固 的 墙 基 ,但 也 未 能 从 理论 上 证 明 这 
个 当前 无 裂 颖 的 墙 基 今后 永远 不 会 出 现 新 的 裂缝. 这 就 是 说 ,虽然 在 近 
代 公 理 集 合 论 中 能 避免 历史 上 已经 出 现 的 悖 论 , 却 又 无 法 证 明 今 后 一 定 
不 会 有 新 的 悖 论 在 其 中 出 现 . 近代 公理 集合 论 有 几 种 版 本 ,其 中 显得 较 
为 自然 而 被 广 沈 使 用 的 一 种 版 本 叫做 ZFC 系统 ,该 系统 由 Zermelo 于 
1908 年 首先 提出 ,后 经 Fraenkel 等 加 以 改进 而 建成 . 本 书 第 三 篇 第 6 章 
中 对 无 穷 观 问题 进行 研究 的 结果 ,也 没有 发 现 数 学 大 厦 墙 基 上 有 什么 新 
的 裂缝 出 现 , 但 却 出 平 意料 地 发 现 了 墙 基 内 部 产生 了 隐 性 的 裂痕 . 就 像 
一 个 人 ,从 外 表 看 似乎 很 健康 ,没有 任何 疾病 的 症状 :但 在 CT 或 核磁 共 
振 的 检测 下 , 却 发 现 其 体内 基 些 部 位 发 生 了 病变 ,例如 有 什么 肿瘤 之 类 
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的 病灶 .那么 无 穷 观 问题 的 研究 又 是 以 怎样 的 方法 或 手段 发 现 墙 基 内 部 
存在 隐 性 裂痕 的 呢 ? 这 种 相当 于 CT 或 核磁 共振 的 检测 方法 是 :兼容 两 
种 无 穷 观 的 分 析 方 法 和 潜 无 限 不 等 于 实 无 限 的 思想 规定 . 以 上 就 是 第 6 
章 内 容 的 一 个 科普 性 的 描绘 . 

然而 数学 大 厦 墙 基 内 部 发 生 了 隐 性 裂痕 一 事 , 却 迫使 我 们 直接 面 对 
且 吸 待 解决 两 个 问题 ;其 一 是 如 何 为 近 现 代数 学 和 计算 机 科学 重新 选择 
-一 个 新 的 没有 隐 性 裂 闻 的 理论 基础 ;其 二 是 在 什么 解读 方式 下 能 全 面 保 
存 近 现代 数学 与 计算 机 科学 理论 的 所 有 研究 成 果 . 我 们 为 此 而 在 本 书 第 
7 章 中 建立 了 潜 匹 限 数 学 系统 ,借以 直接 面 对 和 解决 所 说 的 两 个 吸 待 解 
决 的 问题 . 最 后 还 在 第 7 章 中 重新 审视 了 谓词 与 集合 之 间 的 关系 ,并 对 
今后 如 何 重 建新 的 实 无 限 数 学 系统 提出 了 初步 的 构想 . 

在 下 文中 ,将 言及 本 人 思考 无 穷 观 问题 的 起 因 与 过 程 . 1959 一 1961 
年 间 ,我 在 阅读 和 学 习 思 格 斯 的 《4 反 杜 林 论 》, 其 中 有 恩格斯 请 (后 知 该 语 
己 被 誉 为 原 格 斯 名 言 ): “无 限 纯粹 是 由 有 限 组 成 的 ,这 本 身 就 已 经 是 下 
盾 , 可 是 事情 就 是 这 样 .”( 恩 格 斯 著 , 中 共 中 央 马 恩 列 斯 著作 编译 局 译 . 
反 杜 林 论 . 人民 出 版 社 ,1970 年 ,第 48 页 )@. 本 人 是 为 研究 数学 而 学 习 
哲学 的 ,在 此 学 习 背 景 下 ,我 很 快 就 想 出 了 恩格斯 名 言 的 一 个 数学 模 
型 ,05 这 就 是 恰 由 全 体 自然 数 构 成 的 集合 : 

NN 一 {XnCT)} n(xr) 一 a“ 工 六 自然 数 ”》 
一 和 2: {1,2,3,°. ,7n,.*}. 

NC 或 A) 是 一 个 无 穷 集 合 , 因 而 是 一 个 无 限 性 对 象 ;然而 这 个 无 限 性 对 和 象 
却 纯粹 是 由 有 限 序数 ( 即 VnCnE Nn 一 w) 组 成 的 . 从 而 由 轧 格 斯 名 言 
可 直接 断言 N( 或 A 是 一 个 自 相 子 盾 的 错误 概念 . 然而 必须 拿 出 一 个 严 
格 的 逻辑 数学 证 明 来 ,否则 将 是 元 移 之 谈 . 直觉 地 感到 ,就 4 序列 而 言 ， 
着 眼 于 序数 , 它 永 远 是 现在 进行 式 , 因 而 是 潜 无 限 ;又 着 眼 于 基数 , 它 是 
完成 式 , 必 须 是 实 无 限 . 为 之 ,必须 彻底 和 弄 明 白 两 种 无 穷 观 的 区 别 和 联 
系 ,并 由 此 而 陷 人 无 穷 观 问 题 的 思考 .将 近 半 个 世纪 以 来 ,一 直 断 断 续 续 
地 思考 这 个 问题 ,一 直 没 有 放弃 过 这 类 问题 的 学 习 和 思考 ,但 由 于 种 种 
历史 的 和 现实 的 原因 ,直到 2000 年 才 下 决心 专注 研究 它 , 并 组 织 “ 数 学 
系统 中 的 无 穷 观 问题 ”的 研讨 班 . 先后 也 有 不 少 同行 学 者 介入 到 讨论 班 
中 来 ,然而 一 些 探索 研究 的 结果 ,总 是 与 现代 主流 思想 或 经 典 观 食 相 冲 
突 ,再 加 上 各 种 其 他 原因 ,讨论 班 成 员 先 后 自动 退出 并 放弃 此 项 研究 ,最 


”当年 所 读 版 本 与 笔记 均 于 文革 中 散失 ,恩格斯 语 再 从 1970 年 新 版 中 找到 录 下 . 
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后 只 剩 下 我 的 两 个 博士 生 坚 持 与 我 切磋 推 殴 一 些 细节 ,并 承担 了 全 部 后 
勤 工 作 . 这 两 个 学 生 是 南京 大 学 现代 逻辑 与 逻辑 应 用 研究 所 的 杜 国平 教 
授 和 南京 工业 大 学 信息 科学 与 工程 学 院 的 宫 宁 生 教 授 ， 

其 实 历史 地 说 ,我 们 也 可 在 先 师 们 的 直觉 判断 中 受到 启发 和 教诲 . 

例如 , 莱 布 尼 兹 (Leibniz) 指 出 过 :“ 所 有 整数 的 个 数 这 一 提 法 自 相 蔬 
盾 , 应 该 抛弃 . "0" 

又 例如 ,自从 古典 集合 论 出 现 那 论 以 后 , 豪 斯 道夫 (Hausdorff) 就 曾 
不 胜 感慨 和 直截了当 地 提醒 大 家 说 :这 一 悖 理 的 使 人 不 安 , 倒 不 在 于 产 
生 了 了 矛盾 ,而 是 我 们 没有 预料 到 会 有 矛盾 :一 切 基数 所 组 成 的 集 , 显 得 是 
如 此 先 验 地 无 可 置疑 . 正如 一 切 自然 数 所 组 成 的 集 一 样 地 自然 可 信 , 由 
此 就 产生 了 如 下 的 不 确定 性 , 即 会 不 会 连 别 的 无 限 集 , 亦 即 一 切 无 限 集 ， 
都 是 这 种 带 有 序 盾 的 似是而非 的 非 集 . ”no05n2 

再 例如 和 鲁 宾 还 CRobinson) 于 1964 年 在 “逻辑 学 .方法 论 和 科学 后 
学 ”国际 会 议 上 所 作 大 会 报告 时 所 发 表 的 见解 :关于 数学 基础 ,我 的 立 
场 ( 见 解 ) 是 基于 如 下 的 两 个 主要 原则 (或 观点 ):(1) 无 穷 集合 按 任何 词 
义 来 说 都 不 存在 (无 论 在 实际 上 或 理论 上 都 不 存在 ) ,更 精确 地 说 ,关于 
无 穷 集 合 的 任何 陈述 或 大 意 陈 述 都 在 字面 上 简直 是 无 意义 的 . (2) 但 是 
我 们 还 是 应 该 如 通常 那样 去 从 事 数 学 活动 ,就 是 说 当 我 们 做 起 来 的 时 
候 , 还 是 应 该 把 无 穷 集 合 当 作 似 乎 是 真实 存在 的 邦 样 . ”5 

Mores* Kline 说 :“ 有 一 名 古老 的 忠告 说 :当心 您 的 朋友 ,您 的 敌人 
自 会 留意 . 在 科学 活动 中 ,这 名 话 的 意思 就 是 :怀疑 明显 的 东西 ,这 样 您 
将 能 清除 科学 真理 中 那些 含混 不 清 的 内 容 . 任何 能 对 明显 的 东西 进行 挑 
战 的 人 ,必定 是 十 分 勇敢 的 英雄 ,因为 人 们 会 认为 这 种 挑战 是 疯狂 的 行 
关 ]. 33[L1561432 

由 于 自然 数 集合 和 无 穷 集 合 不 仅 是 十 分 明显 的 东西 ,甚至 可 以 说 是 
众所周知 的 常识 性 的 东西 . 但 在 这 里 ,我 们 应 该 坚信 全 布 尼 兹 .、 豪 斯 道夫 
和 和 鲁 窒 逊 都 是 十 分 勇敢 的 英雄 ,而 绝 不 是 什么 疯子 . 他 们 都 有 很 高 的 数 
学 修养 ,又 都 是 历史 上 作出 过 重大 贡献 的 大 师 级 的 数学 家 和 逻辑 学 家 . 
因此 ,我 们 有 理由 相信 他 们 如 上 的 断言 决 不 是 什么 不 负责 任 的 胡言 乱 
语 ,而 是 一 种 直接 领悟 事物 本 质 的 直觉 判断 . 至 于 上 述 鲁 宾 逊 之 (2) ,可 
能 是 暂时 性 的 一 种 权宜 之 计 . 

实际 上 , 徐 利 治 老师 是 一 个 无 穷 迷 . 早 在 1948 年 ,他 在 英国 剑桥 大 
学 留学 期 间 就 开始 思考 无 穷 观 问 题 ,并 由 此 而 促使 他 去 研究 连续 统 假设 
的 不 可 确定 性 . 所 以 他 思考 无 穷 观 问 题 足 有 半 个 多 世纪 . 20 世纪 50 年 


代 中 期 ,他 率先 提出 不 断 延 伸 原 理 ( 淤 无限) 和 相对 穷竭 原理 5( 实 无 
限 252520 世纪 80 和 年代: 他 又 率先 建立 双 相 无 限 ( 一 种 兼容 且 统 一 两 种 
无 穷 ) 的 概念 ,并 用 于 分 析 众 多 常用 的 数学 概念 .中 后 来 他 在 无 穷 观 的 
思考 中 专注 于 Poincare 注 记 和 连续 统 结构 的 研究 ,所 以 他 在 连续 统 结构 
方面 有 其 独创 和 独到 的 抑 解 .509 而 我 在 无 穷 观 问 题 的 思考 中 却 自 始 至 
终 专注 于 相 容 性 问题 的 探索 . 最 近 8 年 来 ,我 也 曾 利 用 一 些 学 术 会 议 或 
者 专程 前 往 菜 些 高 校 作 无 穷 观 问题 的 研究 报告 ,其 间 坚 信 这 是 不 可 能 事 
件 者 有 之 ,不 予 认同 和 理解 的 专家 学 者 亦 有 之 . 我 为 之 深 受 鼓舞 . 因为 这 
正 是 一 股 促使 我 更 为 坚定 并 无 所 居 惯 地 继续 前 进 的 力量 ,何况 这 种 情况 
既 属 正常 ,同时 也 可 以 理解 , 蕉 至 这 也 是 一 种 历史 性 的 规律 . 然而 值得 庆 
幸 的 是 ,在 无 穷 观 问题 的 研究 进程 中 ,所 出 现 之 每 一 个 进展 和 每 一 项 结 
果 , 总 是 先 专 程 赶赴 北京 徐 利 治 老 师 家 中 讲 给 徐 利 治 老 师 听 ( 均 有 录音 
与 录像 的 记录 ). 经 他 仔细 审视 后 , 均 能 于 以 理解 .认同 .支持 和 鼓励 ,在 
此 谨 向 徐 利 治 老 师 致 以 宕 心 感谢 . 

在 这 里 ,我 还 要 向 大 连理 工大 学 出 版 社 的 刘 新 诊 和 梁 锋 表示 衷心 仿 
谢 ,他 们 不 仅 为 了 《数学 与 无 穷 观 的 逻辑 基础 ?一 书 的 出 版 付出 了 等 勤 的 
劳动 和 给 予 了 诚挚 的 帮助 ,特别 是 在 出 版 的 时 间 上 给 我 提供 了 一 个 非常 
好 的 机 会 , 那 就 是 使 我 有 机 会 以 《数学 与 无 穷 观 的 逻辑 基础 > 一 书 的 出 版 
来 纪念 Zermelo 所 创建 之 ZFC 系统 诞生 100 周年 . 当然 :我 还 要 感谢 我 
的 妻子 胡 月 琴 对 我 事业 上 的 支持 和 鼓励 , 婚 后 28 年 来 ,她 为 了 家 庭 一 直 
很 六 苦 . 

最 后 应 指出 ,由 于 时 间 甸 促 和 个 人 水 平 有 限 , 琉 漏 不 妥 之 处 在 所 难 
人 锡 ,; 敬 请 读者 和 同行 专家 批评 赐教 ,不 胜 感 谢 , 余 不 一 一 . 
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第 工 章 几何 基础 历史 概要 
与 公理 化 方法 


1. 1 Euclid《 几 何 原 本 》 与 第 五 公设 问题 


在 公元 前 ?7 世纪 以 前 的 所 谓 几 何 学 ,只 限于 一 些 具体 问题 的 解答 ， 
并 且 是 十分 粗糙 和 单 任 经 验 的 ,直到 公元 前 7 世纪 , 才 进 入 希腊 几何 学 
家 致力 于 几何 的 高 峰 时 期 . Euclid( 约 公元 前 330 一 275) 是 古代 最 大 的 几 
何 学 家 之 一 . 由 于 他 所 编著 的 《几何 原本 》 不 仅 和 集 前 人 之 大 成 ,而 且 用 严 
格 的 多 辑 演绎 来 系统 地 陈述 这 一 -学 科 的 内 容 , 从 而 在 Euclidk 几何 原本 》 
问世 以 后 ,就 几乎 漂 没 本 在 此 以 前 任何 其 他 有 关 几 何 学 的 著作 . 

Euclid 的 《几何 原本 》,; 原 说 有 15 卷 , 后 传说 最 后 两 着 是 公元 2 世纪 
Hypsisles 所 著 , 直 到 近代 才 有 人 正式 考证 出 来 ,第 14 着 是 Hypsisles 所 
续 , 第 15 卷 又 在 公元 3 世纪 时 为 其 他 几何 学 家 所 续 . 因而 今 已 公认 Eu- 
clid¢ 几何 原本 》 只 有 13 卷 . 

15 世纪 以 后 ， 印 而 《几何 原本 》 的 版 本 其 多 ,现在 一 般 公 认 Heiberg 与 
Menge 于 1883 一 1889 年 的 版 本 是 经 过 科学 的 整理 而 翻印 的 ,认为 是 标准 版 
本 , 据 此 版 本 ,第 1 着 开头 是 23 个 定义 :诸如 “点 没有 部 分 ”、“ 线 有 长 度 没 有 
宽度 ”、“ 线 的 界限 是 点 ”……. 在 这 些 定义 后 是 引进 公设 和 公理 器 ,例如 ,其 中 
第 五 公设 被 陈述 为 :“ 若 两 直线 与 第 三 条 直线 相交 ,其 一 侧 的 两 个 内 角 之 
和 小 于 两 直角 时 , 则 把 这 两 条 直线 向 着 该 侧 充 分 延长 后 一 定 相 交 ”. 四 如 


”历史 上 ,人 们 曾 提出 区 分 公设 与 公理 的 原则 ,有 一 种 原则 认为 :公理 是 算术 与 几何 学 所 公用 的 ,公设 
则 仅 为 几何 学 所 用 . 又 一 种 原则 认为 :公理 本 身 十 分 自明 ,公设 则 不 如 公理 那样 自明 ,但 也 是 不 加 证 明 就 承认 的 . 
现代 公理 论 者 则 已 概 用 公理 一 词 来 取代 公设 .公理 而 不 加 区 分 了 ， 

外 ”在 《几何 原本 》 中 对 于 公设 或 公理 的 基本 地 位 的 区 分 并 没有 说 明 , 而 且 有 些 公理 的 归属 问题 的 处 
理 也 不 明确 . 例如 .有 些 版 本 也 把 第 五 公设 列 为 第 十 一 公理 ， 又 Clavins 版 本 中 列 为 十 三 公理 等 等 . 
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此 ,所 列 出 的 一 系列 定义 、 公设 和 公理 ,都 成 为 往 后 严格 地 陈述 和 论证 每 
一 条 定理 ,直至 形成 一 个 演绎 系统 中 所 必 不 可 少 的 根据 . Euclid 算 是 第 
一 个 提出 几何 根据 问题 的 人 ,并 由 此 而 使 得 他 的 事业 受到 人 们 的 崇高 评 
价 . 虽然 :用 现代 数学 的 严谨 观点 来 看 4 几何 原本 》 的 叙述 ,其 中 显然 还 有 
许多 不 严格 的 地 方 .但 却 不 能 忘记 ,《 几 何 原 本 》 曾 经 是 两 二 多 年 间 一 直 
被 公认 为 用 严格 的 逻辑 结构 来 叙述 学 科 的 典范 . 

对 于 《几何 原本 》 中 的 不 足 之 处 ,大 致 上 可 以 概括 为 如 下 几 点 :CC17 有 
些 和 定义 的 写法 运用 了 一 些 它 本 身 就 应 该 定义 的 概念 .人 2) 有些 定义 是 多 
余 的 .37 在 有 些 定理 的 证 明 过 程 中 ,依靠 了 图 形 的 直观 ,而 这 种 直观 自 
明 性 并 未 列 入 公理 或 公设 中 . 

实际 上 ,《 几 何 原 本 》 的 茶 些 不 足 之 处 ,也 早 为 古代 学 者 所 觉察 . 例 
如 ,Archimedes 为 了 严格 陈述 关于 长 度 . 面积 和 体积 的 测量 理论 ,就 曾 
对 Euclid 的 公设 表 作 过 必要 的 扩充 . 人 所 闪 知 的 Archimedes 公设 ( 任 给 
a 盖 0 和 5 盖 0 并 且 < < 天 bp, 则 总 有 正 整 数 ”: 使 有 ?ma 二 5) 全 是 共 中 一 例 ， 
这 也 是 测量 几何 的 不 可 缺少 的 几何 根据 . 从 茶 种 意义 上 也 可 以 说 ,自从 
Archimedes 以 后 ,人 们 一 直 在 努力 完善 4 几何 原本 》 的 陈述 . 然而 一 直到 
19 世纪 末期 ,人 们 才 第 一 次 给 出 完备 的 公理 系统 ,在 这 个 系统 中 ,可 以 
不 依靠 任何 其 他 空间 直观 的 习惯 性 而 推出 所 有 和 的 Euclid 几何 定理 . 这 是 
德国 大 数学 家 Hilbert 的 贡献 ,他 的 著作 《4 几何 基础 》 一 书 把 公理 化 方法 
推 向 了 完善 化 阶段 ,因而 该 书 被 誉 为 划时代 的 巨著 . 

古代 学 者 对 《几何 原本 》 中 所 列 之 诸 定 义 、 公 设 、 公 理 的 内 容 与 文字 
表述 略 加 比较 以 后 ,就 觉察 到 其 中 5 如 上 文 所 陈述 之 ) 第 五 公设 的 文字 
与 内 容 显 得 最 为 复杂 和 累 材 , 远 不 如 其 他 公设 、 公 理 那 样 自明 . 因而 古代 
学 者 们 就 怀疑 地 指出 ,第 五 公设 是 不 是 多 余 的 ? 它 能 不 能 从 其 他 公设 、 公 
理 中 逻辑 地 推导 出 来 ?这 就 是 所 谓 的 Euclid 第 五 公设 问题 . 不 仅 如 此 :, 古 
代 学 者 们 还 进一步 认为 ,Euclid 之 所 以 把 它 当 作 人 公设, 只 是 因为 他 没有 
能 给 出 这 一 命题 的 证 明 ,以 致 大 家 认为 把 第 五 公设 所 述 的 这 一 命题 当 作 
不 证 自明 之 公设 列 出 , 态 是 《几何 原本 》 中 的 那些 逻辑 缺点 中 的 一 个 主 
齐 缺 点 . 致使 多 代 学 考 们 付出 了 巨大 的 精力 去 证 明 第 五 公设 . 几乎 可 以 
说 在 Euclid 以 后 的 两 千 多 年 时 间 里 ,难以 发 现 一 个 没有 试 证 过 第 五 公设 
的 大 数学 家 , 连 Euclid 本 人 在 4 几何 原本 》 中 也 是 直到 第 29 个 命题 才 开 
始 应 用 第 五 公设 ,因而 可 怀疑 他 也 曾 试 证 过 它 , 至 少 他 是 尽 可 能 地 延迟 ， 
直到 推 车 上 壁 时 才 应 用 第 五 公设 . 历史 上 ,所 有 试 证 第 五 公设 的 努力 都 
失败 了 ,在 所 有 这 些 失 败 的 <“ 证明” 中 ,或 是 最 终 发 现 证 明 有 误 , 或 是 发 
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现在 证 明 过 程 中 暗自 使 用 了 与 第 五 公设 相等 价 的 命题 . 在 这 些 失 败 的 
“证 明 ” 中 ,唯一 引出 的 正面 结果 便 是 一 批 等 价 命 题 的 发 现 . 两 和 于 多 年 
来 ,在 试 证 第 五 公 设 过 程 中 被 发 现 的 与 之 等 价 的 命题 其 多 ,我 们 不 能 也 
不 必 一 一 列 出 ,只 能 举 其 一 、 


C1) 三 角形 内 和 角 和 为 二 直角 . 即 >)(A) 一 24. 此 处 用 >)(A) 表示 任 


意 三 角形 之 三 个 内 角 之 和 ， 又 之 一 于- 


(2) 普 雷 菲 尔 公 理 . 过 平面 上 已 知 直 线 外 的 一 点 ;至 多 只 能 引 一 条 
直线 平行 于 该 已 知 直线 . 

“ 普 雷 菲 尔 CJohn Playfair,1748 一 1819, 苏 格 兰 人 ) 在 他 校订 的 《 几 
何 原本 》C1795 年 在 爱丁堡 出 版 ) 中 采用 了 一 条 很 好 的 公理 :' 过 线 外 一 

点 ,只 能 作 一 直线 与 已 知 直 线 平 行 . ，( 或 “相交 二 直线 不 能 同时 平行 于 第 
二 条 直线 . ”) 这 一 公理 , 比 第 五 公设 简单 明了 了 ,所 以 受到 普遍 欢迎 ,被 采 
用 在 现今 的 教科 书 中 ，, 称 为 普 雷 菲 尔 公 理 . ”1 

(3) 锐角 命题 . 存在 一 锐角 ,在 其 某 一 边 上 任 一 点 引 它 的 垂 线 , 儿 与 
该 锐角 的 另 一 边 有 交点 . 

在 这 里 ,我们 要 提 到 Saccheri 和 Lambert 的 工作 . 因为 “了 萨 纠 里 
(Girolamo Saccheri,1667 一 1733 ,米兰 的 神父 ) 对 平行 公理 作 了 有 价值 的 
贡献 ,可 说 是 非 欧 凡 何 的 先驱 ”. 中“ 兰 伯 特 CJohann Heinrich I-ambert,1728 
一 1777) 在 1766 年 发 表 的 《平行 线 论 》 也 有 和 萨 凯 里 类 似 的 研究 入. 

如 图 1. 1 所 示 ,Saccheri 从 讨论 四 角形 A’ABB” 出 发 ,在 这 个 四 角 拒 
中 ,假定 AA 二 BB'’, 又 夹 着 AB 边 的 两 个 内 角 都 是 直角 , 即 一 A 一 一 吾 


一 至 ,人 们 称 该 四 角形 A'ABEB -为 Saccheri 四 第 形 , 记 为 Sn, 易 证 Sn 中 


的 男 外 两 个 内 角 是 相等 的 , 即 了 A 二 一 B', 并 称 之 亩 Saccheri 角 , 记 为 
Si. 可 以 证 明 下 述 结 论 : 


图 1.1 
(4)SZ 二 4, 当 且 仅 当 第 五 公设 成 立 . 


~ 与 无 穷 现 的 这 辑 基 础 


又 如 图 1.2 所 示 ,Lambert 从 讨论 四 角形 ABCD 出 发 ,在 这 个 四 角形 
中 ,有 三 个 内 角 被 假定 为 直角 , 即 一 人 B C 2 我们 把 这 种 四 


和 角形 叫做 Lambert 四 角形 ,i 记 沪 Li. 又 把 L2 中 那个 没有 假定 六 直角 的 
内 和 角 叫 做 ILambert 和 角 , 并 记 为 LZ. 可 以 证 明 下 述 结 论 :、 
| D 


图 1.2 
《5)I4 一 d, 当 日 仅 当 第 王公 设 成 立 . 


如 所 知 , 对 于 >)(A), 有 且 仅 有 >)(A) 盖 2d,>iCA) = 2d, CA) 一 
2d 和 三 种 可 能 情形 ,对 于 SL 和 上 ff 也 是 一 样 , 即 要 么 Sf 人 > 人 工人 二, 要 人 么 
Sz dlf = d; 要 么 Sf 二 ds,Lt 过 d. 人们 不 仅 证 得 如 上 (1)、(4)、(5) 
所 洒 ,2(A) 二 2d,Sf 一 d.1f 一 d 三 者 均 与 第 五 公设 等 价 , 而 且 易 见 


D(A) 一 2d.Sf 汪 d,Lf 放 d 三 者 均 不 得 成 立 , 因 而 只 要 不 以 第 五 公设 
为 基础 得 以 否定 (人 A) 一 2d、Sf 二 dL1f 二 dd 三 者 之 一 ,; 则 就 算是 完全 
解 狂 了 第 五 公设 问题 , 即 就 算是 从 《4 几何 原本 》 中 之 其 他 公设 、 公理 中 逻 
辑 地 导出 了 第 五 公设 .历史 上 上 ,人们 都 曾 想 用 反 证 法 来 达到 这 个 目的 .如 
所 向 ,legendre、Saccheri、lambert 分 别 依 次 想 从 2 CA) < 2、 SC < 过、 
Lz 二 4 的 假设 下 引出 矛盾 来 .然而 ,他 们 虽然 在 各 自 所 设 的 前 提 下 深入 
地 进行 推导 和 演绎 ,直到 引出 了 相当 复杂 的 几何 系统 ,但 除了 在 各 自 的 
系统 中 获得 许多 盾 于 直观 感 党 的 古怪 命题 外 ;始终 没有 引出 两 个 在 逻 
辑 上 互相 排斥 的 命题 . 应当 指 出 ;在 当时 来 说 ,Lambert 的 几何 观点 是 最 
先进 的 ,工作 也 推进 得 最 远 . 他 不 仅 从 来 没有 在 他 的 著作 里 声称 过 他 已 
经 证 明了 第 五 公设 ,而 且 “ 他 认识 到 任何 一 组 假设 如 果 不 导 致 开 盾 的 话 ， 
一定 提供 一 种 可 能 的 几何 . 这 种 几何 是 一 种 真 的 逻辑 结构 ,时 然 它 或 许 
对 真实 的 图 形 作用 很 少 ,后 者 或 可 提示 一 种 特别 的 几何 ,但 不 能 限制 逻 
辑 上 可 能 发 展 的 干 差 万 别 的 几何 ”.'i 由 此 可 见 ,Saccheri 和 Lambert 不 
愧 为 非 欧 几何 的 先驱 者 了 . 
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1.2 JIo6aseBpcgag 的 信念 和 品质 


明说 Euclidk 几何 原本 >》 在 逻辑 结构 上 的 那些 真正 缺点 和 上 和 节 所 提 
到 的 第 五 公设 这 个 “缺点 ”, 早 为 古代 学 者 所 觉察 ,而 且 在 两 于 多 年 的 温 
长 岁月 里 ,学 者 们 是 如 此 不 遗 余力 地 去 修正 这 些 缺 点 和 "缺点 ”, 借 以 完 
善 几 何 原 本 的 陈述 ,但 在 另 一 方面 , 却 又 毫 不 影响 人 们 始终 坚信 Euclid 
几何 是 现实 空间 的 正确 抽象 . 

“很 多 人 确实 说 出 耳 绝 对 信任 Euclid 几何 为 真理 的 话 . 例如 Isaac 
Barrow 把 他 的 数学 包括 微 积分 在 内 都 建立 在 儿 何 基础 之 上 ,对 几何 的 
肯定 性 列举 八 项 理由 :概念 清晰 ,定义 明确 ,公理 直观 可 靠 而 且 普 裔 成 
立 , 公 设 清 楚 可 信和 且 易 于 想 人 得 ,公理 数目 少 , 引 出 量 的 方式 易于 接受 .证 
骨 顺 序 自然 ,避免 未 知事 物 . 

Barrow 确 曾 提出 问题 :何以 确 知 几何 原理 可 应 用 于 自然 界 ? 其 回答 
是 ,这 些 原理 来 自 内 在 理性 . 感觉 到 的 事物 只 是 起 了 唤醒 它们 的 作用 . 再 
者 几何 原理 性 为 长 期 经 验 所 不 断 证 实 , 并 将 继续 如 此 . 因为 上 之 创造 的 
世界 是 万 古 不 易 的 . 于 是 几何 是 完备 的 与 肯定 无 疑 的 科学 . ”7 

直到 17 志 纪 末期 和 整个 18 世 纪 ,除了 个 别 和 蔚 者 (也 只 限于 作为 怀疑 
论 者 的 哲学 观点 而 认为 ,几何 定律 也 和 宇宙 间 一 切 事物 不 会 有 它 一 定 的 
法 则 那样 ,未 必 是 物理 的 真理 ) 以 外 ,几乎 所 有 的 哲学 家 和 数学 家 都 认 
为 Euclid 几何 定律 是 绝对 真理 ,甚至 Hegel 也 指出 :初等 几何 就 Euclid 
所 遗留 给 我 们 的 肉 容 而 言 , 已 经 可 以 视 为 相当 完备 了 ,不 可 能 再 有 更 多 
的 进展 .应 当 指 出 ,最 有 代表 性 的 是 Kant, 他 把 Euclid 几何 看 成 是 关于 
室 间 的 绝对 真理 , 即 所 谓 先 验 的 综合 判断 . 作为 Kant 同时 代 的 学 者 们 ， 
也 几乎 全 都 同意 Kant 的 观点 .这 就 是 说 ,不 仅 整个 18 世纪 ,直到 19 世纪 
初期 ,Euclid 几何 是 绝对 真理 的 观点 一 直 笼 举荐 整个 学 术 界 . 

但 是 正 反 的 历史 经 验 总 会 在 一 些 先 进 人 物 的 头脑 中 首先 引起 反响 ， 
人 迫使 他 们 起 来 反抗 传统 观念 的 东 缚 ,寻找 新 的 出 路 .基于 两 千 允 年 来 ,在 
求证 第 五 公设 征途 上 历 遭 失败 的 教训 ,19 世纪 俄国 的 年 轻 数 学 家 
JIoG6adeBckz 站 产生 了 与 前 人 完全 不 同 的 信念 .他 首先 认为 第 五 公设 不 能 
从 其 余 的 几何 公理 、 公 设 中 逻辑 地 推导 出 来 ,就 是 说 第 五 公设 与 其 他 几 
何 公 设 、 公 理 是 相互 独立 而 不 是 逻辑 相关 的 . 其 次 , 除 掉 第 五 公设 成 立 的 
Euclid 几何 之 外 ,还 可 以 有 第 五 公设 不 成 立 的 其 他 几何 系统 存在 ;就 是 
说 Euclid 几何 并 不 是 唯一 的 真实 . JIoSauepcrn 站 指出 :从 Euclid 时 代 以 
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来 ,两 千年 来 的 徒劳 无 益 的 努力 ,促使 我 怀疑 在 概念 本 身 之 中 并 未 包括 
那样 的 真情 实 沈 .于 是 JIo6adeBcrkH 直 在 Euclid 几何 系统 中 把 第 五 公设 予 
以 唱 除 ,同时 却 引 进 一 条 与 第 五 公设 正好 相反 的 公理 , 它 被 表述 为 "“ 过 平 
面 上 一 已 知 直线 外 的 一 点 :至 少 可 以 引 两 条 直线 与 该 已 知 直线 不 相交 ”. 
人 们 称 之 为 “罗氏 公设 ”, 就 其 陈述 形式 而 言 ,正好 是 相反 于 Playfair 公理 
的 ,而 如 前 文 所 述 ,Playfair 公理 芒 是 第 五 公设 之 等 价 命题 之 一 . 如 此 ， 
JIo6adcpcKH 站 就 构造 了 :个 新 的 几何 系统 , 它 与 Euclid 几何 系统 相 并 列 . 
两 个 几何 系统 的 相 异 之 处 仅 在 于 一 个 承认 第 五 公设 而 不 承认 罗氏 公设 ， 
男 一 个 则 承认 罗氏 公设 而 不 兰 认 第 五 公设 . 除 此 而 外 的 其 余 公 设 、 公 理 
下 通常 把 这 两 个 几何 系统 中 的 公共 部 分 , 即 由 两 者 中 一 切 相 同 的 
人 公设、 公理 和 定义 所 构成 的 几何 系统 称 为 绝对 几何 . 因而 由 绝对 几何 系 
统 外 加 第 五 公设 便 构 成 下 uclida 几何 系统 ,而 由 绝对 几何 系统 外 加 罗氏 公 
设 所 构成 之 几何 系统 则 为 JIo6auescrni 几何 . 
JIoGadeBcKH 才 按 上 述 方 式 构 造 了 新 的 几何 系统 之 后 ,经 过 演绎 推理 ， 


获得 了 大 批 定理 . 人 们 可 以 看 到 ,其 中 之 许多 定理 就 是 在 >/CA) 一 2d、 
Sit 二 dq 和 Lz 一 4 的 假定 下 ., 试 证 第 五 公设 之 过 程 中 被 推演 出 来 的 命题 . 
就 其 实质 而 言 ,>)(A) 一 24、Sf 二 d 和 TLf 二 4d 的 假定 在 下 述 意 义 下 等 
价 于 罗氏 公设 . 即 由 绝对 几何 外 加 >)(CA) 一 24 ,或 外 加 St 二 4 或 外 加 
L 一 d, 均 可 人 逻辑 地 导出 罗氏 公设 . 反之 ,在 JJogaueBcKkrH 站 几何 系统 中 ， 
亦 可 导出 >)CA) 一 24d、Sf 一 d 和 Lf 二 d, 在 这 里 ,应 当 郑 重 指出 的 是 : 
JIoG6auescrni 推演 定理 之 目的 在 于 建造 他 的 新 几何 大 厦 . 而 Legendre、 
Saccheri、Lambert 则 不 同 , 他 们 只 是 希望 在 各 自 的 假设 之 下 导致 予 盾 . 
就 是 说 ,除了 我 们 在 1.1 节 中 所 指出 之 Lambert 的 观点 较为 先进 之 外 ， 
他 们 都 没有 建立 起 JIo6auepckn¥8 的 信念. 然而 ,JIo6auescrnj# 的 先进 思 
想 , 却 又 完全 不 为 他 同时 代 的 普通 学 者 和 所 谓 “ 学 者 ” 们 理解 . 因而 不 仪 
得 不 到 狗 扬 .反而 遭受 一 连 串 的 嘲弄 和 打击 ,被 厅 之 为 “笑话 ”和 科学 上 
的 “混乱 ” 然而 极为 可 贵 的 是 :没有 任何 力量 可 以 动摇 罗 巴 契 夫 斯 基 的 
信心 ,他 像 屹 立 在 大 海中 的 灯塔 ， 惊涛骇浪 的 冲击 是 显 出 他 刚 横 的 意志 . 
他 一 生 始 终 为 新 思想 而 斗争 . ”m1 上 毫 无 疑问 ,这 是 一 种 不 朽 的 、 常 人 难以 
做 到 的 和 永远 值得 后 人 学 习 的 高 贵 品质 . 

历史 地 看 ;新 思想 好 像 有 它 的 时 代 性 一 样 ,往往 在 同一 个 时 期 中 被 
一 些 先 进 人 物 各 自 独立 地 发 现 . 如 所 知 , 在 JIo6aueacKH 直 同时 代 的 、 当 时 
年 仅 21 岁 的 青年 数学 家 Bolyai(1802 一 1860), 还 有 德国 大 数学 家 
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Gausst1777 一 1854) 也 不 约 而 同 地 达到 了 上 述 JIoG6ayeBcKkni(1792 一 
1856》 的 信念 而 发 现 了 新 几何 的 存在 . 然而 Gauss 由 于 害怕 因 人 们 的 时 
喊 而 终身 不 敢 公 开发 表 自 己 在 这 方面 的 研究 成 果 , 又 Bolyai 昌 然 把 他 在 
这 方面 见解 与 成 就 作为 他 父亲 的 一 部 几何 善 作 的 附录 而 公开 发 表 了 ,但 
却 由 于 得 不 到 任何 人 的 同情 与 理解 ,以致 无 力 支持 自己 继续 从 事 这 方面 
的 研究 ,几乎 是 在 失望 和 孤独 中 度 过 自己 的 余生 . 

在 新 几何 的 发 明 权 上 ,至 今 还 有 争议 .例如 .美国 柯 朗 数学 研究 所 的 
M. Kline 教授 就 认为 把 发 明 新 几何 的 伟大 贡献 归功 于 JIo6auepckrkn 站 是 不 
公正 的 . 他 说 :Gauss,ILobatchevsky 和 Bolyai 创造 非 Euclid 几何 , 贬 不 是 同时 
创造 的 例子 ,也 不 能 认为 把 伟大 功绩 归于 Lobatchevsky 与 Bolyai 是 公 估 
的 . ”9“Iobatcehevsky 与 Bolyai 都 从 Gauss 那里 得 到 许多 启发 . Lobatchevsky 
往 Kazan 的 教师 Johann Martin Bartels(1769 一 1836) 是 Gauss 的 好 友 . 实际 
-上 ,从 1805 一 1807 年 间 ,Gauss 和 Bartels 是 在 Brunswick 共同 记过 的 ,而 后 还 
彼此 保持 通信 . Bartels 不 把 Gauss 有 关 非 Euclid 几何 的 进展 告诉 
Lobatchevsky( 他 留 在 Kazan 大 学 ,和 Bartels 是 同事 ) , 那 是 绝对 不 可 能 的 , 特 
别 | 是 Bartels 一定 知道 Gauss 对 Euclid 几何 真理 性 的 怀疑 . 扣 1 “就 John Bolyai 
说 ,他 的 父亲 Wolfgang 也 是 Gauss 的 一 位 挚友 ,并且 是 1796 一 1798 年 在 哥 
廷 根 的 同学 ,Wolfgang 与 Gauss 不 仅 彼 此 继续 通信 ,并 且 讨 论 了 平行 公理 
的 特别 课题 ,---Wolfgang 继续 努力 研究 平行 公理 问题 . 并 在 1804 年 送 给 
Gauss 一 个 所 谓 证 明 . Gauss 向 他 指出 证 明 是 错误 的 .在 1817 年 ,Gauss 肯 
定 认 为 ,不 仅 公 理 不 能 证 明 , 而 且 逻 辑 上 相 容 而 物理 上 又 能 应 用 的 非 
Euclid 几何 是 能 够 构造 的 . 他 除了 在 1799 年 的 信 上 讲 了 这 一 点 之 外 ,还 把 
他 最 近 的 思想 坦率 地 告诉 了 Wolfgang. Wolfgang 继续 研究 这 个 问题 直到 
他 1832 一 1833 年 的 《原理 论著 》 出 版 . 因为 他 要 他 的 儿子 继续 研究 他 所 从 
事 的 平行 公理 的 工作 ,所 以 几乎 可 以 肯定 他 会 把 自己 所 知道 的 一 切 传 给 
他 的 儿子 .7 

三 这 里 ,我 们 有 理由 不 同意 M. Kline 教授 的 看 法 . 不妨 退 一 步 讲 , 即 使 
完全 肯定 M. Kline 的 上 述 考证 和 估 猜 ,那么 仅 就 Gauss 之 四 于 学 术 界 的 庸 
俗 势力 和 Bolyai 的 灰心 疼 气 :都 未 为 新 几何 的 生存 作 努 力 而 言 , 其 后 果 是 
什么 ?是 不 言 而 喻 的 . 相反 地 , 唯 有 JIocGadeBckni 才 坚 持 不 懈 地 六 新 几何 的 
生存 而 奋斗 终生 ,当时 身 为 喜 双 大 学 校长 利 数 学 教授 的 JIo6auepcknii 法 
不 在 意 自己 的 职位 和 和 名声, 不 异 付 出 任何 代价 坚持 与 学 术 界 的 陋 俗 见解 
进行 斗争 ,以 致 终身 为 此 妨 受 嘲讽 和 打击 ,直到 他 逝世 前 一 年 ,虽然 双 目 
失明 ,还 口授 写成 《 泛 几 何 学 》. 所 以 可 以 认为 ,用 JIo6aueacKka 站 的 名 字 给 
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新 几何 命名 ,同时 也 承认 Gauss 和 Bolyai 独立 地 发 现 了 新 几何 ,万 是 王 

现在 ,让 我 们 再 回 过 头 来 仔细 分 析 一 下 M. Kline 的 上 述 考证 和 个 
猜 ,不 难 发 现 它 是 站 不 住 脚 的 . 试看 Wolfgang 给 他 儿子 Bolyai 的 一 封 信 
上 写 道 : “希望 你 再 不 要 做 克服 平行 线 论 的 尝试 . -… 我 经 过 了 了 这 个 夜 的 
无 希望 的 黑暗 ,并 且 我 在 这 里 面 埋没 了 了 人生 的 一 切 亮 光一 切 快 乐 . 老 天 
啊 ! 希 望 你 放弃 这 问题 . 对 它 的 害怕 应 当 更 多 于 感情 上 的 迷恋 ,这 是 因 
为 , 它 会 剥夺 你 生活 中 的 一 切 时 间 、 人 健康、 休息 和 幸福 的 . 这 个 无 希望 的 
黑暗 能 使 千 只 牛顿 的 塔 沉 没 ”.! 中 由 此 可 见 ,M. Kline 所 说 Wolfgang 要 他 
的 儿子 继续 研究 他 所 从 事 的 平行 公理 工作 之 说 是 不 可 靠 的 . 而 且 当 
Bolyai 在 Wolfgang 著作 的 附录 中 发 表 了 构造 新 几何 成 果 之 后 ， 
Wolfgang 马上 就 把 这 个 附录 寄 送 Gauss 评阅 . 而 Gauss 在 回信 中 写 道 ， 
“如 果 我 从 头 就 说 我 不 能 称赞 约翰 的 工作 ,那么 你 一 定 会 立刻 惊 怪 ,但 是 
我 不 能 说 出 任何 别 的 话 ;称赞 他 等 于 称赞 我 自己 ,因为 这 研究 的 一 切 内 
容 , 你 的 儿子 所 采用 的 方法 和 他 所 达到 的 一 些 结 果 几 乎 全 部 和 和 我 的 一 部 
分 在 30 一 50 年 前 已 开始 的 个 人 沉思 相符 合 的 缘故 . 我 真是 被 这 些 所 胞 
驴 到 项 了 . 

关于 我 自己 的 著作 ,虽然 有 一 小 部 分 已 经 写 好 ,但 我 的 目标 本 来 是 
一 生 里 不 愿 发 表 的 . 大 密 数 人 对 于 那里 所 讨论 的 问题 抱 着 不 正确 的 态 
度 :我 仅 发 觉 少 数 人 听 了 我 和 他 们 谈 过 这 件 事 觉得 有 兴趣 .我 的 目标 在 
于 把 它 写 下 来 ,免得 和 我 一 同 洒 没 . 使 我 快乐 地 感觉 到 惊奇 的 是 现在 可 
以 免 去 这 劳力 的 耗费 ,并 且 特 别 高 兴 的 ,在 我 的 面前 有 这 样 惊异 姿态 的 
人 正 是 老 友 的 儿子 ”中 我们 在 这 里 没有 发 现 一 丝 一 毫 有 如 “你 的 儿子 的 
工作 与 我 多 年 前 和 您 讨论 过 的 思想 完全 相符 ”之 类 的 言辞 或 情绪 .可见 
M. Kline 所 认 六 “Wolfgang 把 从 Gauss 那里 听 到 的 新 思想 传 给 他 儿子 ” 
之 说 也 是 靠不住 的 .全 于 M. Kline 认 为 Bartels 将 Gauss 有 关 非 Euclid 几 
何 的 进展 告诉 JIogaseacgai 之 说 就 更 无 充分 根据 了 . 相反 地 , 罗 巴 契 夫 斯 
基 死 后 不 入, 高 斯 的 通信 录 开 始 出 版 . 高 斯 给 舒 马 革 (IH. K.Schumacher， 
1780 一 1850) 的 信 中 对 罗 巴 契 夫 斯 基 推 崇 备 至 . ”当然 ,Gauss 独立 地 更 
时 得 到 新 几何 学 也 是 事实 ,但 有 关 Gauss 对 于 非 欧 几何 的 研究 是 在 他 死 
后 ,从 他 和 一 些 数 学 家 的 通信 及 遗 稿 中 才 为 人 所 知 . 1829 年 ,Gauss 在 一 信 
中 写 道 :“ 和 恐怕 我 还 不 能 够 迅速 修改 关于 这 问题 的 自己 很 广泛 的 研究 ,使 
它 可 以 出 版 ,其 至 在 我 的 一 生 里 可 能 不 解决 这 件 事 , 因 为 当 我 发 表 自 己 的 
全 部 意见 时 ,我 害怕 引起 标 丁 人 ( 即 轧 和 人 一 一 笔者) 的 喊 声 . ”中 所 以 ,尽管 
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Gauss 独立 地 创立 了 新 几何 , 却 苦 于 流 俗 之 随 见 而 延迟 了 新 几何 的 省 
生 ，, 这 与 JIo6adescxni 不 或 艰险 并 为 之 奋斗 终生 的 精神 是 不 能 相 比 的 ， 
所 以 后 人 不 以 Gauss 的 名 字 为 新 几何 学 命名 ,而 称 之 谓 JIo6aqeBcKH 首 几 
何 学 ,这 是 理所当然 的 . 


1. 3 ”Hilbert 的 Euclid 几何 公理 系统 


我 们 在 1.1 节 中 指出 :Euclidk 几何 原本 》 的 陈述 ,有 它 逻 辑 结 构 上 的 
不 足 之 处 ,直到 19 世纪 , 才 由 Hilbert 最 终 弥 补 这 些 不 足 之 处 .进而 提供 
了 一 个 完善 的 Euclid 几何 公理 系统 ,这 一 切 都 写 在 他 的 巨著 《几何 基 
础 DJ 一 书 中 :并 由 此 而 解决 了 用 公理 方法 研究 几何 党 的 基 袖 问题 . 
Hilbert 美 于 Euclid 几何 公理 系统 的 陈述 ,包括 三 个 基本 元 素 、 
基本 关系 、 八 条 结合 (或 称 关 联 ， 公理 、 四 条 顺序 公理 .五 条 合同 公理 
条 平行 公理 和 两 条 连续 公理 ,其 基本 结构 如 下 表 所 示 : 
基本 元 素 ( 点 、 直线 、 平 面 ) 


结合 关系 
不 关机 风机 
合同 关系 


结合 公理 (CT 一 Is) 
顺序 公理 (I 一 了 H:) 
公理 4 合同 公理 CI 一 亚 :) 
平行 公理 CIV)， 
连续 公理 (Vi 一 V) 
这 是 Hilbert 的 经 典 叙 述 . 而 后 来 ,人 们 已 习惯 于 将 连续 公理 列 为 第 区 
组 ,平行 公理 列 为 第 V 组 . 另外 ,又 将 连续 公理 中 的 “完备 公理 ” 改 为 
“Cantor 公理 ” 当然 ,可 以 证 明 经 过 改动 后 的 公理 系统 与 原来 的 公理 系 
统 是 等 价 的 ,所 以 这 种 改动 是 形式 的 或 非 实 质 的 , 即 在 本 质 上 没有 对 
Hilbert 所 给 的 Euclid 几何 公理 系统 作 任 何 改动 . 
现在 ,让 我 们 来 系统 陈述 如 上 之 Hilbert 的 Euclid 公理 系统 . 首先 ， 
将 有 一 些 对 象 被 取 为 基本 元 素 , 一 些 关 系 被 取 为 基本 关系 ,统称 为 基本 
概念 ,而 基本 概念 是 脱离 直觉 形象 的 . 唯一 的 要 求 是 它们 必须 满足 系统 
内 诸 公 理 的 要 求 . 
定义 3.1 设 有 三 类 不 同 的 对 象 : 一 为 点 、 二 为 直线 、 三 为 平面 ,分 
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别 以 “A,B,C…” “a,b,c,"… ,a,B;Y,"… ”表示 . 

这 三 类 不 同 的 对 象 之 间 存 在 着 其 些 关 系 , 这 些 关 系 将 用 “ 落 在 … 
上 ”、“ 在 -… 中 间 ”、“ 合 同 ”、“ 平 行 "、“ 连 续 ” 等 术语 来 表述 . 然而 这 些 术 语 
只 是 用 以 表示 对 象 之 间 具 有 某 种 关系 的 符号 ,并 不 受 这 些 术 语 的 词义 解 
释 的 约束 .例如 ,公理 “ 任 给 两 点 A 和 BB, 必 存 在 一 直线 a 与 A、B 相关 ”， 
也 可 表述 为 “对 于 任意 两 点 人 A 和 B, 至 少 有 一 直线 a 通过 信和 B”. 但 不 论 
用 怎样 的 文字 或 术语 表述 这 一 公理 ,完全 不 必 顾 及 诸如 什么 叫 “ 通 过 ” 
或 什么 叫 “ 连 结 ” 等 等 , 只 要 求 “ 任 给 两 点 , 必 有 一 直线 与 它们 同时 存在 
着 相关 这 个 关系 ”*. 下 述 第 一 组 的 8 条 公理 表述 十 直线 与 平面 对 于 点 的 
这 种 “相关 ”的 关系 . 

第 一 组 结合 公理 1 一 下 

I 对 于 任意 两 个 不 同 的 点 A 和 B, 至 少 有 一 直线 a 连结 A 和 和 B. 

I 对 于 任意 两 个 不 同 的 点 人 和 B, 至 多 有 一 直线 a 连结 A 和 B. 

I ， 任 一 直线 上 至 少 存 在 着 两 个 点 ,又 至 少 存在 着 不 在 同一 条 直线 
上 的 三 个 点 . 

1 任 给 不 在 同一 条 直线 上 的 三 个 点 A、B、C, 至 少 存 在 一 个 平面 
通过 A、B、C. 又 任 一 平面 上 至 少 有 一 个 点 . 

E 任 给 不 在 同一 条 直线 上 的 三 个 点 A、B、C、 至 多 存在 一 个 平面 
通过 A、B.C. 

I。 如果 一 条 直线 上 的 两 个 点 落 在 同一 个 平面 上 ; 则 该 直线 上 的 任 
何 一 点 都 落 在 该 平面 上 . 

I 如果 两 个 平面 有 一 个 公共 点 , 则 它们 至 人 少 还 有 另 一 个 公共 点 . 

I 至 少 存 在 着 四 个 点 ,它们 不 在 同一 个 平面 上 . 

上 述 的 8 条 结合 公理 ,只 有 少数 几 条 出 现在 4 几何 原本 》 中 ,大 部 分 
是 Hilbert 补 入 的 . 此 外 ,我 们 特别 指出 有 如 古代 几何 学 家 总 是 直觉 地 认 
六 “直线 上 必 有 无 穷 儿 个 点 ”, 并 在 论证 中 无 条 件 地 使 用 它 , 又 不 明确 列 
为 公理 ,在 Hilbert 的 Euclid 几何 系统 中 ,“ 直 线 上 有 无 窃 多 个 点 ” 却 可 作 
为 系统 内 的 定理 而 被 证 明 . 

第 二 组 顺序 公理 1 一 Il 

本 组 的 公理 下 、. 王 .于 称 为 线性 顺序 公理 ,而 公理 下 涉及 几何 元 素 在 
平面 上 的 位 置 ,叫做 Pasch 公理 . 另外 ,在 以 下 所 论 几 何 元 素 之 间 , 除 掉 前 
述 “ 相 关 ” 这 个 关系 之 外 ,还 有 新 的 基本 关系 ,我们 用 术语 “ 介 于 ”或 “在 …- 
之 间 ” 来 表示 它 .“ 介 于 ”这 个 关系 应 满足 如 下 公理 下 一 IL 的 要 求 . 

I 若 A、B.C 是 直线 a 的 三 个 不 同 的 点 ,并 且 B 在 人 A 与 C 之 间 ,; 则 
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BB 也 在 C 与 A 之 间 . 

UH 任 给 两 点 信和 C, 则 过 人 A 和 C 的 直线 上 至 少 还 存在 着 一 点 B， 
使 得 C 在 A 和 B 之 间 . 

Hi ” 直线 上 任意 三 点 ,至 多 只 有 一 点 在 其 余 两 点 之 间 . 

定义 3.2 设 A 和 B 为 直线 a 上 的 两 个 点 , 则 称 点 组 A、B 为 线段 ， 
并 记 为 AB 或 BA, 凡 在 A 和 B 中 间 的 点 称 为 线段 AB 内 部 的 点 ,简称 为 
线段 AB 的 点 .A 和 B 称 交 AB 的 端点 ;并 把 a 上 上 其余 的 点 称 为 AB 外 部 
的 点 . 

I (Pasch 公理 ) 任 给 不 在 同一 条 直线 上 的 三 个 点 A、B、C, 又 直线 
a 落 在 A、B.C 的 平面 a 上 ,并 且 a 不 通过 A、B.C 中 任 一 点 , 则 当 a 通 过 
线段 AB 内 部 的 点 时 ,那么 a 或 者 还 通过 线段 AC 内 部 的 点 ,或 者 还 通过 
线段 BC 内 部 的 点 . 

第 三 组 合同 公理 下 ,一 瑟 ; 

定义 3.3 如 果 点 C 和 DD 都 在 点 人 A 和 B 的 中 间 , 则 称 线段 CD 在 线 
段 AB 的 内 部 . 

定义 3.4 设 A、B、C、D 是 直线 a 上 四 个 不 同 的 点 ,而 且 C 在 A 和 
忆 之 间 而 不 在 人 和 B 之 间 , 则 我 们 说 点 人 A 和 B 位 于 直线 a 上 点 C 的 同一 
侧 , 而 点 信和 DD 是 位 于 a 上 点 C 的 两 侧 . 

定义 3.5 设 点 OO 与 A 是 直线 a 上 的 两 个 不 同 的 点 ,我 们 称 所 有 与 
A 在 点 O 〇 同一 侧 的 点 为 由 OO 〇 与 A 在 a 上 所 决定 的 射线 (或 称 半 直线 ;OA 
的 点 ,而 点 O 〇 叫做 半 直 线 ( 或 称 射 线 )OA 的 原点 . 

定义 3.6 设 直 线 a 在 平面 a 上 ,点 人 A 和 B 在 a 上 而 不 属于 a 的 两 
个 点 ,如 时 线段 AB 包含 a 的 点 ,; 则 称 人 A 和 B 在 a 的 两 侧 ， 如 果 AB 不 包 
会 a 的 点 , 则 称 人 A 和 BB 在 a 的 同 侧 . 

定义 3.7 设 a 为 空间 的 一 个 平面 ,而 A 和 B 为 不 在 a 上 的 两 点 ,如 
果 线 段 AB 包 售 a 的 点 , 则 称 A、B 在 a 的 异 侧 ,而 当 AB 不 包含 a 的 点 时 ， 
称 A、B 在 a 的 同 侧 . | 

下 文 将 用 术语 “合同 ”或 “相等 ”来 表示 线段 与 线段 之 间 的 某 种 关系 . 

亚 ， 设 A、B 为 直线 a 上 的 两 个 点 ,又 A 是 直线 a'( 也 人 允许 4 与 a 
为 同一 条 直线 ) 上 的 点 , 则 在 a 上 点 A 的 某 一 侧 , 有 和 且 仅 有 一 点 B, 使 得 
线段 AB 与 线段 A’B’ 合同 (或 说 AB 等 于 A'B’ ), 记 为 AB 二 A'B'“. 对 于 
每 个 线段 AB 都 有 合 间 或 相等 关系 AB = BA. 

下 :如果 线段 A’B’ 和 A”B” 均 合同 于 一 个 线段 AB, 则 A’B’ 合同 于 
A”B”, 亦 即 当 A’B 二 AB 有 日 A”B” 二 AB 时 ,就 有 A’B’ = 二 A”’B”“. 
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亚 ; 如 果 AB 和 BC 是 直线 a 上 的 两 个 线段 且 雹 公共 的 内 部 的 点 ， 
又 A'B’ 和 BC’ 为 同一 条 或 另 一 条 直线 a 上 的 两 个 线段 ,它们 也 没有 公 
共 的 内 部 的 点 ,如 果 此 时 AB 二 A'B’ 有 是 BC 二 BC’, 则 必 有 AC 二 A'C.. 

定义 3.8 由 同一 点 口 出 发 ,而 不 属于 同一 条 直线 的 一 对 半 直 线 户 、 
kk 加 和 做 和 解 , 记 为 二 (Chk 或 了 (kJh). 当 A 为 h 的 点 ,而 B 属 于 k 时 , 则 也 
把 一 (CAR) 记 为 一 AOB. 六 入 称 为 角 的 边 ,O 称 为 角 的 顶 . 设 半 直线 天 
与 h 分 别 将 和 和 和 户 补 为 直线 ,把 这 两 条 交 于 点 口 的 直线 所 决定 的 平面 记 
为 aD, 则 把 a 上 同时 满足 如 下 两 个 条 件 的 点 称 为 二 (hn,k) 的 内 部 的 点 ， 
并 称 所 有 这 样 的 点 的 集合 为 一 (AR) 的 内 部 区 域 , 这 两 个 条 件 是 : 

(1) 与 & 的 点 在 直线 (及 ,h') 之 同 侧 ， 

(2) 与 的 点 在 直线 (&k,k&') 之 同 侧 . 
如 此 ,又 把 ac 上 除去 角 的 项 和 边 , 以 及 角 的 内 部 的 点 之 外 的 点 称 为 一 ( 产 ， 
R) 外 部 的 点 .并 称 所 有 这 样 的 点 的 集合 为 过 Ch,k) 的 外 部 区 域 , 如 图 3.1 
所 示 :, 角 的 内 部 区 域 由 双重 线条 标明 . 


图 3.1 

我 们 也 用 ”合同 ”或 “相等 ”之 类 的 术语 去 表达 角 与 角 之 闻 的 某 种 关系 . 

下， 设 一 CP ER) 在 平面 cc 上 ,又 在 同一 个 或 另 一 个 平面 w 上 给 定 一 
直线 a 及 其 确定 的 一 侧 :, 产 是 由 < 上 一 点 口 沿 着 a 出 发 的 半 直 线 , 那 
么 在 a 上 由 OO 出 发 有 且 仅 有 一 射线 &' ,使 一 CR) 合同 于 二 Ch’,k'), 则 
记 为 一 CnhR) = 一 CRP ,Rk ), 亦 妈 如 图 3.2 所 示 , 任 意 一 个 角 总 可 唯一 地 
放 在 已 知 平 面 上 之 已 知 尘 直线 的 一 侧 . 又 每 个 角 都 与 自己 合同 , 亦 即 
RR LR RkR), /Ck ,hh) = LCk’,h’). 


图 3.2 
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亚 ， 设 A、B.C 为 不 共 线 的 三 个 点 ,而 A’、B’、C 亦 不 在 一 条 直线 
上 上 .如果 AB 二 A’B’,AC 二 A’C’, 并 且 一 BAC 二 全 B’A’C’, 则 如 图 3.3 
所 示 , 必 有 一 ABC = 一 ABC 和 人 ACB 二 A’C’B.‘. 
Cc GC 


4 B A’ B' 


图 3. 3 

第 四 组 连续 公理 R 一 下， 

Ri (Archimedes 公理 ) 设 AB 和 CD 是 任意 两 个 线段 : 则 在 直线 AB 
上 存在 着 有 限 多 个 点 Al,A::,…，A, ,使 得 Ai 在 A 和 A, 之 间 ,A: 在 AAA 和 
A; 之 间 等 等 :并且 线段 AA, ,AAA :AiA, 都 合同 于 线段 CD, 并 且 B 
在 人 A 和 人 A, 之 间 . 如 图 3.4 所 示 . 


C D 


A 4 A, A, 41 +，。 4 A, 


图 3.4 
Ni (Cantor 公理 ) ” 设 在 任意 直线 a 上 有 线段 无 穷 序 列 AlB,A;:B,,， 
… ,其 中 每 个 后 面 的 都 在 前 面 一 个 的 内 部 ,上 青 设 不 存在 这 样 的 线段 , 它 能 
在 所 有 这 些 线段 的 内 部 .那么 在 直线 a 上 ,就 存在 且 只 存在 一 个 点 上, 它 
落 在 所 有 这 些 线 段 A,Bi ,A:B:… 的 内 部 . 如 图 3.5 所 示 . 


4，4: 4 B, B, B, 


b 


图 3.5 

如 所 知 , 我 们 在 本 节 开 涉 所 列 Hilbert-Euclid 几何 公理 系统 表 之 后 
曾 指 出 :在 Hilbert 的 经 上 典 陈 述 中 ,并 无 上 述 Cantor 公理 ,而 另 有 一 条 叫 
做 “完备 公理 ”的 公理 ,但 这 样 的 改动 无 碍 大 局 ,本 质 上 与 Hilbert 的 经 典 
陈述 是 一 回 事 . 

第 五 组 平行 公理 V 

定义 3.9 在 同一 个 平面 上 ,没有 公共 点 的 两 条 直线 叫做 平行 的 . 

V( 平 行 公 理 ) 过 平面 上 任 一 已 知 直 线 外 的 任 一 点 ,至 多 只 能 引 一 
条 直线 与 该 已 知 直 线 平 行 . 


党 与 无 穷 观 的 过 辑 基 础 ,。 
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注意 此 处 对 平行 公理 所 采用 的 陈述 方式 是 4 几何 原本 》 中 第 五 公设 
的 等 价 命 题 之 一 , 即 所 亩 Playfair 公理 . 

如 上 便 是 Hilbert 的 Euclid 几何 公理 系统 的 内 容 和 陈述 . 下 文 我 们 
将 据 此 逻辑 地 依次 列 出 Hilbert-Euclid 几何 公理 系统 中 的 定理 ,直至 足 
以 说 明 Hilbert 的 Euclid 几何 公理 系统 ,能 以 弥补 《6 玫 何 原本 》 中 的 那些 
逻辑 结构 上 的 缺点 为 止 .如 所 知 ,一 个 形式 系统 中 的 定理 是 无 穷 无 尽 的 ， 
我 们 既 无 必要 也 不 可 能 无 休止 地 推演 和 罗列 下 去 . 另 一 方面 ,限于 本 书 
的 性 质 和 篇 幅 , 此 处 不 对 所 列 之 任何 定理 加 以 证 明 . 如 果 有 兴趣 于 研究 
这 些 定 理 之 详细 证 明 的 读者 ,可 查阅 文献 [5j 的 2.2 节 ,在 那里 ,对 于 此 
处 所 列 之 定理 均 有 详细 而 严格 的 证 明 过 程 , 以 及 必要 的 图 示 . 

定理 3.1 两 条 直线 至 多 只 有 一 个 公共 点 ,二 平面 要 么 没有 公共 
点 ,要么 它们 所 有 的 公共 点 都 在 同一 条 直线 上 . 又 任 一 平面 和 不 在 它 上 
面 的 任 一 直线 至 多 有 一 个 公共 点 . 

定理 3.2 有 和 且 只 有 一 个 平面 通过 一 直线 a 和 不 在 a 上 的 一 点 AA; 
有 且 愉 有 一 个 平面 通过 有 公共 点 的 两 条 不 同 的 直线 . 

定理 3.3 每 个 平面 至 少 有 三 个 点 . 

定理 3.4 任 给 两 个 不 同 的 点 人 A 和 C, 则 在 连结 人 A 和 C 的 直线 4a4 上 
至 少 有 一 点 品 , 并 有 旦 DD 在 人 A 和 和 C 之 间 . 

定理 3.5 在 一 直线 上 的 任意 三 个 点 A、B、C, 总 有 一 个 点 在 另外 两 
个 点 的 中 间 . 

定理 3.6 如果 直线 a 与 三 个 线段 AB、BC、CA 中 的 某 两 个 相交 , 则 
a 就 不 能 再 和 另 一 个 线段 相交 . 

定理 3.7 假设 点 B 在 线段 AC 上 ,而 且 点 CC 在 线段 BD 上, 则 BB 和 
C 都 在 线段 AD 上 . 

定理 3.8 设 点 B 在 线段 AC 上 ,而 点 C 在 线段 AD 上 , 则 点 C 在 线 
段 BD 上 ,而 点 B 在 线段 AD 上. 

定理 3.9 在 直线 上 任意 两 点 中 间 , 存 在 着 无 穷 多 个 点 . 

定理 3.10 如 果 C 和 DD 都 在 A、B 之 间 , 则 线段 CD 的 所 有 的 点 都 
三 A.B 之 间 , 即 线段 CD 的 每 一 点 都 是 线段 AB 的 点 . 

定理 3.11 如 果 点 CC 在 点 A 和 点 BB 之 间 ; 则 线段 AC 的 每 一 点 都 在 
线段 AB 上. 

理据 本 节 中 前 述 定 义 所 引进 的 术语 来 陈述 如 下 的 : 

定理 3.12 设 O 和 表示 任 给 一 直线 a 上 的 任 一 点 , 则 点 O 〇 把 < 上 所 有 
其 余 的 点 分 成 两 类 ;使 得 a 上 任意 两 点 ,如 果 是 同一 类 的 , 则 它们 在 点 口 
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的 同一 侧 , 如 果 不 是 同一 类 的 , 则 它们 在 点 O 〇 的 不 同 两 侧 . 

定义 3.10 如 果菜 一 集合 的 元 素 A、B、C、… 之 间 存 在 所 谓 “ 在 前 ” 
这 个 本 语 所 表示 的 关系 ,也 记 为 “一 ”, 并 且 满 足 和 条件 : 

Ca) 若 人 A 和 B 是 集合 的 不 同 的 元 素 , 则 或 有 人 A 到 BC(A 在 B 之 前 ), 或 
有 B-<ACB 在 人 A 之前); 

Cb) 如 果 人 AA 一 B 且 B 一 C, 则 有 A 一 CC. 

那么 我 们 就 说 这 个 集合 是 有 序 集 . 关系 “一 ”的 条 件 Ca) 叫做 非 对 称 
性 ,条件 (Pb) 叫做 传递 性 -. 

例如 ,由 全 体 实 数 所 组 成 的 集合 可 以 按 元 素 的 大 小 关系 排 成 有 序 集 
合 , 只 要 让 wu 一 5, 当 且 仅 当 4 < 二 5. 

今 设 〇 是 直线 a 上 的 一 点 , 现 于 以 O 〇 为 公共 原点 的 两 条 半 直 线 中 任 
选 革 一 ,我 们 说 该 半 直 线 上 的 点 人 A 在 点 BB 之 前 , 即 有 A 下 B, 轴 果 AA 是 线 
段 OB 的 点 . 如 此 ,不 难 验 证 定义 3. 10 中 之 非 对 称 性 和 传递 性 均 可 得 到 
满足 . 从 而 每 条 半 直线 上 的 点 的 集合 能 排 成 有 序 集 . 

现 约定 把 有 公共 原点 〇 的 两 条 半 直 线 中 的 茶 一 条 叫做 第 一 条 ,同时 
称 另 一 条 半 直 线 为 第 二 条 . 然后 按 如 下 5 个 条 件 来 定义 整个 直线 上 的 点 
的 顺序 : 

1) 设 A 和 B 是 第 一 条 半 直 线 上 的 两 个 点 ,并 在 第 一 条 半 直 线 上 
B 一 A, 则 在 整个 直线 a 上 仍 有 B 一 A. 

《2) 在 直线 a 上 ,第 一 条 半 直 线 上 的 每 一 点 DD, 都 有 DD 一 O. 

《3) 在 直线 a 上 ,第 一 条 半 直 线 上 的 任 一 点 DD 与 第 二 条 半 直 线 上 任 
一 点 五 ,总 有 呈 -< 下. 

《4) 在 直线 a 上 ,点 O 〇 与 第 二 条 半 直 线 上 每 一 点 五 ,都 有 OO 一 瑟 . 

5) 设 A 和 了 3 是 第 二 条 半 直 线 的 两 点 ,如 果 在 第 二 条 半 直 线 上 A 一 
B, 则 在 直线 a 上 A 一 B. 

同样 地 ,不 难 验 证 ,对 于 直线 a 上 所 有 的 点 , 按 上 述 (1) 一 5) 条 所 
安排 的 顺序 能 满足 非 对 称 性 和 传递 性 ,从 而 能 以 排 成 有 序 集 . 又 苦 将 上 
述 第 一 条 和 第 二 条 半 直 线 的 地 位 相互 调换 ,并 再 使 用 上 述 (1) 一 5)， 则 
可 得 直线 a 的 一 个 新 的 顺序 , 它 与 原先 的 一 个 顺序 正好 相反 . 就 是 说 ,对 
于 第 一 个 顺序 里 的 A 琶 B, 则 在 第 二 个 顺序 中 为 B 琶 A. 故 条 件 (1) 一 
C5) 确定 a .上 的 两 个 相反 的 顺序 ,并 且 易 见 条 件 (1，〉 一 (5) 的 排序 与 O 〇 点 
的 取 法 无 关 . 

定理 3.13 设 A、B、C、D 为 同一 条 直线 a 上 的 四 个 点 ,并 且 B 和 和 C 
都 在 人 .DD 之 间 . 则 要 么 有 CC 在 A、B 之 间 , 要 么 有 CC 在 B.D 之 间 . 两 者 不 
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得 并 立 . 

定理 3.14 平面 < 上任 一 直线 < 将 a 于 不 属于 a 的 点 分 为 两 类 ,使 
得 不 同类 的 任何 两 点 A 和 电位 于 a 的 不 同 两 侧 ,而 同一 类 的 任何 两 点 A 
和 A 在 a 的 同 侧 . 

上 述 几 个 定理 讨论 了 点 在 直线 和 平面 上 之 位 置 的 特性 ,下 述 定 理 
3. 15 则 是 关于 点 在 空间 中 之 位 置 特性 的 一 个 定理 -. 

定理 3.15 每 个 平面 a 把 空间 中 不 在 a 上 的 点 分 成 两 类 ,使 得 不 同 
类 的 任意 两 个 点 A 和 B 在 a 的 异 侧 , 而 同一 类 的 任意 两 个 点 A 和 A 在 
a 的 同 侧 |. 

定理 3.16 (a) 如 果 AB 二 A’B’, 则 可 有 有 AB 二 B'A’,BA 二 A’B 和 
BA 一 了 BA- 这 表示 线段 的 合同 关系 与 决定 线段 的 点 的 顺序 无 关 . 
(b)AB 二 AB , 即 每 个 线段 合同 于 它 自己 . (<) 如 果 AB 二 A'B’, 则 A’B” 
= AB. 即 合 同 关 系 具 有 对 称 性 . (d) 如 果 AB 二 A’B' 且 A'B’ 二 A”B”, 则 
AB == A”B”“. 即 合同 关系 具有 传递 性 . 

定理 3.17 设 A 和 B 是 二 (hh,k) 两 边 上 的 任意 点 , 则 直角 顶 O 〇 出 
发 而 位 于 一 nn:R) 内 部 的 任 一 半 直 线 7 总 与 线段 A 相交 ;反之 ,连接 角 
顶 OO 〇 与 线段 AB 的 任意 点 的 半 直 线 7 总 位 于 一 CARE) 的 内 部 . 

现 设 直线 a 上 有 点 组 人 A,B.C,.…,M,N, 又 直线 a 上 有 点 组 A ’,B”， 
CM JN’ ,如 果 AB = 二 A’B’,AC 二 A'C’,BC 寺 BC’,-:…,MN = 
MN , 则 我 们 就 说 这 两 个 点 组 是 互相 合同 的 . 

定理 3.18 设 A,B,C 和 A’,B’,C’ 各 为 直线 a 和 a 上 的 三 个 点 ,再 
设 AB 二 AB’,AC 二 A'C’,B 在 人 A,C 之 间 ,B 与 C' 在 a 上 位 于 A 的 - 
同 便 , 则 可 得 结论 B 在 A 和 C 之 间 . 

定理 3.19 设 点 组 A 人 A,B,C,-…,MD_,N 与 点 组 ABC AT 人 
是 互相 合同 的 ,又 前 一 个 点 组 的 点 是 这 样 排 列 的 :C,DD,… ,M,N 在 B 的 
同一 侧 , 而 A 在 B 的 另 一 侧 , 又 A,B 在 C 的 同 侧 ,; 而 品 ;-…,M,N 在 CC 的 
另 一 侧 等 等 ,那么 后 一 个 点 组 的 点 必然 对 应 地 排列 为 CD .MT 
在 B’ 的 同一 侧 ,A’ 在 B' 的 男 一 侧 ,A’,B’ 在 C' 的 同 侧 ,而 局 ,RM N 
又 在 C 的 另 一 侧 等 等 . 

实际 上 ,定理 3. 19 是 说 两 个 互相 合同 的 点 组 对 于 点 的 排列 顺序 是 


保 序 的 . 
定义 3.11 如 果 三 角形 ABC 和 ABC 满足 条 件 :AB = A ,BC 
= BC 一 A 二 一 4 一 8 三 一 BC 二 一 CC , 则 称 三 旬 形 ABC 合同 于 


三 角形 ABC ,证 为 人 ABC 三 人 ABC 
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定理 3.20 如 果 对 于 入 ABC 和 人 ABC 有 如 下 的 合同 关系 :AB 
= A’B’,AC=AC,/A=/A, 则 人 和 八 ABC 二 八 A'B’C'. 

定理 3.21 如 果 对 于 人 ABC 和 人 ABC 有 如 下 的 合同 关系 :AB 
二 AB’,/AA=AA,AB= LB,W 八 ABC= 八 A’B’'C.. 

定理 3.22 设 作 ABC 中 有 AAC 二 CB, 则 人 CAB 二 一 CBA. 

定理 3.23 设 h,k,l 分 别 是 平面 a 上 由 点 品 发 出 的 射线 ,hh ,k ,1 分 
别 是 平面 8 上 由 点 OQ 发 出 的 射线 ,又 7 在 二 (hh,k) 内 部 ,L 在 (hh’,k’) 
内 部 ,一 (PP = 一 (PR 一 (CR) = 一 (RD , 则 一 (PR) SE Lh’, 
k’). 

定理 3.24 设 h,k,l 分 别 是 平面 a 上 由 点 O 〇 发 出 的 射线 ,hh ,k’ ,1 分 
别 是 平面 8 上 由 点 O 发 出 的 射线 ,又 k& 在 二 (4,2) 内 部 ,k 在 一 (天 ) 内 
BR RD se LR DD, LR kL) ,NN A RkR) = Lh’,k’). 

定理 3.25 如 果 对 于 人 ABC 和 人 ABC 有 如 下 的 合同 关系 :AB 
二 AB’,AC= AC’,BC== BC , 则 人 ABC = 人 人 ABC. 

定理 3. 20、 定理 3.21 定理 3.25 依 次 称 为 三 角形 合同 的 第 一 、 第 二 、 
第 三 定理 . 

定理 3.26 设 一 (PR) = 一 (PR 和 一 (PR) 二 二 (hn ,RY), 则 
一 (PR = 一 (CR RD) 

定义 3.12 如 果 两 个 角 有 公共 的 顶点 和 一 边 , 而 两 角 其 余 的 边 成 
一 直线 , 则 称 此 二 角 为 邻 补 角 . 如 果 两 个 有 公共 顶点 的 角 的 边 成 对 地 构 
成 直线 , 则 称 此 二 角 为 对 顶 攻 .又 设 任 给 一 个 角 ,如 果 它 的 邻 补 角 与 它 合 
同 , 则 称 为 直角 - 外 

定理 3.27 设 一 (天 ,RE) 兰 一 (Ca RD) ， 则 它们 的 邻 补 角 也 互相 合同 . 

定理 3.28 设 一 (PR) 与 一 (天 RD) 是 对 顶 角 , 则 一 (PR) = 一 (天 RD). 

定理 3.29 所 有 的 直角 都 互相 合同 . 

定理 3.30 任 一 线段 均 可 一 意 地 加 以 平分 , 亦 即 任 给 线段 AB, 则 
在 线段 AB 上 有 唯一 的 点 OC 称 为 中 心 ) ,使 AO 二 OB. 

经 过 引进 三 角形 之 高 .中 线 和 垂 线 等 概念 后 ,有 如 下 一 些 定理 . 

定理 3.31 任意 等 腰 三 角形 的 项 角 的 平分 线 也 是 高 和 中 线 . 

定理 3.32 任意 角 总 可 唯一 地 加 以 平分 . 

定理 3.33 任意 点 到 已 知 直线 上 能 旦 只 能 作 一 条 垂 线 . 

定理 3.34 平面 上 任 一 直线 上 的 任 一 点 能 且 只 能 作 一 条 直线 垂直 
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于 该 直线 . 

定义 3.13 设 AB 和 A 人 A'B’ 是 任 给 的 两 个 线段 ,如 果 在 AB 内 部 有 点 
C, 使 有 AC 二 A’B’, 则 称 AB 大 于 A’B’ 或 A’B 小 于 AB, 记 为 AB 一 
A 或 A’B’ < AB. 

定义 3.14 设 一 (PR) 和 < 一 (PR 为 任 给 的 两 个 角 , 若 有 从 (4,k) 
顶点 出 发 而 位 于 其 内 部 的 半 直 线 ,使 得 二 (有 ,0) 寺 二 Ch ,VW), 则 称 
二 (hk) 大 于 一 GPR) 或 一 CRP 小 于 一 (天天 ). 

定理 3.35 设 AB 和 CD 是 任 给 的 两 个 线段 , 则 三 个 关系 AB 三 
CD.,AB > CD,AB 一 CD 中 有 有 旦 仪 有 一 个 成 立 . 

定理 3.36 若 AB<- 二 A’B’ 是 A’B’<— A’B’,WW AB < A’B’”. 

定理 3.37 如 果 线 段 CD 是 线段 AB 的 一 部 分 , 则 CD 一 AB. 

上 述 关 于 线段 关系 的 定理 3. 35 .定理 3. 36 .定理 3.37 对 于 角 的 关系 
也 都 有 类 似 的 定理 成 立 . 


定理 3.38 三 角形 的 外 角 大 于 任 一 不 相 邻 的 内 角 . 
定理 3.39 任 一 三 角形 至 少 有 两 个 锐角 . 
定理 3.40 在任 一 三 角形 里 ,大 角 对 大 边 , 大 边 对 大 角 . 


定理 3.41 重 线 段 比 斜 线段 短 . 

定理 3.42 三 角形 的 任 一 边 小 于 另外 两 条 边 之 和 ,而 大 于 它们 的 差 . 

定理 3.43 任 一 线段 短 于 任 一 连结 它 的 端点 的 折线 . 

下 文 将 讨论 “移动 ” 这 一 概念 .在 Euclid 那里 ,移动 是 作为 基本 概念 
引进 的 ,而 且 是 在 缺乏 根据 的 情形 下 引进 的 ,然后 再 将 合同 概念 作为 派 
生 概 念 引 进 . 但 在 Hilbert 系统 里 ,如 前 所 知 ,已 将 合同 概念 作为 基本 概 
念 引进 ,而 “移动 ”将 作为 派生 概念 定义 之 . 

今 设 三 和 和 三 为 任 给 的 两 个 点 集 , 并 在 它们 之 闻 建 立 了 一 一 对 应 . 而 
RM 和 六 为 三 的 两 个 点 ,它们 决定 线段 MN ,又 M 和 NN 为 中 与 M 和 
N 相对 应 的 点 ,; 它 决定 线段 MN 我们 特 称 MIN 为 MN 的 对 应 线段 . 

定义 3.15 今 设 点 集 三 与 了 之 闻 一 一 对 应 ,而 县 对 应 线段 总 是 互 
相合 同 的 . 则 称 三 与 是 合同 的 ,或 者 说 点 集 三 和 “的 每 一 个 可 由 男 一 
个 的 移动 丽 得 ,或 者 说 点 集 三 和 王 ' 中 的 一 个 能 重 到 在 另 一 个 上 面 . 而 三 
和 和 三 的 对 应 点 叫做 在 移动 下 重合 的 点 . 

定理 3.44 直线 上 的 点 经 过 移动 , 仍 为 位 于 直线 上 的 点 . 

定理 3.45 平面 上 的 点 集 经 过 移动 , 仍 为 平面 上 的 点 集 . 

定理 3.46 设 A,B,C 是 点 集 上 的 任意 三 个 点 ,而 A',B’,C 是 三 的 
对 应 点 集 ”里 分 别 对 应 于 人 A,B,C 的 点 ,; 则 ABC = 一 ABC 
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定理 3.47 今 设 A,B,C,D 是 点 集 ( 也 称 图 形态 ) 的 四 个 不 在 同一 
平面 的 点 ,A 是 空间 任 一 点 ,a 是 过 A” 的 任 一 直线 ,co 是 过 a 的 任 一 平 
面 , 则 点 集 三 可 经 过 移动 而 使 A 与 A 重合,B 落 在 a 上 ,.C 落 在 ac 上 ,而 
DD 藩 在 a 的 某 一 预先 指定 的 一 侧 . 

定义 3.16 设 图 形 三 合同 于 ,A,B,C, 为 三 中 不 在 一 直线 上 的 三 
点 ,A ,B,C 为 了 中 分 别 对 应 于 人 A,B,C 的 三 点 ,如 果 三 中 位 于 平面 
ABC 上 的 每 个 点 均 与 和 中 的 对 应 点 相 重合 ,而 睛 与 5 中 其 余 各 对 对 应 
点 都 对 称 地 落 在 平面 ABC 的 两 侧 , 并 且 Zz 的 每 一 点 的 位 置 均 由 > 的 对 
应 点 唯一 确定 , 则 称 图 形 三 和 三 和 对 于 平面 ABC 是 对 称 的 . 

完全 类 似 地 ,可 给 出 平面 上 两 个 图 形 对 于 直线 a 是 互相 对 称 的 定 
义 . 并 在 平面 上 对 于 直线 相对 称 , 或 空间 中 对 于 平面 相对 称 的 两 个 图 形 
或 点 集 叫 做 互相 镜面 反射 的 . 

定理 3.48 设 图 形 三 里 不 在 一 直线 上 的 点 A,B,C 与 合同 图 形 瑟 ” 
中 的 对 应 点 八 ,BB’,C’ 重合 ,; 则 要 么 三 的 每 个 点 与 中 的 对 应 点 重合 ,要 
么 三 和 ”对 于 平面 ABC 是 对 称 的 . 

定理 3.49 设 A.B,C 是 图 形 5 的 不 在 一 直线 上 的 三 个 点 ,A 是 A， 
B,C 所 在 平面 上 任 一 点 ,a 为 此 平面 上 过 A“ 的 任 一 直线 , 则 态 可 经 移动 
而 使 A 与 A’ 重合 ,B 落 在 a 上 ,而 C 落 在 a 的 某 一 预先 指定 的 一 侧 . 

定理 3.50 平面 上 图 形 三 的 不 同 两 点 A,B 与 合同 图 形 3 的 对 应 点 
A’,B’ 重合 , 则 要 人 么 太 的 每 个 点 与 里 的 对 应 点 重合 ,要 么 三 与 对 于 
直线 AB 是 互相 镜面 反射 的 . 

我 们 也 可 把 整个 空间 所 有 的 点 组 成 的 点 集 0 与 平面 上 所 有 的 点 组 
成 的 点 集 o 都 当 作 图 形 ,而 图 形 的 移动 概念 当然 也 适用 于 2 和. 

定义 3.17 图 形 ( 包 括 品 和 om) 的 移动 ,如 果 共 中 某 一 点 留 在 原来 的 
位 置 不 动 , 则 称 为 绕 着 点 O 〇 的 旋转 ,并 称 O 〇 为 旋转 中 心 . 

定义 3.18 图 形 的 移动 CQ 和 也 一 样 ), 如果 图 形 中 在 某 直 线 a 上 的 
点 都 留 在 原来 的 位 置 , 则 该 移动 叫做 绕 着 直线 a 的 旋转 ,a 称 为 旋转 轴 . 

定义 3.19 如果 图 形 ‘( 包 括 Q 和 ww) 的 移动 满足 如 下 三 个 条 件 :(a) 
图 形 中 在 直线 a 上 的 点 经 过 移动 后 还 在 直线 a 上 ,(b)a 是 过 a 的 任 一 平 
面 , 图 形 中 在 a 上 的 点 经 移动 仍 在 a 上 ,并 且 在 a 的 原来 一 侧 ,(c) 图 形 中 
不 在 a 上 的 点 经 移动 后 仍 在 a 的 原来 一 侧 . 那么 ,我 们 称 这 个 移动 为 沿 着 
直线 a 的 直 移 . 

定义 3.20 设 M 为 图 形 三 的 任意 点 ,如 果 第 一 个 移动 将 M 变 为 它 
的 对 应 点 MI ,接着 第 二 个 移动 又 把 M 蛮 为 它 的 对 应 点 KM, 那么 可 以 认 
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为 存在 变换 使 得 三 的 M 变 为 KM, 特 称 这 样 的 变换 为 移动 的 乘积 . 

定理 3.51 两 个 移动 的 蒋 积 仍 是 一 个 移动 . 

定理 3.51 具有 重要 地 位 , 它 所 说 明 的 性 质 称 为 移动 的 可 群 性 .有 了 
移动 的 可 和 群 性 ,就 能 考虑 将 菜 个 移动 化 为 一 些 简 单 移动 的 乘积 . 

定理 3.S2 任何 一 个 移动 都 能 表示 为 直 移 和 旋转 的 乘积 . 

前 文 已 在 前 三 组 公理 的 基础 上 建立 了 线段 的 可 比较 性 由 ,正文 将 在 
前 四 组 公理 的 基础 上 建立 线段 的 测量 理论 . 为 之 ,首先 要 建立 关于 线段 
长 度 的 概念 . 

定义 3.21i 如 果 对 应 于 每 个 线段 的 正 数 满足 如 下 三 个 条 件 :(a) 设 
与 任意 两 个 线段 AB ,CD 依次 对 应 的 正 数 是 a 和 5, 则 当 AB 寺 CD 时 , 必 
有 44 一 5b;《b) 设 B 是 线段 AC 的 点 ,并 且 与 线段 AB ,BC,AC 依次 对 应 的 
正 数 是 a,b,c,; 则 有 cc 一 a 十 5b;(c) 正 数 1 对 应 于 某 个 线段 OO . 如此, 我们 
就 把 对 应 于 线段 的 正 数 称 为 线段 的 长 度 . 且 把 对 应 于 正 数 1 的 线段 称 为 
线性 单位 或 测量 长 度 的 单位 . 

然而 问题 在 于 定义 3. 21 中 的 与 每 个 线段 相对 应 且 满 足 诸 条 件 的 正 
数 是 否 存 在 ?如 果 存 在 ,又 是 否 唯 一 ?对 此 ,下 述 定 理 将 从 正面 作出 肯定 
的 回答 . 

定理 3.53 线段 的 长 度 存 在 县 唯一 , 亦 即 对 于 任 一 线段 AB ,在 选 
定 森 一 线段 作为 线性 单位 后 , 必 有 唯一 确定 的 下 实数 a 作为 AB 的 长 度 . 

现在 反 过 来 ,对 于 任 一 正 实数 a 盖 0, 是 否 总 有 长 度 为 ax 的 线段 存在 
呢 ? 下 述 定 理 对 此 作出 肯定 的 回答 . 

定理 3.54 在 线性 单位 选 定 后 ,对 于 任 一 正 实数 a 汪 > 0,; 必 有 一 线 
段 AB ,其 长 度 鸭 a. 

定理 3.55 任 给 一 线段 AB 和 任 取 一 正 整 数 n, 则 在 AB 中 总 存在 
着 将 AB 等 分 为 n 等 分 的 那些 点 . 

现 类 似 于 线段 长 度 的 讨论 ,引进 关于 角 的 角度 概念 :. 

定义 3.22 如果 对 应 于 每 个 和 角 的 正 数 满足 如 下 三 个 条 件 :(a) 等 角 
对 应 于 相等 的 数 ; Cb) 设 射线 上 过 一 (PE) 的 顶点 且 位 于 其 内 部 ,又 与 
二 ,DD ,二 Ck) 和 一 Ch,k) 依次 对 应 的 正 数 是 a、B8、Y; 则 必 有 a 十 8B 二 7; 
Cc》 正 数 1 对 应 于 某 个 角 一 (OO,DD). 如 此 ;我 们 就 把 对 应 于 角 的 正 数 称 
为 角 的 角度 . 且 把 取 为 对 应 于 正 数 1 的 角 一 (OO,O) 称 为 单位 角 或 角度 
的 单位 . 


人 前述 定理 3. 35 确立 了 线段 比较 的 所 请 三 分 律 . 
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定理 3.56 设 在 取 定 了 单位 角 以 后 之 直角 的 角度 为 a, 则 对 大 于 0 
而 小 于 2a 的 任何 数 B, 总 有 角度 为 8 的 角 存 在 且 唯 一 确定 . 

定理 3.57 任 给 一 个 角 一 CA,R) 和 任 取 一 正 整 数 7”, 则 总 有 过 一 (六 ， 
R) 之 顶点 , 且 位 于 它 内 部 的 ,将 二 (hk) 等 分 为 于 个 相等 部 分 的 射线 . 

有 了 以 上 的 讨论 :我 们 就 能 在 直线 .平面 和 空间 建立 坐标 系统 . 众 所 
周知 的 坐标 系统 就 是 Descartes 坐标 系统 . 

定理 3.58 对 于 任何 实数 工 ' 在 取 定 了 坐标 原点 和 线性 单位 的 直线 
2 上 .有 且 仅 有 一 个 点 M, 其 坐标 为 z. 

在 直线 上 一 且 建 立 了 坐标 系统 后 , 便 可 证 明 下 述 命 题 为 真 . 

定理 3.59 由 直线 上 一 切 点 构成 的 有 序 集合 与 全 体 实数 组 成 的 有 
序 集合 之 间 , 可 以 建立 起 保 序 的 一 一 对 应 关系 . 

通常 ,大 家 把 定理 3. 59 中 所 揭示 的 那个 关于 直线 的 性 质 称 为 连续 
性 ,而 证 明定 理 3.59 的 根本 基础 在 于 公理 人 W! 和 V1, 因而 第 四 组 公理 又 
叫做 连续 公理 . 

在 这 里 ,我 们 还 要 指出 ,在 Hilbert 的 Euclid 几何 公理 系统 中 ,第 四 
组 连续 公理 有 一 个 重要 的 等 价 命 题 , 即 所 谓 关 于 直线 上 所 有 点 的 
Dedekind 害 切 原理 . 现 叙 述 如 下 . 

如 所 知 , 在 古典 实数 论 中 ,关于 全 体 实数 的 Dedekind 割 切 原理 是 很 
著名 的 . 该 原理 被 陈述 为 : 

若 将 全 体 实 数 分 成 两 类 ,使 得 CA) 任 一 实数 工 在 且 只 在 一 个 类 里 ， 
并 且 每 一 类 都 是 非 空 的 ;(B) 第 一 类 的 每 个 实数 都 小 于 第 二 类 的 每 个 实 
数 . 如 此 ,我 们 结论 :要 么 第 一 类 中 有 一 个 最 大 的 实数 C, 要 么 第 二 类 中 
有 一 个 最 小 的 实数 C. 

由 定理 3. 59 和 实数 的 Dedekind 制 | 切 原 理 , 可 直接 推 知 下 述 关 于 直 
线 上 所 有 点 的 Dedekind 割 切 原理 为 真 . 

若 将 某 直 线 上 所 有 的 点 分 成 两 类 ,使 得 CA) 该 直线 上 任何 一 点 六 
在 且 只 在 一 个 类 里 ,并 且 每 一 类 都 是 非 空 的 ;(B') 第 一 类 的 每 个 点 都 在 
第 二 类 的 每 个 点 的 前 面 . 如 此 ,我 们 结论 :要 么 第 一 类 中 有 末 元 m* 《有 即 对 
第 一 类 中 之 任何 点 za: 总 有 和 到 加) 要 人 女 在 第 二 类 中 有 首 元 mm ( 即 对 
第 二 类 中 任何 点 mr; 总 有 mm” 王 m)， 

读者 若 有 兴趣 研究 ,如何 由 第 一 、 二 .三 组 公理 和 直线 上 全 体 点 的 
Dedekind 割 切 原 理 推出 连续 公理 NW, 与 WY;, 可 查阅 文献 [5j] 之 1.2 节 的 
相关 内 容 . 在 那里 ,还 有 关于 长 度 、 和 角度 之 存在 性 与 唯一 性 的 仔细 讨论 ， 
以 及 如 何 建 立 Descartes 坐标 系统 等 内 容 . 
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设 有 一 半径 汶 r 的 圆 , 则 称 与 圆心 O 的 距离 小 于 > 的 点 为 图 内 部 的 
点 :与 圆心 的 距离 大 于 -的 点 为 图 外 部 的 点 ,又 与 图 心 的 距离 等 于 ;的 点 

定理 3.60 任 给 一 半径 为 ”的 加 ,在 此 圆周 所 在 平面 上 有 一 直线 a 
通过 圆 内 部 的 点 , 则 4a 与 此 圆 的 圆周 有 两 个 交点 . 

定理 3.61 对 于 平面 a 上 的 直线 a,5,c, 如 果 c 与 a,5b 相 交 并 有 相等 
的 内 错 角 , 则 a 和 2 是 平行 的 . 

定理 3. 62 对 于 平面 a 上 的 直线 ao,c, 如 果 a 和 8 同时 垂直 于 <， 
则 < 与 5 平行 . 

定理 3.63 平面 上 已 知 直线 外 的 任 一 点 ,至 少 可 以 引 一 直线 平行 
于 该 已 知 直 线 . 

定理 3. 63 是 Hilbert 的 Euclid 系统 里 的 平行 线 存 在 性 定理 . 但 迄 至 
目前 为 止 , 尚 未 使 用 过 平行 公理 V, 因 而 所 述 定 理 都 在 绝对 几何 系统 中 ， 
并 为 下 uclid 几何 系统 与 JIoG6aucBpcrn 几何 系统 所 共有 .下 文 所 列 定理 则 
为 Euclid 几何 系统 所 仅 有 . 

定理 3.64 逆 面 上 的 两 条 平行 线 与 第 三 条 直线 相交 , 则 所 得 内 错 
角 相等 . 

定理 3. 64 为 定理 3. 61 的 道 定理 ,其 证 明 过 程 中 要 用 到 平行 公理 V . 

定理 3.65 任意 去 角形 的 内 和 角 和 等 于 两 直角 , 即 》)(A) 一 2d. 

在 Hilbert 的 Euclid 几何 系统 里 ,任何 命题 的 证 明 都 有 根据 ,而 不 再 
依赖 于 图 形 直 观 这 一 事实 ,至 此 已 经 充分 显示 . 


1. 4 JIo6adeBcgH 赴 几何 公理 系统 


我 们 在 1.2 节 中 曾 已 论 及 JIo6auesckxkn 创 立 提 Euclid 几何 的 思想 与 
信念 ,还 述 及 所 谓 罗 氏 公 设 等 等 . 通过 1. 3 节 关 于 Hilbert-Euclid 几何 公 
理 系 统 的 陈述 和 讨论 ,让 我 们 在 这 里 正规 地 讨论 和 陈述 罗氏 公设 和 
JIo6avreBcKH 首 几何 公理 系统 . 我 们 把 前 文 所 述 之 罗氏 公设 正规 地 叫做 
JIo6adeBcrn 平行 公理 ,并 重新 陈述 如 下 : 

V (JIoG6auencrni 平行 公理 ) 过 平面 上 任 一 已 知 直 线 外 的 一 点 ,至 
少 能 引 两 条 直线 与 该 已 知 直线 永 不 相交 . 

如 此 ,JIo6aaescrz 站 平行 公理 V 与 Euclid 平行 公理 正好 相反 . 又 
JIo6aueBcKH 站 几何 公理 系统 由 绝对 几何 的 四 组 公理 C 即 Hilbert 的 Euclid 
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几何 公理 系统 中 的 第 一 .二 三、 四 组 公理 〉 外 加 十 述 公理 六 构成. 其 基 
本 结构 如 下 表 所 示 : 
基本 元 素 ( 点 、 直 线 、 平 面 》 
结合 关系 
基本 概念 :< 
基本 关系 4 顺序 关系 
合同 关系 


结合 公理 CT 一 Ts) 
顺序 公理 CC I~ 工 ) 
公 理 4 合 间 公 理 CIT' ~ 看 :》 
续 公 理 CIV 一 IV;) 

平行 公理 CV) 

首先 应 该 指出 ， 几 是 绝对 几何 系统 中 的 定义 、 概 念 和 定理 在 
JIo6aueBcKr 站 8 几何 系统 中 全 部 生效 由 ,因而 1.3 节 中 所 列 之 前 面 63 个 定 
理 ,在 JIo6aueeBcrxr 站 几何 系统 中 全 部 成 立 , 因 为 对 这 些 定理 的 证 明 都 不 
涉及 Euclid 平行 公理 . 

现在 ,让 我 们 有 逻辑 地 依次 陈述 涉及 公理 VY 的 概念 和 定理 ,因而 它们 
仪 沪 JIoGauescKxu 六 几何 系统 所 上 基 有 ;有 芭 均 非 Euclid 几何 学 的 定理 . 又 限于 
本 书 的 篇 幅 和 人 性质, 除 个 别 定理 外 都 不 子 推演 和 论证 . 

定理 4.1 对 于 平面 a 上 二 不 相交 直线 和 第 三 直线 毕 相 交 时 ,形成 
的 内 错 角 可 以 不 相等 . 

定理 4.2 >i(A) < 一 2d.S < 一 1LZ 一 dc 

定理 4.3 任何 四 角形 的 内 角 和 小 于 4d. 

定理 4.4 在 锐角 的 一 条 边 上 上 ,并非 任 一 点 引 它 的 稚 线 总 与 田 一 边 
有 交点 . 

定理 4.5 平面 c 上 不 存在 这 样 的 点 A 和 不 通过 A 的 直线 au, 能 使 
得 过 A 在 a 上 只 能 引 一 条 直线 与 a 不 相交 . 

定理 4.6 过 平面 上 已 知 直 线 a 外 一 点 A ,能 在 该 平面 上 引 无 穷 多 
条 直线 与 a 不 相交 . 

证 明 ”如 图 4.1 所 示 , 点 A 是 直线 a 外 的 一 点 .由 立 知 过 A 至 少 可 


”这 里 要 注意 ,Euclid 几何 中 关于 平行 线 的 定义 和 存在 性 , 在 绝对 几何 系统 申 即 已 给 出 ,但 是 Euclid 
与 JIo6adegcku 放 两 个 几何 系统 中 ,关于 已 知 直线 之 平行 线 概念 是 不 一 样 的 ,下 文 会 论 及 . 因此 ,在 那些 涉及 平 
行 线 概念 的 定理 的 陈述 中 ,要 区 别 其 中 不 同 含义 . 如 果 不 怕 麻 烦 , 就 避免 使 用 Euclid 意义 下 平行 线 这 个 词 ,而 
一 概 说 成 同一 平面 内 两 条 直线 无 公共 点 或 不 相交 之 类 有 即 可 . 
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引 两 条 直线 ai 与 a; 均 与 a 不 相交 .a 将 平面 分 为 两 侧 , 因 4 与 ai 无 公共 
点 : 故 4 在 a 的 某 一 侧 ,ai 与 a: 交 于 A, 故 a: 电信 决定 的 两 条 半 直 线 分 
别 落 在 a 的 两 侧 , 今 于 a: 上 与 a 处 在 a 异 侧 的 半 直 线 上 取 一 点 B:, 故 B， 
与 a 处 在 al 的 异 侧 . 又 在 ea 上 取 一 点 BB, 故 BB 与 Bi 在 ai 的 异 侧 . 故 线段 
BB; 与 al 必 有 一 交点 , 记 为 Bl. 又 M 为 线段 B1B; 的 任意 点 ,现在 我 们 断 
言 直线 AM 与 a 没有 公共 点 .否则 , 设 AM 在 A 到 M 那个 方向 与 a 相交 
于 点 C. 则 考虑 三 角形 MBC 和 直线 4;,; 因 直线 4a 与 人 MBC 的 MB 边 交 
于 Bi,; 友 由 了 , 知 应 与 BC 相交 ( 因 与 直线 AM 已 有 一 交点 入 , 故 不 
会 再 与 MC 有 交点 ), 即 ai 与 4 有 公共 点 ,这 与 原 设 相 政 盾 . 同 理 可 证 直 
线 AM 由 M 到 A 的 方向 也 不 会 与 a 相交 . 故 直 线 AM 与 a 不 相交 . 而 线 
段 BiB: 上 有 无 穷 多 个 象 M 那样 的 点 ,实际 上 ,我 们 已 经 证 明了 几 是 过 A 
而 位 于 aas 所 组 成 的 一 对 对 顶 角 内 部 的 任 一 直线 均 与 a 不 相交 . [] 


图 4.1 

上 文 的 一 个 注释 中 指出 ,Euclid 与 JIo6aueBcrni 两 个 几何 系统 中 对 
于 已 知 直 线 的 平行 线 概念 有 所 不 同 . 现在 我 们 可 以 转向 JIo6aueBckx4 六 系 
统 中 关于 平行 线 概念 的 讨论 . 如 图 4.2 所 示 ,A 为 已 知 直线 a 外 的 一 点 ， 
AD 垂直 于 a ,我们 说 直线 AD 将 平面 分 为 左 、 右 两 个 半 平 面 ,a 将 平面 分 
为 上 、 下 二 平面 ,而 点 A 在 上 半 平 面 ,过 A 引 直 线 a 使 之 与 AD 相 垂 直 ， 
由 定理 3.62 知 a 与 a 在 Euclid 意 义 下 相 平 行 , 即 永 不 相交 . 另 一 方面 ,由 
定理 4.6 知 , 过 点 A 还 存在 着 无 穷 多 条 异 于 a 的 直线 也 与 a 没有 公共 
点 ,在 这 无 穷 多 条 直线 中 的 任何 一 条 位 于 右 半 平 面 内 的 半 直 线 与 半 直 线 
AD 构成 的 人 a 不 等 于 ad, 这 种 角 的 最 大 下 界 记 六 和 ae" ,人 a” 的 一 边 是 
AD , 另 一 条 边 记 为 aa 与 < 没有 公共 点 ,否则 ，, 若 设 ai 与 相交 于 书 点 ， 
则 可 在 a 上 位 于 点 PP 的 右 侧 再 取 一 点 M ,连结 人 A 和 M, 则 一 方面 ; 按 过 a* 
作为 上 述 /a 的 最 大 下 界 , 应 有 一 a” 二 二 DAM; 另 一 方面 ,又 有 一 ao” 一 
一 DAP 一 一 DAM ,六 慎 . 故 < 与 4 无 公共 点 .又 易 见 0 一 一 ac 一 d. 同 
样 的 讨论 适用 于 左 半 平面 的 情形 .并 得 对 称 于 a 且 过 A 的 直线 aas* 也 
与 a 不 相交 . 特 称 为 在 界限 直线 ,a: 为 左 界线 直线 . 既然 ai: 与 az: 是 过 从 
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和 且 不 与 a 相交 的 二 直线 ; 则 由 定理 4.6 及 其 证 明 过 程 可 知 ,; 几 过 A 和 且 位 于 
万 点 所 不 在 的 那 双 对 顶 角 内 部 的 直线 , 尼 不 与 w 相交 ,过 A 而 位 于 另外 
一 双 对 顶 角 内 部 的 直线 均 与 a 相交 . 


图 4.2 

在 平面 a 上 已 知 直 线 &a 和 a 外 一 点 人 和 A, 过 点 A 的 所 有 直线 可 分 为 两 
类 ;一 类 是 与 a 相交 的 ; 另 一 类 是 与 a 不 相交 的 . 而 上 述 左 、 右 界限 直线 应 
当归 属 在 与 a 不 相交 的 那 一 类 ,并 且 它 们 又 是 两 类 直线 中 的 分 界 直 线 . 
JIo6aaeBcKn 站 就 把 这 两 条 界限 直线 命名 为 直线 a 的 过 点 A 的 平行 线 . 且 
称 右 界限 直线 为 已 知 直线 的 右 向 平行 线 , 而 左 界限 直线 为 其 左 向 平行 
线 . 除 了 这 两 条 平行 线 之 外 ;一 切 其 余 的 过 A 而 与 a 不 相交 的 直线 叫做 
己 知 直线 的 离散 直线 . 至 此 ,已 足见 .Jo6adueBcKH 站 意义 下 的 平行 线 概 念 : 
不 同 于 Euclid 意义 下 的 平行 线 定 义 . 最 后 ,我 们 还 得 用 定义 的 形式 将 所 
讨论 之 JIo5auescxn 意义 下 的 平行 线 概念 陈述 之 . 

定义 4.1 设 有 平面 a 上 一 已 知 直线 a 和 a 外 一 点 人 ,区 表 示 过 点 A 
的 所 有 与 a 不 相交 的 直线 构成 的 集合 ,而 a 为 避 中 的 一 条 界限 直线 , 则 
称 a 为 a 的 过 点 A 的 平行 线 . 如 果 a 是 右 界限 直线 , 则 称 a 为 a 的 过 AA 
的 右 向 平行 线 , 又 若 a 为 左 界 限 直 线 , 则 称 a’ 为 a 的 过 A 的 左 向 平行 线 . 

在 上 述 平行 线 定 义 之 下 ,自然 会 产生 一 系列 提问 ,诸如 对 于 直线 a 
的 一 条 平行 线 a ,是 否 与 a 通过 a 上 的 某 一 点 的 特殊 位 置 相关 ?平行 线 
概念 有 无 相互 性 和 传递 性 ?如 此 等 等 . 这 些 问题 将 会 通过 下 文 列 出 的 一 
些 定 理 得 到 回答 . 

定理 4.7 设 平 而 a 上 任 给 一 已 知 直 线 a 和 a 外 一 点 A, 而 直线 a 为 
a 的 过 点 A 的 右 向 ( 左 向 ) 平行 线 ,而 瑟 为 a' 上 异 于 A 的 任 一 点 , 则 a 也 
是 a 的 过 忆 点 的 右 向 ( 左 向 ) 平行 线 . 亦 即 a 的 右 向 ( 左 向 ) 平行 线 a 与 a” 
通过 wa” 上 某 一 点 的 特殊 位 置 无 关 . 

定理 4.8 设 直线 a 是 直线 a 的 一 个 确定 的 方向 上 的 平行 线 , 则 a 
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也 是 a' 在 同一 个 方向 上 的 平行 线 . 

定理 4.9 在 平面 a 上 任 给 二 直线 a 和 a , 今 由 a ” 上 的 一 点 口 作 上 a 
的 垂 线 , 垂 足 为 也, 又 设 u 与 射线 OD 所 构成 之 邻 补 角 互 不 相等 ,对 于 as 
上 的 点 M 滞 着 项 O 的 钝 角 所 在 一 侧 变 动 , 若 将 线段 OM 之 长 记 为 工 ,把 
由 M 到 a 上 的 垂直 距离 记 为 f(x) (此 fCx) 是 以 + 为 自 变 量 的 函数 ) ,我 
们 断言 : AKCz) 是 一 个 无 上 界 的 单调 上 升 且 连续 的 函数 . 

定理 4.10 任 给 一 角 过 (hh,k) ,x 为 其 边 h 上任 一 点 到 角 顶 的 距离 ， 
而 该 点 到 另 一 边 &k 上 的 垂直 距离 记 为 f(x), 则 f(x) 为 一 无 界 的 .单调 上 
升 的 连续 函数 . 

定义 4.2 设 直线 “在 某 一 确定 的 方向 平行 于 直线 5,O 为 ww 所 在 
平面 上 的 一 点 ,如 果 O 〇 到 a 与 5 的 垂直 上 距离 (简称 距离 ) 相等 , 则 称 连结 两 
三 足 的 直线 为 和 465 的 等 倾 制 线 . 

利用 定理 4. 10 不 难 证 明 等 贷 割 线 的 存在 性 ,并 且 易 证 下 述 定理 为 真 . 

定理 4.11 设 直 线 a 在 某 一 确定 的 方向 平行 于 直线 5, 则 直线 /1 是 
a .5 之 等 倾 割 线 的 充 要 条 件 是 :! 各 与 a.5 在 确定 的 方向 组 成 相等 的 同 侧 
内 角 . 

定理 4.12 设 平 而 a 上 直线 a 和 65 在 同一 个 方向 平行 于 直线 <; 则 a 
和 5 也 在 同一 个 方向 互相 平行 . 

定理 4.13 设 4 和 6 为 平面 a 上 某 一 确定 的 方向 互相 平行 的 两 条 直 
线 . 则 a 和 8 在 平行 的 那个 方向 光 限 地 接近 ,而 在 反方 向 是 无 限 地 远离 . 

定理 4. 14 ”如果 平面 a 上 二 直线 a 和 2 同时 垂直 于 第 三 条 直线 c<, 则 
2 和 是 离散 的 . - 

定理 4.15 如 果 平 面 a 上 二 直线 a 和 6 与 第 三 条 直线 c 相交 成 相等 
的 同位 角 或 相等 的 内 错 角 , 则 a 和 w 是 离散 的 . 

定理 4.16 设 a 和 5 为 平面 a 上 互相 离散 的 两 条 直线 , 则 < 和 46 在 
左 、 右 两 个 方向 上 都 是 无 限 地 远离 的 . 

定理 4.17 和 平面 a 上 二 直线 a 和 和 6 互相 离散 的 充分 必要 条 件 是 a 和 
有 一 条 公 垂 线 . @ 

现在 ,我 们 要 引进 Jiogaucacrxr 直 意义 下 的 所 谓 平行 距 和 平行 角 的 概 
念 ,并 进一步 明示 其 闻 的 性 质 和 关系 . 

定义 4.3 ” 设 A 为 平面 a 上 已 知 直线 4 外 的 一 点 ,a 与 as 各 为 a 的 


QD 在 平面 a 上 之 二 直线 a 和 5, 若 第 三 条 直线 c 同时 垂直 于 和 6, 则 称 c 为 a 和 6。 的 公 垂 线 , 读 者 可 
自行 证 明 平 面 上 任 二 直线 ,至 多 只 有 一 条 公 垂 线 . 此 等 情况 也 与 Euclid 几何 中 的 相关 情况 大 异 其 趣 . 
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过 点 A 的 左 向 与 右 向 平行 线 , 过 点 A 作 4 的 年 线 , 垂 足 为 万 , 则 射线 AD 
与 Qi 或 a: 所 构成 的 锐角 称 为 点 A 对 十 直线 wu 的 半 行 角 , 记 为 一 w, 而 线 
段 AD 之 长 ,; 即 A 到 4 的 距离 ,又 称 为 相应 于 平行 角 一 o 的 点 A 对 直线 a 
的 平行 距 , 记 为 xz. 

定理 4.18 两 个 平行 角 相 等 的 充分 必要 条 件 是 它们 所 相应 的 两 个 
平行 距 相 等 . 

由 定理 4.18 可知, 平行 角 所定 于 其 相应 的 平行 距 , 反 之 ,平行 距 也 
由 其 平 行人 角 完 全 决定 ,平行 角 将 随 其 相应 的 平行 距 的 变化 而 变化 . 因 之 ， 
JIogauescKn 首 用 记号 o 一 rz) 来 表示 平行 角 一 o 与 其 相应 的 平行 距 二 之 
间 ] 的 纯 数 关系 ,人 们 称 之 为 JIo6ayeBcknB 陋 数 . 

定理 4. 19 ”JIo6aueBcKH 站 本数 单调 递减 . 

定理 4.20 任 给 一 个 锐角 一 o: 必 存在 一 长 度 为 工 的 线段 ,使 得 一 
一 x(x). 即 任 何 锐角 都 是 一 个 平行 角 . 

定理 4. 20 表明 JJIo6aaueBcKkr 首 本 数 CCz) 之 值 域 (< 记 为 ran x(x)) 为 集合 


{a | DO < ea < 三 区},， 又 由 定理 4.19 知 xCx) 是 其 定义 域 C 记 为 dom rcCz)) 上 


的 单调 函数 . 故 由 微 积分 的 知识 可 知 rCzr) 是 dom rz) 一 (人 | 并 盖 0) 一 
C0, 一 oo) 上 的 连续 函数 . 综 上 几 个 相关 定理 的 讨论 , 便 可 概括 陈述 如 下 的 
定理 . 

定理 4.21 JIo6auescknii 图 数 是 (0, 十 co) 上 的 单调 递减 的 连续 函 


数 . 并 且 当 x 一 0 时 ,AxCx) 一 也 ;而 当 工 一 品 时 ,r(x) 一 0. 亦 即 平行 距 


工 和 平行 角 人 w 一 x(x) 之 间 有 关系 :limrCzr) 一 哆 和 limx(x) 一 0. 


定理 4.21 是 一 条 意义 重大 的 定理 . 因为 它 揭 示 了 Euclid 几何 与 
JIo6aueBcKH 站 几何 的 一 种 关系 . 那 就 是 Euclid 几何 所 刻画 的 空间 结构 , 萎 
是 JIogaseBckH 站 几何 所 规定 的 空间 结构 在 其 平行 距 趋 向 于 0 时 的 一 种 极 
限 状 况 . 或 者 非 数 学 语言 地 说 ,宏观 的 宇宙 空间 结构 更 接近 JIo6ayeBcxkni 
几何 系统 的 空间 结构 ,而 微观 的 常识 空间 结构 才 几 平 是 Euclid 几何 系统 
的 空间 结构 . 据说 Gauss 曾 测 量 三 大 城市 所 围 成 之 三 角形 的 内 角 和 , 借 
以 验证 他 的 发 再 ,结果 大 失 所 望 ,因为 所 获 结 果 依 然 是 》 了 (A 人) 一 2d. 而 


今 人 们 测 芷 宇宙 空间 三 大 恒星 所 围 成 之 三 角形 之 内 和 角 和 时 , 却 能 获 结 果 


QD 至 于 平行 角 人 w 必 为 锐角 一 事 , 已 于 前 文 讨论 JIodaveBckHi 平行 线 概念 的 过 程 中 明确 . 


-un 数学 与 无 究 观 的 逻辑 基础 


et 


29 


了) cA) 一 24, 为 什么 ?读者 不 妨 以 定理 4. 21 为 根据 去 议论 或 解释 . 

下 文 所 列 的 若干 定理 ,将 表明 JIodauencrw 几何 学 中 的 一 些 有 趣 的 
性 质 . 

定理 4.22 设 a 和 4 为 两 条 互相 离散 的 直线 , 则 其 中 任 一 直线 上 各 
点 到 另 一 直线 上 的 投影 ,只 能 填 满 其 上 的 一 个 有 限 线段 . 

基于 定理 4.22 ,我们 可 以 得 到 一 个 貌似 “四 角形 ”的 图 形 . 如 图 4. 3 
所 示 ,其 四 * 边 ”及 其 "对 角 线 ”都 在 箭头 所 示 的 方向 互相 平行 . 不 仅 如 
此 ,还 可 进一步 证 明 , 在 JIoG6asepckH 站 平面 上 ,并 非 过 锐角 内 部 的 任何 
点 ,总 可 引 直线 使 之 与 该 角 两 边 同时 相交 . 


图 4. 3 

定理 4.23 三 角形 两 边 中 点 的 连 线 必 与 第 三 边 所 在 直线 互相 离 
散 , 并 且 人 它们 之 唯一 傅 定 的 公 玲 线 必定 通过 第 二 边 的 中 点 . 

定理 4.24 设 A,B,C 三 点 共 线 ,DD 为 该 直线 外 的 一 点 ,又 A’,B’,C 
依次 表示 线段 DA ,DB ,DPC 之 中 点 ; 则 A’,B’,C 三 点 必 不 能 在 一 直线 上 . 

下 文 我 们 将 刻画 JIoGauepcrrH 站 空间 里 直线 和 平面 之 间 的 一 些 基 本 
关系 . 因而 不 时 会 涉及 一 些 属于 绝对 几何 系统 中 的 立体 几何 的 概念 或 定 
理 . 当然 ,其 中 的 一 部 分 已 在 1.3 节 列 出 ;但 也 会 有 一 些 要 用 到 的 命题 和 
概念 迄 未 写 出 ,诸如 “过 空间 一 点 能 且 只 能 引 一 直线 垂直 于 已 知 平面 ”， 
“两 个 半 平 面 , 有 公共 的 边界 直线 而 不 在 一 个 平面 上 ,它们 组 成 一 个 二 面 
角 ,组 成 二 面 角 的 半 平 面 叫做 它们 的 界面 ,它们 的 公共 直线 叫做 梭 ”, 如 
此 等 等 . 但 这 些 定义 或 定理 均 可 在 中 学 的 立体 几何 教材 中 查 到 ,在 此 不 
一 一 列举 了 .只 是 在 行文 中 作 “ 根 据 空 间 绝 对 几何 知识 ”一 类 声明 ,并 用 
记号 CAG) 简 记 之 . 

定义 4.4 如 果 空 间 二 直线 < 和 5 在 同一 平面 c 上 ,并 且 < 和 2 在 = 
上 互相 平行 (离散 ) ,就 说 a 和 5 在 空间 互相 平行 (离散 ). 

定义 4.5 若 直 线 a 在 确定 的 方向 平行 于 其 在 平面 a 上 的 射影 ( 见 
AG》 的 话 , 则 说 a 在 该 确定 的 方向 平行 于 ;又 车 a 与 其 在 a 上 的 射影 互 
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相 离散 的 话 , 则 说 a 与 « 是 互相 离散 的 . 

定理 4.25 如果 直线 a 与 平面 a 在 确定 的 方向 上 互相 平行 , 则 a 与 
a 在 平行 的 方向 上 无 限 接近 ,而 在 相反 的 方向 上 无 限 远 离 . 

定理 4.26 直线 a 和 平面 a 互相 离散 , 当 且 仪 当 a 和 a 有 一 条 公 稚 线 . 

定理 4.27 设 空间 一 直线 和 和 关 互 相 平行 ,又 平面 w 和 有 分 别 通 过 < 和 
bp, 又 a 和 B 交 于 直线 c, 则 c 也 在 < 和 5 的 平行 方向 分 别 平行 于 a 和 6. 

定理 4.28 设 空 间 二 直线 a 和 2 平行 :C 为 空间 一 点 , 则 过 点 C 有 且 
只 有 一 直线 < 在 “和 的 平行 方向 同时 平行 于 a 各 

定理 4.29 设 直线 x 和 bb 在 同一 个 方向 分 别 与 第 三 条 直线 c 平行 ， 
则 a 和 5 也 在 该 方向 互相 平行 . 

定理 4.30 设 直线 a 和 平面 a 上 一 直线 b 在 确定 的 方向 平行 , 则 a 
在 同一 个 平行 方向 与 a 平行 . 

定理 4.31 空间 二 平面 相交 的 充分 必要 条 件 是 过 其 中 一 平面 上 任 
一 点 ,总 可 引 两 条 直线 ,使 之 各 在 确定 的 方向 平行 于 另 一 平面 . 

定义 4.6 对 于 空间 的 两 个 不 同 的 平面 而 言 ,如 果 过 其 中 之 一 平面 
上 的 某 一 点 ,能 且 只 能 在 该 平面 上 引 一 条 直线 平行 于 另 一 个 平面 , 则 称 
这 两 个 平面 互相 平行 . 

定理 4.32 如 果 空 间 二 平面 互相 平行 , 则 过 其 中 任 一 平面 上 之 任 
一 点 ,能 自 只 能 在 该 平面 上 引 一 直线 平行 十 男 一 个 平面 . 

定义 4.7 对 于 空间 二 平面 ,如 果 其 中 任何 一 个 平面 上 都 不 存在 平 
行 于 另 一 平面 的 直线 , 则 称 此 二 平面 互相 离散 . 

定理 4.33 空间 二 平面 互相 离散 的 充分 必要 条 件 是 它们 有 一 条 公 
垂 线 . 这 样 的 公 垂 线 是 唯一 的 ,并 且 此 公 垂 线 二 垂 足 之 间 的 距离 为 二 平 
面 之 间 的 最 短 距离 . 

定义 4.8 设 a 为 空间 一 平面 ,A 为 不 在 a 上 的 一 点 , 则 称 过 点 A 且 平 
行 于 a 的 所 有 直线 的 几何 轨迹 为 a 的 以 A 为 项 点 的 平行 锥 面 , 记 为 K.. 

读者 不 难处 辑 地 想像 ,要 得 到 平面 a 的 以 A 点 为 项 的 平行 锥 面 K.,， 
只 要 先 过 点 A 作 a 的 垂 线 , 垂 足 为 也. 然后 过 A 引 a 的 一 条 平行 线 4, 然 
后 让 a 绕 轴 线 AD 旋转 一 周 , 即 得 K,. 另外 ,过 点 A 的 每 一 条 平行 于 a 的 
直线 ,在 其 平行 方向 与 射线 AD 构成 平行 角 一 o 一 rCAD). 又 从 前 文 所 
指出 的 那个 意义 重大 的 定理 4. 21 看 出 , 当 锥 顶 A 无 限 远离 x 时 , 则 天. 将 
退化 为 轴线 AD ,而 当 锥 顶 A 无 限 接近 平面 c 时 ,K, 又 将 退化 为 平面 a. 

现 考 虑 过 K, 之 顶点 A 的 一 个 平面 xc ;如 果 a' 与 K, 相交 于 开 。 的 两 
条 母线 时 ; 则 a' 与 a 相交 ,又 车 a' 与 K, 相 切 于 一 条 母线 时 , 则 = 与 a 平 
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行 : 再 当 ax ”不 包含 天。 之 任何 母线 时 , 则 ”与 < 离散 . 

定理 4.34 设 c 为 空间 一 平面 ,a 为 平行 于 平面 a 的 一 直线 , 则 过 a 
而 不 与 ac 相交 的 平面 只 有 一 个 . 

最 后 ,我 们 还 要 对 JIo6auenckni 几何 系统 中 的 若干 特殊 曲线 与 曲 
面 ,以 及 它们 之 间 的 一 些 关 系 与 性 质 加 以 刻 通 和 讨论 . 为 此 ,我 们 还 要 重 
提 1.3 节 中 引进 的 “移动 ”概念 ,并 作 进 一 步 讨 论 . 如 所 知 ,我 们 在 那里 曾 
已 论证 了 每 个 移动 已 总 可 表示 为 直 移 名 和 旋转 忆 的 狐 积 ,当然 , 忆 也 
可 能 本 身 就 是 直 移 或 旋转 . 

定义 4.9 设 c 为 平面 z 上 一 曲线 ,名 是 ua 的 一 个 移动 . 如 果 c 在 a 的 
移动 名 下 仍 保 有 ce 的 位 置 , 则 称 < 对 移动 名 是 不 变 的 .或 称 曲线 <c 对 移动 

例如 ,在 Euclid 平面 上 ,以 加 为 中 心 的 圆周 c, 对 以 口 为 中 心 的 旋转 
(移动 )@ 是 不 变 的 ,又 直线 4 的 平行 线 1 对 于 沿 着 的 直 移 (移动 ) 忆 也 
是 不 变 的 . 在 JJIogaueacKkg 直 平面 上 ,对 于 以 口 为 中 心 的 旋转 (移动 ) 具有 
不 变性 的 曲线 c, 志 是 以 加 为 中 心 的 圆周 . 但 对 沿 着 直线 xz 的 直 移 (移动 ) 
具有 不 变性 的 曲线 <, 却 与 Euclid 平面 上 的 情况 大 不 相同 ,再 不 是 v 的 平 
行 线 之 类 了 .下 文 将 对 此 进行 分 析 讨 论 . 

定义 4.10 设 z 为 平面 上 一 直线 , 则 在 2 的 同一 侧 并 与 zx 保持 等 距 
离 的 点 的 斤 何 轨迹 ,被 称 为 以 x 为 底 的 一 条 等 距 线 , 简 称 为 等 距 线 .zx 叫 
做 等 距 线 的 底 . 又 等 距 线 上 之 点 到 其 底 的 踢 离 称 为 该 等 距 线 的 高 . 

定理 4.35 如 果 等 距 线 的 高 hh 汪 0,; 则 此 等 距 线 不 是 直线 ,并 且 任 
何 直 线 与 任何 >> 0 的 等 距 线 至 多 只 有 两 个 交点 . 

定理 4. 35 告诉 我 们 ,任何 疡 二 0 的 等 距 线 不 是 直线 . 但 人 们 又 把 任 
何 直 线 视 为 以 其 自身 为 底 且 高 为 0 的 等 距 线 , 这 当然 是 特殊 情形 . 

定理 4.36 等 距 线 < 对 计 沿 着 亡 的 底 v 的 直 移 (移动 ) 具有 不 变性 . 

如 所 知 , 在 本 节 的 前 文中 , 曾 给 出 所 请 等 倾 割 线 的 概念 ,并 指明 过 诸 
如 充 要 条 件 之 类 的 一 些 性 质 , 现 再 补充 几 条 对 下 文 讨 论 有 用 的 性 质 . 

定理 4.37 设 直 线 a 和 wb 互相 平行 , 则 过 a 或 5 上任 一 点 ,能 且 只 能 
作 a 和 已 的 一 条 等 倾 寡 线 . 

定理 4.38 设 a,po:c 为 平面 w 上 在 同一 个 方向 互相 平行 的 三 直线 ， 
点 A,B,C 分 别 在 a,6,c. 上 ,而 且 直 线 AB 和 BC 正好 各 为 a,5b5 和 46,c 的 等 
倒 割 线 , 则 直线 AC 必 为 a 和 < 的 等 倾 割 线 - 

现在 我 们 要 研究 JIo6adescxu 平面 的 一 种 特有 的 移动 . 并 把 这 种 移 
动 命名 为 绕 着 无 穷 远 点 的 旋转 , 记 为 已 .. 今 设 平面 a 上 沿 着 某 一 确定 的 
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方向 给 定 了 一 个 互相 平行 的 直线 束 ,根据 定理 4. 13 可 知 , 该 束 直 线 将 在 
它们 的 平行 方向 彼此 无 限 地 接近 . 为 此 ,让 我 们 设想 这 束 直 线 在 无 穷 远 
点 OO 处 凝聚 . 但 应 注意 ,此 处 所 说 O. 仅仅 是 某 种 说 法 上 的 方便 ,并 不 表 
示 在 此 引进 了 什么 新 概念 或 新 几何 元 素 , 即 在 此 处 除了 论 及 平行 直线 束 
之 外 ,没有 增添 任何 新 东西 . 

定义 4.11 设 互 表示 平面 c 上 沿 某 一 确定 方向 互相 平行 的 某 个 直线 
东 ,如果 在 a 的 一 个 移动 过 程 中 ,使 得 互 的 直线 <“ 与 巨 的 直线 < 重合 ,而 且 
当 a 的 点 A 与 a 的 点 A’ 重合 时 ,直线 AA 是 a 未 经 移动 前 之 4 与 a 的 等 
倾 割 线 , 则 称 此 移动 为 a 绕 着 无 穷 远 点 OO, 的 一 个 旋转 ,并 记 为 所-.. 

定义 4. 11 表示 ,对 于 直线 束 互 中 的 每 条 直线 经 过 全 .. 这 样 的 移动 后 ， 
还 是 变 到 五 中 之 直线 ,并 且 在 它们 重合 时 的 任何 一 对 对 应 点 ,总 决定 着 它 
们 的 一 条 等 倾 割 线 . 此 外 , 设 /为 直线 a 与 5 的 等 倾 制 线 , 又 鉴于 定理 4. 37 
之 唯一 确定 性 ,我 们 特 称 1 与 a,65 之 交点 A 和 B 为 等 倾 盾 线 /的 决定 点 . 

定义 4.12 设 点 A 在 平面 a 之 直线 a 上 ,在 a 上 由 点 A 到 在 确定 方 
向 与 a 平行 之 每 一 直线 作 等 倾 割 线 , 则 称 所 有 这 些 等 倾 割 线 的 决定 点 
《包括 点 A) 的 几何 轨迹 为 极限 圆 . 

对 于 定义 4.12 所 引进 的 极限 圆 概 念 , 我 们 也 可 等 价 地 按 如 下 方式 
刻画 之 :如 果 对 于 平面 a 上 的 曲线 和 ,存在 着 在 确定 方向 互相 平行 的 直线 
束 下 ,对 于 和 的 任何 点 总 在 EE 的 某 条 直线 上 ,并 且 对 于 和 的 任何 弦 经 过 延 
长 而 成 的 直线 ,总 是 玉 中 过 此 弦 的 端点 之 二 直线 的 等 倾 割 线 , 则 称 此 曲 
线 和 为 极限 贺 . 

现在 的 问题 是 如 上 所 引进 的 极限 圆 是 否 存 在 ?我 们 的 回答 是 肯定 
的 ,因为 我 们 可 按 如 下 步骤 去 把 极限 圆 构 作出 来 . 首先 在 平面 a 上 给 定 
一 直线 a ,并 选 定 a 的 一 个 确定 的 方向 ,又 用 王 表 示 a 在 所 选 方向 的 所 有 
平行 直线 所 组 成 的 直线 束 ,然后 在 a 上 取 定 一 点 A, 再 在 巨 内 任 选 一 直线 
5b, 过 A 作 4a 与 5 的 等 倾 制 线 , 该 等 倾 害 线 在 5 上 的 决定 点 为 BB, 由 定理 
4. 37 可 知 此 点 B 是 唯一 确定 的 ,于 是 我 们 令 直 线 5 在 玉 内 变动 ,上 且 65 在 变 
动 中 始终 与 a 在 所 选 方向 上 互相 平行 ,那么 点 B 在 此 变动 中 所 画 出 之 曲 
线 就 是 一 个 极限 加 ,并 且 一 意 确 定 . 还 应 指出 ,根据 所 说 的 做 法 可 知 , 对 
于 一 直线 上 的 一 个 点 和 该 直线 的 一 个 确定 的 方向 ,就 决定 着 一 个 极限 
圆 . 人 们 也 称 该 直线 为 该 极限 圆 的 轴线 . 

定理 4.39 极限 圆 对 于 平面 a 绕 无 穷 远 点 O- 的 旋转 (移动 ) 仑 .-. 具 
有 不 变性 . 

定理 4.40 极限 圆 不 是 直线 ,并 且 任 何 直线 与 任 一 极限 圆 至 多 有 
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两 个 交点 . 

定义 4.13 设 直线 上 是 以 直线 xz 为 底 的 等 距 线 c 上 一 点 的 切线 ,如 
果 c 上 除 M 点 之 外 的 任何 点 , 均 与 4 在 1 的 同一 侧 ; 则 称 此 等 距 线 在 点 M 
是 向 底止 进 或 底 叫 的 . 

定义 4.14 设 S 是 以 直线 a 为 轴 的 极限 圆 , 特 称 直线 a 和 S 的 其 他 
轴线 平行 的 方向 为 S 的 正 向 :又 设 直线 + 是 S 上 点 M 的 切线 ,如 果 S 上 除 
点 M 以 外 的 点 ,都 落 在 上 的 一 侧 , 而 且 是 S 之 正 向 所 指 的 那 一 侧 , 则 称 此 
极限 圆 在 点 M 是 正 向 凹 进 或 正 止 的 . 

定理 4.41 等 距 线 在 它 的 每 个 点 都 是 底止 的 ,等 距 线 之 底 上 的 每 
一 点 的 垂 线 ,都 是 该 等 距 线 的 法 线 . 

定理 4.42 极限 圆 在 它 的 每 一 点 都 是 正 止 的 ,极限 圆 的 每 条 轴线 
都 是 它 的 法 线 . 

定理 4.43 ”在 平面 a 上 任 取 两 点 M 和 N, 则 有 且 仅 有 两 个 极限 贺 通 
过 点 M 与 N ,并 且 它 们 对 称 于 直线 MN ,因而 当 极 限 加 上 两 个 弧 段 的 弦 
合同 时 , 则 该 二 弧 段 也 合 同 . 

定义 4.15 设 a 为 空间 一 平面 , 则 所 有 在 a 同一 侧 且 与 a 等 距离 的 
点 的 几何 轨迹 叫做 以 平面 为 底 的 等 距 面 , 简 称 等 距 面 ,而 平面 < 为 此 等 
距 面 的 诡 , 又 等 距 面 上 任 一 点 到 其 底 a 土 的 距离 称 为 等 距 面 的 高 . 

定义 4.16 设 点 A 在 空间 之 某 直 线 a 上 ,在 空间 中 ,过 点 A 到 确定 
方向 与 a 平行 的 每 一 直线 作 等 倾 制 线 , 则 称 所 有 这 些 等 倾 割 线 的 决定 点 
《包括 点 A) 的 几何 轨迹 为 极限 球 . 

定理 4.44 设 ua,p,c 为 空间 不 共 面 又 在 确定 方向 互相 平行 的 三 直 
线 , 点 A,B.C 顺 次 在 <.6,c 上 ,并 且 直 线 AB 和 BC 正好 是 < ,5 和 vc 的 
等 倾 割 线 , 则 直线 AC 必 为 直线 a,c 的 等 倾 割 线 . 

读者 不 难 将 前 此 有 关 等 距 线 和 极限 圆 的 某 些 性 质 的 讨论 拓 广 到 等 
更 面 和 极限 球 上 . 例如 ,基于 定理 4.37, 易 见 在 空间 中 , 选 定 一 直线 的 一 
个 确定 的 方向 ,以 及 该 直线 上 一 个 点 ,也 就 唯一 确定 了 一 个 极限 球 , 且 该 
直线 可 称 为 该 极限 球 的 轴线 . 又 如 基于 定理 4.44, 易 见 过 极限 球 上 任 一 
点 ,所 引 之 在 正 向 与 轴线 相 平行 的 直线 ,依然 是 该 极限 球 的 轴线 ,又 如 过 
极限 球 上 任 二 点 的 连 线 ,总 是 过 此 二 点 之 两 条 轴线 的 等 倾 制 线 . 如 此 等 
等 ,读者 不 妨 逐 一 刻画 明示 之 . 

如 所 知 ,我 们 曾 在 1. 3 节 中 引进 直 移 概念 之 前 ,描述 过 空间 绕 直 线 a 
旋转 的 一 种 移动 . 那 就 是 当空 间 经 过 移动 后 ,如 果 直 线 a 上 的 每 个 点 都 
在 原来 位 置 不 动 的 话 , 则 称 该 移动 为 绕 直线 a 的 一 个 转动 或 旋转 . 
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定理 4.45 等 距 面 绕 着 其 底 的 任 一 慌 线 的 旋转 (移动 ) 具有 不 变 
性 .极限 球 绕 着 它 的 任 一 轴线 的 旋转 (移动 ) 也 有 具有 不 变性 . 

今 设 点 马 为 等 距 面 Zz, 上 任 一 点 ,过 点 呈 作 王 的 底 平 面 xc 的 垂 线 < ， 
易 见 过 直线 4 的 任 一 平面 A 与 2; 的 交 线 为 一 等 距 线 c, 而 < 的 底 又 正好 是 
平面 a 与 4 的 交 线 ,如 所 知 ,d 又 为 c 的 过 点 吕 的 法 线 , 因 cc 上 过 点 局 之 
切线 与 d 垂 直 . 由 于 所 说 过 直线 4 的 平面 4 是 任意 取 的 ,因而 ZZ 上 过 点 DD 
的 任 一 等 距 线 在 品 点 的 切线 皆 与 直线 4 算 直 ,所 以 它们 位 于 同一 个 平面 
上 ;, 特 称 该 平面 为 等 距 面 在 点 品 的 切 平 面 ;又 因 4 甜 直 于 此 切 平面 , 故 
d 将 在 点 也 的 法 线 . 又 由 于 品 是 , 上 任 取 的 一 点 , 故 知 等 蝶 面 之 底 上 
的 任 一 垂 线 都 是 该 等 上 距 面 的 法 线 ， 

再 设 M 为 极限 球 三 ,上 的 任 一 点 ,而 mr 为; 的 过 点 M 的 轴线 , 易 见 
过 直线 天 作 任意 平面 a 与; 的 交 线 为 一 极限 圆 S, 而 且 和 也 是 S 的 轴线 . 
如 所 知 ,直线 和 亦 为 极限 圆 SS 在 点 M 的 法 线 , 因 为 直线 mm 与 S 在 点 IM 的 
切线 相 垂 直 . 又 因 过 直线 m 的 平面 是 任 取 的 :, 故 王 上 过 点 M 的 任 一 极 
限 圆 在 点 M 的 切线 惨 与 直线 mm 相 和 垂直 :因而 它们 位 于 一 个 平面 上 ,我们 
称 该 平面 为 极限 球 Ez, 在 点 M 的 切 平面 ,并 因 直 线 m 牌 直 于 此 切 平 面 而 
为 三 在 点 M 的 法 线 . 又 因 点 M 是, 上任 取 的 , 故 极限 球 的 任 一 轴线 都 
是 该 极限 球 的 法 线 . 

如 上 关于 等 距 面 三 和 极限 球 王 的 讨论 ,十 分 类 同 于 过 球 心 之 任 一 
直径 都 是 球面 之 法 线 . 而 球面 之 所 有 法 线 交 于 一 点 ,极限 球 之 所 有 法 线 
在 一 个 确定 的 方向 互相 平行 ,而 等 距 面 之 所 有 法 线 同 时 垂直 于 它 的 底 平 
面 ,因而 所 有 这 些 法 线 互 相 离 散 . 

定义 4.17 设 下 表示 空间 的 一 个 直线 束 , 如 果 天 中 每 一 对 直线 总 
是 共 面 的 , 则 称 该 直线 束 王 为 一 个 空间 直线 簇 . 如 果 某 直线 艇 的 所 有 直 
线 相 交 于 一 点 , 则 称 之 为 有 心 复 或 桶 圆通 . 如 果 直 线 簇 之 所 有 直线 在 同 
一 个 方向 互相 平行 , 则 称 之 为 抛物 艇 . 又 若 直线 徐 的 所 有 直线 都 垂直 于 
同一 个 平 页 ,; 则 称 其 为 双 曲 簇 . 

如 所 知 ,相交 二 直线 决定 一 平面 ,二 平行 直线 必 共 面 , 又 对 于 同时 生 
直 于 一 个 平面 的 二 直线 ,也 不 难 证 明 它 们 位 于 同一 个 平面 上 . 因而 基于 上 
文 的 讨论 可 知 , 球 面 之 所 有 法 线 构 成 椭圆 条, 极限 球面 之 所 有 法 线 组 成 掀 
物 秘 ,而 等 距 面 之 所 有 法 线 却 建 成 双 曲 艇 . 个 仅 如 此 ， 在 JJo6adeBpcKH 首 几何 
系统 中 ,还 有 如 下 命题 为 真 . 

定理 4.46 在 JIo6adepcKkH 疼 室 间 中 ,有 且 仅 有 椭圆 、 抛 物 、 双 曲 三 种 
类 型 的 直线 簇 . 
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1.5 公理 化 方 ; 


所 谓 数 学 系统 的 公理 化 方法 ,就 是 选取 少数 不 加 定义 的 原始 概念 
(基本 概念 ) 和 无 条 件 头 认 的 思想 规定 (公理 ) 作为 出 发 点 ,再 以 严格 的 
逻辑 推演 ,使 某 一 数学 分 支 成 为 演绎 系统 的 方法 . 

首先 ,从 认识 论 的 角度 来 看 ,我 们 主张 对 任何 系统 的 基本 概念 和 公理 
的 选取 ,必须 客观 地 反映 现实 对 篆 的 本 质 和 关系 ,也 就 是 说 ,应 该 有 其 实 
际 的 直观 背景 或 现实 模型 ,这 就 是 说 ,不 能 单 任 主观 腌 造 . 其 次 ,从 逻辑 的 
角度 来 看 ,不 能 认为 将 一 些 概 念 和 思想 规定 任意 罗列 与 竣 合 ,全 能 构成 一 
个 合理 的 公理 系统 . 须知 一 个 有 意义 的 公理 系统 ,应 当 是 一 个 协调 ( 即 无 
于 盾 ) 的 有 机 整体 . 通常 认为 ,所 给 之 公理 系统 应 满足 如 下 三 个 条 件 . 

第 一 (协调 性 ) ” 对 于 公理 的 选取 ,不 允许 出 现 如 此 情况 :从 所 取 公 
理 出 发 , 既 能 证 明 某 个 结论 AA 成立, 同时 又 能 证 明 结 论 A 的 否定 也 成 立 . 
这 叫做 系统 的 协调 性 要 求 . 协调 性 也 叫做 相 容 性 或 无 子 盾 性 . 如 所 选取 
之 公理 系统 不 能 满足 协调 性 要 求 , 则 该 公理 系统 就 叫做 不 协调 或 不 相 容 
系统 , 即 玫 盾 系 统 . 

第 二 (独立 性 ) 在 所 选 的 公理 表 中 :不 允许 有 一 条 公理 能 用 其 他 
公理 把 它 推导 出 来 ,这 就 是 独立 性 . 因为 能 被 其 他 公理 推导 出 来 的 结论 
便 可 作为 定理 在 系统 内 被 证 明 出 来 ;从 而 不 必 作 为 一 种 思想 规定 列举 在 
公理 表 中 . 总 之 ,不 要 在 公理 表 中 出 现 多 余 的 公理 . 

第 三 (完备 性 ) ”所谓 完备 性 ,就 是 要 求 所 选 的 公理 系统 能 导出 所 
论 数学 分 支 的 全 部 命题 ,这 就 是 说 必要 的 公理 是 不 可 少 的 ,否则 就 不 能 
确保 将 其 所 论 数 学 分 支 的 全 部 结果 被 推演 出 来 . 

至 少 从 理论 上 讲 ,对 于 公理 系统 的 如 上 三 点 要 求 是 正当 的 和 自然 
的 . 至 于 某 个 公理 系统 是 否 满 足 或 已 满足 上 述 要 求 , 基 至 能 否 在 理论 上 
证 明 满 足 上 述 要 求 的 公理 系统 确实 存在 等 ,都 是 另外 一 回 事 . 须知 针对 


一 个 公理 系统 要 逐一 验证 上 述 三 条 要 求 , 绝 非 轻而易举 ,往往 不 能 完全 


实现 . 通读 本 书 , 自 然 明白 这 一 点 . 
公理 化 方法 在 近代 数学 的 发 展 中 起 过 巨大 的 作用 ,可 以 认为 , 它 对 
各 门 现代 数学 都 有 极其 深刻 的 影响 . 而 Hilbert 于 1899 年 出 版 的 《几何 
基础 》 一 书 , 乃 是 数学 分 支 公理 化 的 典范 著作 ,该 书 问世 后 的 30 年 间 , 曾 
引起 西方 数学 界 的 一 阵 公 理 热 ,足见 其 影响 之 大 . 
公理 化 方法 ,首先 是 表述 与 总 结 科学 理论 的 重要 方法 之 一 . 亦 即 公 
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理化 方法 具有 分 析 、 总 结 科学 知识 的 作用 . 凡是 取得 了 公理 化 结构 形式 
的 理论 ;由 于 系统 内 诸 命 题 均 已 按 逮 辑 演 绎 关系 捉 联 起 来 ,使 用 起 来 也 
有 独到 的 方便 之 处 . 应 该 说 ,公理 化 方法 的 第 一 步 , 就 是 积累 大 量 的 资 
料 、 数据 和 经 验 . 为 了 使 这 些 资 料 和 经 验 系 统 化 ,并 且 上 升 为 理论 ,就 要 
对 资料 和 经 验 进 行 分 析 与 归纳 .使 之 上 升 为 少数 原始 概念 和 不 加 证 明 的 
相互 关系 ,从 而 形成 公理 系统 ;然后 第 二 步 , 再 从 这 少数 基本 概念 和 公理 
出 发 ,经 过 综合 与 演绎 ,使 之 展开 成 为 一 个 学 科 分 支 的 理论 系统 . 这 就 是 
说 ,公理 化 方法 的 第 一 步 是 由 现象 到 本 质 、 从 具体 到 抽象 的 过 程 ;又 第 二 
步 则 是 成 长 发 展 和 不 断 形 成 演绎 系统 的 过 程 . 

其 次 ,公理 化 方法 又 是 创建 新 理论 的 重要 方法 之 一 . 例如 , 非 欧 几何 
学 的 诞生 , 导 源 于 第 五 公设 问题 的 研究 和 讨论 ,车 没有 公理 化 方法 应 用 
于 欧 氏 几何 的 研究 ,也 就 没有 什么 第 五 公设 问题 .而 且 历 史 地 看 ,古代 对 
于 第 五 公设 问题 的 提出 和 求解 ,实际 上 体现 了 人 们 对 于 公理 系统 独立 性 
的 追求 .因而 JIc6auescxu 首 几何 的 创立 , 便 是 公理 化 方法 创建 新 理论 的 
典型 范例 之 一 . 又 如 代数 方面 ,“ 抽 象 的 .形式 的 或 公理 化 的 方向 ,在 代数 
尝 的 领域 中 造成 了 新 的 商 涨 ,特别 在 群 论 、 域 论 `. 赋 值 论 、 理 想 论 和 超 复 
系 理 论 等 部 门 中 引起 了 一 系列 新 概念 的 形成 ,建立 了 许多 新 的 联系 ,并 
导致 了 一 系列 深远 的 结果 . ”中 总 之 ,公理 化 方法 的 第 二 个 作用 ,更 在 于 
它 是 推动 和 创建 新 理论 的 重要 方法 之 一 . 正 由 于 公理 化 方法 把 一 门 数 学 
的 基础 分 析 得 清 清 楚楚 ,这 就 有 利于 比较 各 门 数学 的 实质 性 异同 ,也有 
利于 促使 和 推动 新 理论 的 创立 . 

在 这 里 ;我 们 还 应 简略 地 论 及 结构 主义 学 派 的 概况 . 那 就 是 20 世纪 
30 年 代 左 右 , 法 国 一 批 优秀 的 青年 数学 家 ,不 满 于 老 一 代 的 守旧 传统 ， 
怀 着 闻 新 路 的 热情 .共同 合作 研究 ,成 立 讨 论 班 ,逐步 形成 一 个 数学 学 
派 . 该 学 派 认 为 数学 各 分 支 应 按 结构 性 质 来 划分 ,他 们 运用 公理 化 方法 ， 
把 一 些 数学 分 支 中 最 基本 和 最 重要 的 作为 出 发 点 的 思想 规定 分 离 出 来 ， 
加 以 分 析 比 较 . 形 成 结构 系统 , 亦 即 应 用 公理 化 方法 按 结构 观点 重新 整 
理 各 个 数学 分 支 , 并 希望 全 部 数学 或 大 部 分 数学 都 能 被 纳入 这 样 或 那样 
的 结构 系统 中 去 ,; 故 被 称 之 为 结构 主义 学 派 .他 们 计划 宏伟 ,分 工 合作 撰 
写 出 版 了 一 大 套 书 .总 题目 为 《数学 原本 》CElements of Mathematics)， 
作者 统一 署名 为 Nocolus Bourbaki. 其 实 并 无 Nocolus Bourbaki 其 人 , 实 
为 这 批 年 轻 数 学 家 所 用 的 一 个 共 则 的 笔名 ,因而 结构 主义 学 派 又 称 为 
Nocolus Bourbaki 学 派 . 1939 年 《数学 原本 》 第 一 卷 出 版 ,到 1971 年 已 出 
版 了 36 卷 ,当然 并 未 出 完 . 数学 诸 分 支 在 《数学 原本 》 内 ,都 要 经 过 仔细 的 
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结构 分 析 , 并 被 安放 到 适当 的 位 置 上 ,其 中 特别 瞩目 的 是 《数学 史 原 本 》， 
全 节 按 结构 观点 阐述 数学 发 展 的 历史 . 结构 主义 学 派 在 20 直 纪 40 一 50 年 
代 , 可 谓 盛 极 一 时 ,追随 者 芯 众 ,主要 代表 人 物 , 首 推 】Dieudonne, 人 A. Weil， 
C. Chevalley H. Cartan 等 . 

结构 主义 学 派 认为 ,全 部 数学 或 大 部 分 数学 都 可 用 公理 化 方法 抽象 
出 各 种 结构 , 找 出 各 个 数学 分 支 间 的 结构 差异 ,从 而 可 以 按照 结构 的 不 
同 而 扣 以 分 类 .如 此 :, 便 可 给 出 一 幅 诸 数学 分 支 之 内 在 联系 的 清晰 图 像 . 
结构 主义 学 派 首先 将 数学 结构 分 为 三 大 类 :第 一 类 称 代 数 结 构 ,诸如 群 、 
环 、 域 、 代 数 系 统 、 范畴 .线性 空间 等 .这 是 一 种 由 离散 性 对 象 配 以 运算 而 
形成 的 结构 系统 .第 二 类 称 序 结构 ,诸如 半 序 集 . 全 序 集 .、 良 序 集 等 . 第 三 
类 称 拓扑 结构 ,诸如 拓扑 空间 、 紧 致 集 `、 列 紧 空 间 、 连通 集 . 连续 性 、. 完 备 
性 空间 等 . 他 们 称 这 三 类 结构 为 母 结 构 . 再 由 和 母 结 构 可 以 导出 种 种 子 结 
构 , 以 及 各 种 交叉 结构 、 分 支 结 构 等 .例如 ,Hilbert 空间 ( 妈 五 空间 ) 就 是 
由 线性 空间 加 上 内 积 型 拓扑 所 构成 的 数学 系统 ,而 其 中 线性 空间 是 代数 
结构 ,内 积 型 拓扑 是 拓扑 结构 ,从 而 日 空间 是 一 种 由 代数 结构 与 拓扑 结 
构 形 成 的 交叉 结构 . 又 如 Banach 空间 ( 即 B 空间 ) 也 是 一 种 交叉 分 支 结 
构 , 如 所 知 ,B 空间 即 完 备 、 赋 范 、 线 性 空间 . 再 如 拓扑 群 便 是 群 结 构 ( 代 
数 结 构 ， 上 再 定义 拓扑 结构 的 一 门 学 科 . 

如 所 知 ,数学 公理 化 仅 着 重 于 探讨 各 门 数学 分 科 的 公理 化 方法 ,使 
之 形成 演绎 系统 . 结构 主义 则 不 仅 如 此 ,更 从 数学 整体 着 眼 , 有 了 采取 全 局 观 
点 ,着重 分 析 诸 数学 分 支 之 间 的 结构 差异 和 内 在 联系 . 同时 对 于 诸 数 学 
分 支 , 也 综合 分 析 其 结构 特征 及 其 基本 结构 的 构成 方式 ,其 基本 方法 则 
仍然 是 公理 化 方法 . 正如 前 文 所 指出 的 ,公理 化 方法 既是 分 析 、 总 结 科学 
知识 的 方法 ,又 是 创建 新 理论 的 重要 方法 之 一 - 同样 地 ,结构 主义 方法 将 
大 部 分 数学 纳入 各 种 结构 系统 ,使 得 数学 诸 分 支 的 内 在 联系 和 区 别 被 分 
析 得 一 清二 楚 , 这 也 就 大 大 有 利于 比较 数学 诸 分 支 的 实质 性 异同 ,从 市 
和 公理 化 方法 一 样 , 必 将 有 利于 促使 新 理论 的 发 现 和 创立 . 

20 世纪 以 来 , 正 由 于 公理 化 方法 在 研究 几何 基础 方面 所 取得 的 成 
就 ,促使 公理 化 方法 渗透 到 数 常 的 许多 其 他 分 支 , 特 别 是 现代 数理 逻辑 
中 ,公理 化 方法 更 是 最 为 流行 的 方法 ,所 以 公理 化 方法 对 近代 数学 发 展 
所 产生 的 巨大 影响 ,已 是 举世 公认 的 事实 . 不仅 如 此 ,公理 化 方法 早已 超 
越 数学 理论 范围 的 应 用 ,而 进 人 了 其 他 自然 科学 的 领域 . 例如 ,20 世纪 
40 年 代 ,Banach 完成 了 理论 力学 的 公理 化 ,物理 学 家 还 将 相对 论 表 述 为 
公理 化 体系 等 .因而 数学 公理 化 方法 在 科学 方法 论 上 起 到 了 示范 作用 ， 
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即 对 各 门 自然 科学 理论 的 表述 方法 起 到 了 积极 的 借鉴 作用 . 

在 我 们 强调 了 公理 化 方法 的 意义 和 作用 后 , 却 应 同时 看 到 它 的 不 足 
之 处 ,对 于 公理 系统 的 协调 、 独立 和 完备 性 要 求 , 不 仅 在 理论 上 难于 完全 
满足 ,而且 对 于 一 些 新 兴 数 学 分 支 , 以 及 那些 与 生产 实际 密切 相关 之 学 科 
的 发 展 , 反 而 成 了 一 种 障碍 . 如 所 知 , 当 今 许 多 人 对 于 某 种 新 理论 的 可 接 
受 性 持 有 这 样 的 观点 , 那 就 是 要 么 它 有 坚实 的 理论 基础 ,即使 一 时 还 看 不 
出 它 有 和 多 大 的 应 用 价值 ,要 么 它 有 广泛 的 应 用 ,即使 它 暂 时 还 没有 一 个 坚 
实 的 理论 基础 . 其 实 要 有 一 个 坚实 的 理论 基础 这 个 条 件 太 苛求 事实 上 ， 
各 门 科学 都 不 是 按 已 有 一 个 坚实 理论 共 础 之 面貌 诞生 的 ,而 往往 是 从 茶 
种 不 完善 状况 发 展 壮 大 起 来 的 ,其 至 整个 数学 学 科 的 发 展 , 昌 已 有 两 二 多 
年 历史 ,其 理论 基础 的 坚实 程度 又 如 何 ? 从 本 书 的 后 文中 就 会 清楚 地 看 
到 ,至 今 还 没有 从 数学 的 第 三 次 危机 中 真正 解脱 出 来 .然而 好 便 如 此 ,也 
完全 没有 碍 及 现代 数学 的 继续 成 长 和 迅速 发 展 . 所 以 诸如 公理 化 .形式 化 
的 意义 与 作用 要 强调 ,但 那 种 公理 化 主义 的 观点 要 放弃 ,尤其 是 在 新 兴学 
科 的 可 接受 性 问题 上 ,坚持 要 有 一 -个 完美 而 坚实 之 理论 基础 的 观点 要 拉 
除 . 当然 .这 并 不 表示 我 们 能 容忍 新 理论 可 以 矛盾 百出 ,更 不 能 认为 我 们 
无 须 去 寻找 每 一 门 学 科 的 坚实 理论 基础 ,相反 这 依然 是 我 们 所 必须 追求 
的 一 个 十 分 重要 的 目标 . 

还 应 指出 ,公理 化 方法 若 不 与 实验 方法 相 结 合 , 则 就 有 可 能 步 人 玄 
乎 其 玄 ,直至 迷人 歧途 而 不 能 自拔 . 再 者 ,公理 化 方法 车 不 与 认识 论 的 科 
学 方法 相 结 合 ,也 将 不 会 更 好 地 发 现 问 题 . 总 之 ,应 将 公理 化 方法 的 意义 
和 作用 放 在 一 个 科学 而 适当 的 位 置 上 . 

通常 认为 ,公理 化 方法 的 历史 发 展 , 可 以 划分 为 公理 化 方法 的 产生 、 
公理 化 方法 的 完善 和 公理 化 方法 的 形式 化 这 样 三 个 阶段 . 其 中 第 一 个 阶 
段 是 指 由 Aristotle 的 完全 三 段 论 到 Euclidk 几何 原本 》 的 问世 :第 二 阶段 
是 指 非 欧 几何 的 诞生 到 Hilbert 之 《几何 基础 》 的 问世 ,第 三 阶段 是 指 集 
合 论 悖 论 出 现 之 后 ,Fiilbert 在 他 的 形式 化 研究 方法 ,特别 是 在 他 的 元 数 
学 5 证 明 论 ) 中 把 公理 化 方法 所 推 向 的 一 个 新 阶段 . 对 于 公理 化 方法 之 
第 一 .第 二 阶段 的 历史 发 展 状况 ,在 本 书 的 前 文中 , 实 已 论 及 . 对 于 公理 
化 方法 之 形式 化 阶段 的 相关 内 容 , 在 本 书 的 后 文中 将 作 进 一 步 讨论 . 
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我 们 在 上 节 中 已 指出 :通常 对 于 一 个 公理 系统 ,总 希望 它 能 协调 、 独 
立 和 完备 . 所谓 协调 性 ,也 叫做 相 容 性 或 无 子 盾 性 . 如果 我 们 已 在 理论 上 
证 明了 某 个 公理 系统 绝 不 会 引出 有 逻辑 上 互相 排 乐 的 命题 , 则 就 表示 我 们 
已 给 出 了 该 公理 系统 的 相 容 性 证 明 . 相 容 性 证 明 有 所 谓 相 对 相 容 性 证 明 
和 和 直接 相 容 性 证 明 . 其 中 相对 相 容 性 证 明 指 的 是 :把 一 个 公理 系统 的 相 
容 性 证 明 建 立 在 假定 另 一 个 公理 系统 的 无 也 盾 性 基础 上 . 反之 ,如 果 不 
依靠 任何 别 的 公理 系统 的 相 容 人 性 假定 ,而 是 直接 证 明了 一 个 公理 系统 的 
相 容 性 , 则 就 叫做 该 公理 系统 的 直接 相 容 性 证 明 . 

JIToGaaepcga 直 几何 诞生 后 ,由 于 罗氏 公设 六 违背 常识 , 极 不 自然 和 直 
观 , 从 而 大 大 激发 了 人 们 对 于 公理 系统 的 相 容 性 证 明 的 兴趣 . 事实 上 ， 
JIo6aueBcKr 首 自己 就 曾 致力 于 用 解析 方法 去 证 明 他 的 几何 公理 系统 的 协 
调 性 . 但 这 不 是 一 件 轻而易举 的 事情 , 实 戚 证 明 难 以 取得 圆满 成 功 . 直到 
19 扯 纪 未 期 ,大 家 才 退 一 步 考 虑 问题 ,既然 人 们 对 Euclid 几何 公理 系统 
的 相 容 性 没有 疑虑 ,那么 能 否 借 助 于 假定 Euclid 几何 公理 系统 的 无 记 盾 
性 去 证 明 JIoG6auesckrknuit 几何 系统 的 协调 性 呢 ? 后 来 ,法国 大 数学 家 Poincaré 
葵 助 于 在 Euclid 几何 系统 中 构造 JIocauesckr 站 几何 模型 的 办 法 ,实现 了 这 
一 上 县 的 . 

所 谓 公 理 系 统 的 模型 ,可 以 描述 性 地 定义 如 下 :假设 三 表示 某 个 给 
定 的 公理 系统 , 现 选 定 … 组 客观 对 象 , 分 别 作 为 三 中 各 个 基本 概念 的 具 
体 解 释 ,如果 这 些 客观 对 象 之 间 的 关系 ,经 过 验证 而 知 其 一 一 满足 三 中 
诸 公 理 的 要 求 ,此 时 就 说 给 出 了 公理 系统 三 的 一 个 模型 . 

Poincare 是 第 一 个 在 Euclid 几何 空间 里 构造 Jo6adeecKkH 站 几何 模型 
的 数学 家 . 下 文中 ,仅仅 是 为 了 我 们 的 论述 不 至 于 过 分 繁琐 ,就 限于 平面 
几何 的 情形 讨论 之 .从 而 我 们 所 考虑 的 公理 系统 是 JIoG6auescrni 几何 公 
理 表 中 除 掉 公理 下 一 I 后 构成 的 , 记 为 .现在 我 们 要 在 Euclid 空间 的 
平面 上 构造 一 个 JIo6auescrnh 平面 几何 公理 系统 2 的 模型 . 

任 取 Euclid 空间 一 平面 a; 如 图 6.1 所 示 , 在 a 上 作 一 水 平 直 线 4, 而 
将 a 分 为 上 、 下 两 个 半 平 面 ,我 们 把 全 开 的 上 半 平 面 忆 ( 即 上 半 平 面 而 
去 掉 w 上 的 点 ) 称 为 罗氏 平面 ,又 把 马上 的 点 称 为 罗氏 点 ,再 把 慌 直 于 
而 位 于 马上 的 半 直 线 , 以 及 圆心 在 uw 上 而 咒 周 与 垂直 且 位 于 名 上 的 半 
圆周 ,统称 为 罗氏 直线 .如 此 ,我 们 所 选取 的 一 组 客观 对 象 , 便 是 上 述 欧 
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开平 面 上 的 那些 被 命名 流 罗 人 氏 和 平面、 罗氏 点 和 罗氏 直线 的 一 类 对 象 . 它 
们 分 别 是 全 开 的 欧 氏 半 平 面包 .各 上 的 点 .位 于 所 上 而 又 垂直 于 x 的 半 
直线 或 圆心 在 zx 上 的 半圆 周 . 我 们 要 验证 所 选取 的 这 些 客 观 对 和 象 , 确 能 
满足 公理 系统 三 " 中 请 公理 的 要 求 . 


图 6.1 

第 一 组 结合 公理 17 一 3: 

设 A 和 a 分别 表示 任 给 的 一 个 罗氏 点 和 一 条 罗氏 直线 ,如 果 在 欧 氏 
意义 下 ,A 位 于 用 以 表示 罗氏 直线 的 那个 欧 氏 意义 下 的 半圆 周 或 半 直 线 
上 , 则 说 罗氏 点 A 在 罗氏 意义 下 位 于 罗氏 直线 4a 上 ,或 说 在 罗氏 意义 下 4a 
通过 A 等 等 . 

因 在 欧 氏 意义 下 ,过 怨 上 任何 两 点 A 和 B, 能 且 只 能 作 一 个 半圆 启 ， 
使 其 圆心 在 uu .上 ;并且 圆 周 与 u 成 直角 . 如 果 线 段 AB 之 中 年 线 与 不 相 
交 , 则 表明 过 点 A 与 B 之 直线 与 正 交 ,并 且 有 且 仅 有 一 直线 连结 点 A 
和 B. 此 外 ,在 上 用 以 表示 罗氏 直线 之 半圆 周 或 半 直 线 之 上 及 其 外 ,在 
欧 氏 意义 下 存在 着 无 穷 多 个 点 . 从 而 就 验证 了 下 述 公 理 五 一 13 是 成 立 
的 . 

I 在 罗氏 平面 上 ;, 任 给 两 个 不 同 的 罗氏 点 A 和 B, 至 少 有 一 条 罗 
氏 直线 a 连结 点 A 和 BB. 

1% 在 罗氏 平面 上 , 任 给 两 个 不 同 的 罗氏 点 人 和 B, 至 多 只 有 一 条 
罗氏 直线 a 连结 点 A 和 B. 

1 任 一 罗氏 直线 上 ,至 少 存 在 着 两 个 点 ,又 至 少 存 在 着 不 在 同一 
条 罗氏 直线 上 的 三 个 点 . 

第 二 组 顺序 公理 ?一 有 5: 

现 先 按 下 述 意 义 确定 罗氏 直线 上 的 点 的 顺序 ,如 图 6.2 所 示 , 当 罗 
氏 直 线 a' 是 圆心 DO 在 u 上 ,并 位 于 名 上 的 半 国 周 时 ,我 们 在 马上 ,并 在 
欧 氏 意义 下 作 一 直线 过 ,并 且 平 行 于 xx 设 点 M 在 < 上 , 则 称 射 线 OM 与 
a’ 的 交点 MI 为 M 的 对 应 点 ,反之 设 M 为 u 上 任 一 点 , 则 称 射线 OM 与 
a 的 交点 M 为 M' 的 对 应 点 .这 种 对 应 关系 在 欧 氏 意义 下 是 一 对 一 的 . 
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我 们 规定 罗氏 直线 a 上 的 点 的 顺序 ,由 它们 在 w 上 的 对 应 点 在 w 上 于 
欧 氏 意义 下 的 顺序 确定 . 如 此 ,在 au: 与 之 有 序 点 集 之 间 的 一 一 对 应 是 
保 序 的 . 此 外 , 当 罗 氏 直 线 4 为 马上 牌 直 于 的 半 直 线 时 , 则 规定 该 半 直 
线 上 的 点 在 欧 氏 意义 下 的 顺序 .就 是 该 罗氏 直线 的 点 在 罗氏 意义 下 的 顺 
序 . 另 一 方面 , 设 罗 氏 点 A.B 位 于 罗氏 直线 上 , 则 称 点 组 A 和 B 为 罗氏 
线段 , 记 为 AB. 并 称 该 罗氏 直线 上 位 于 A、.B 中 间 的 点 为 罗氏 线段 AB 内 
部 的 点 .A.B 为 AB 的 端点 ,而 该 罗氏 直线 上 其 余 的 点 为 AB 外 部 的 点 . 
如 此 ,不 难 验 证 下 述 公 理 I TI 是 成 立 的 . 


图 6.2 

1” 设 A、B.C 是 罗氏 直线 上 三 个 不 同 的 点 ,并 且 B 在 A 与 C 之 间 ， 
则 了 3 也 在 G 与 A 之 间 . 

He 任 给 两 个 罗氏 点 A 和 C, 则 连接 A 和 C 的 罗氏 直线 上 ,至 少 还 
存在 着 一 点 B, 使 得 C 在 A 和 B 之 间 . 

1 罗氏 直线 上 任意 三 个 点 ,至 多 只 有 其 中 的 一 个 点 ,在 其 余 两 点 
之 间 . 

fi 名 上 任 给 三 个 不 在 同一 条 罗氏 直线 上 的 点 A,B,C, 又 wa 为 名 上 
的 一 条 罗氏 直线 . 则 当 a 通过 罗氏 线段 AB 内 部 的 点 时 , 则 a 或 者 还 通过 
AC 内 部 的 点 ,或 者 还 通过 BC 内 部 的 点 . 

事实 上 ,按照 上 述 罗 氏 直 线 上 之 点 的 顺序 规定 , 当 罗 氏 直 线 为 所 说 
之 半圆 周 a 时 , 则 因 于 之 公理 下 一 全 对 wu 的 有 序 点 集 是 成 立 的 ,从 而 
公理 Te Hz 对 a’ 的 有 序 点 集 也 成 立 . 当 罗 氏 直 线 为 所 说 的 半 直 线 a 
时 , 则 因 3” 的 公理 I[; ~ IT 对 半 直 线 上 的 有 序 点 集 是 成 立 的 ,所 以 公理 
?一 了 :对 于 a 的 有 序 点 集 也 成 立 . 至 于 公理 [ ;的 验证 , 则 因 绝 对 几何 
系统 中 有 下 述 定理 . 

定理 。 设 ABC 是 由 半圆 周 弧 所 组 成 的 曲 边 三 角形 ,而 a 是 位 于 由 
A ,B,C 三 点 所 决定 之 平面 上 ,但 不 通过 点 A,B,C 的 任 一 半圆 周 , 当 a 通 
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过 弧 AC 内 部 的 一 点 时 , 则 au 或 者 还 通过 弧 A 内 部 的 点 ,或 者 还 通过 弧 
BC 内 部 的 点 . 

在 该 定理 中 ,还 允许 组 成 曲 边 三 角形 的 某 个 半圆 周 红 的 半径 无 限 
长 . 从 而 由 本 定理 便 可 恰 证 公理 了 ?是 成 立 的 . 

第 三 组 ”合同 公理 了 ?一 了?: 

对 于 合同 公理 于 ?一 有 ?的 验证 比较 复杂 ,在 这 里 ,我 们 必须 引述 解 
析 函 数论 中 的 反 形 ( 亦 称 反 演 ) 变换 及 其 相关 的 儿 条 性 质 , 然后 借助 于 
反 形 概念 ,给 出 罗氏 线段 与 罗氏 和 角 的 合同 概念 ,然后 列 出 肝 ?~ 了 ?, 并 逐 
一 验证 之 . 

任 给 以 点 〇 为 圆心 ,wp 为 半径 的 圆 &, 如 果 两 点 M 与 M' 满足 条 件 ; 
C1) 点 MM 和 M’ 位 于 过 圆 & 之 圆心 O 的 直线 上 ;(2) 圆 上 之 圆心 O 〇 不 在 点 
M 与 M 之 间 ;(3) rr 一 pp( 此 处 6b 为 加 上 之 半径 ,而 rr 一 OM,r 一 
OM , 则 称 贺 上 为 基 圆 .那么 当 点 M 预 先 取 定时 :, 则 称 点 M' 为 M 的 反 形 
像 ; 反 之 亦 然 . 基 圆 & 的 圆心 O 叫 做 反 形 中 心 : 正 数 中 叫做 反 形 宕 , 反 形 
变换 决定 于 反 形 中 心 和 反 形 宕 . 又 车 点 M' 与 M 对 称 于 直线 w, 则 说 点 
M’ 是 点 M 甘于 直线 4 的 反 形 像 . 如 图 6. 3 所 示 , 设 基 圆 & 的 中 心 为 口 , 半 
径 为 po; 图 内 一 点 M 是 预先 取 定 的 ,过 点 M 引 直线 OM 的 垂 线 ,该 三线 交 
贺 周 于 DLE 两 点 ,过 点 D 作 圆 周 的 切线 交 直 线 OM 于 一 点 M', 则 易 见 
OD 一 OM -OM ,有 即 r。r 一 0. 帮 点 M' 为 点 M 关于 圆 & 的 反 形 像 . 反 
之 ,如 果 先 取 圆 外 一 点 M’, 则 过 点 M’ 作 圆 k 的 二 切线 ,分 别 切 圆周 于 D、 
巨 两 点 , 则 易 证 直线 DE 与 OM 之 交点 M 是 点 M' 关于 基 贺 & 的 反 形 像 . 
至 此 我 们 已 给 出 了 反 形 变换 的 一 对 对 应 点 的 求 作 方法 ,而 作法 本 身 也 是 
反 形 变换 之 对 应 点 的 存在 性 证 明 . 


人 ， 
YY 一 一 
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图 6.3 
现在 我 们 列 出 下 述 6 条 关于 反 形 变换 的 性 质 ,它们 对 下 文 的 讨论 都 
是 必需 的 .有 关 这 些 性 质 的 证 明 无 法 在 此 详 加 讨论 ,只 能 留 给 读者 去 查 
阅 有 关 解 析 卫 数论 和 保 角 变换 理论 的 专著 . 
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性 质 1 位 于 基 圆 外 内 部 的 点 的 反 形 像 在 基 现 & 的 外 部 ， 而 位 于 基 
开外 部 的 点 的 反 形 像 在 基 贺 & 的 内 部 ,位 于 圆周 上 的 每 个 点 与 它 半 于 
该 圆 的 反 形 像 重 合 . 

性 质 2 如 果 点 M 是 点 M 的 反 形 像 ,; 则 点 MM 也 是 点 M” 的 反 形 像 ， 
即 反 形变 换 与 它 的 逆 变 换 重 合 . 

性 质 3 反 形 变换 具有 保 圆 的 性 质 , 亦 即 一 个 圆周 上 的 所 有 点 的 反 
形 像 的 几何 轨 迹 仍 是 一 个 圆周 . 

设 点 M 是 点 M 关于 基 圆 k 的 反 形 像 ,而 点 MM“ 又 是 点 M' 关于 基 圆 
& 的 反 形 像 , 则 称 点 M “是 点 M 关于 k 和 kk 的 这 两 个 反 形 变换 的 乘积 变 
换 的 反 形 像 . 以 此 类 推 ,可 以 定义 三 个 .四 个 直到 nn 个 反 形 变换 的 乘积 变 
换 . 

性 质 4 如果 作为 偶数 个 反 形 变换 的 乘积 变换 p 使 得 平面 上 有 三 个 
点 保留 着 自己 的 位 置 不 动 时 , 则 平面 上 每 个 点 在 此 变换 2 下 都 保留 着 自 
己 的 位 置 不 动 , 亦 即 2 是 一 个 便 等 变换 . 

性 质 s 如果 作 为 冰 数 个 反 形 变换 的 乘积 变换 yy 使 得 平面 上 有 三 个 
点 保留 着 自己 的 位 置 不 动 时 , 则 此 变换 % 必 为 关于 由 这 三 点 所 决定 的 圆 
S 的 反 形 蛮 换 , 亦 即 风 是 以 这 三 点 所 决定 之 圆 为 基 圆 的 反 形 变换 . 

性 质 6 反 形 变换 具有 保 角 的 性 质 , 亦 即 相 交 的 两 圆周 在 任意 反 形 
蛮 换 下 ,由 该 两 圆周 在 交点 组 成 的 曲线 角 , 必 等 于 由 变换 后 所 得 到 的 相 
交 圆 周 在 对 应 公共 点 所 组 成 之 曲线 角 . 

最 后 还 应 指出 , 反 形 中 心口 在 欧 氏 平面 上 没有 反 形 像 ,因为 当 > 一 
OM -> 0 时， 


2 


~ 一 OM ' 一 和 -= ce. 
二 


但 无 穷 远 点 不 在 平面 上 . 因而 预先 取 定 的 点 M 不 与 反 形 中 心 O 重合 . 另 
一 方面 , 反 形 中 心 O 也 不 可 能 是 任何 点 的 反 形 像 . 

设 罗 氏 平 面色 上 的 一 条 罗氏 直线 4 的 半径 无 限 长 ,如 图 6.4 所 示 ,a 交 
于 点 XGO 为 上 上任 一 罗氏 点 , 则 欧 氏 意义 下 的 线段 OX 为 罗氏 意义 下 的 、 
以 口 为 原点 的 一 条 罗氏 半 直 线 ( 注 意 点 和 不 在 罗氏 平面 名 上 ,因而 点 和 在 
罗氏 意义 下 ,应 视 为 无 穷 远 点 ). 类 似 地 , 设 a 为 一 条 半径 有 限 长 的 罗氏 直 
线 ,; 点 O 在 a 上 ,又 X' 为 wu 与 二 的 一 个 交点 , 则 在 欧 氏 意义 下 的 半 国 弧 
OX’' 便 是 以 O 为 原点 的 罗氏 半 直 线 之 一 . 在 同样 的 意义 下 ,点 X 被 视 为 
罗氏 意义 下 的 无 穷 远 点 ,因而 不 在 该 半 直 线 上 . 此 外 ,很 自然 地 将 罗氏 角 
定义 为 相交 于 一 点 的 两 条 罗氏 半 直 线 的 组 合 ,如 图 6.4 之 有 部 所 示 . 
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图 6.4 
还 应 声明 ,我们 在 构造 3° 之 模型 的 过 程 中 ,只 使 用 那 种 基 圆 圆周 与 
& 正 交 ,并 且 基 圆 圆 心 ( 即 反 形 中 心 ) 在 w 上 的 那 种 反 形 变换 . 如 此 , 凡 位 
于 平面 各 上 的 点 ,在 此 规定 范围 内 的 反 形 变换 下 ,总 是 变换 到 皇上 ,而 不 
会 变换 到 名 之 外 去 . 
下 面 我 们 来 给 出 罗氏 线段 和 罗氏 角 的 合同 概念 . 设 AB 和 A’B” 是 两 


个 罗氏 线段 ,如 果 存 在 着 一 串 符合 上 述 限 定 范围 内 的 反 形 变换 ,由 它们 
的 乘积 所 构成 的 变换 g, 在 欧 氏 意义 下 将 AB 变换 到 A’B , 则 称 罗 氏 线 段 
AB 与 4’B’ 是 合同 的 . 

设 一 (hh,k) 与 一 (PR ) 是 两 个 罗氏 和 角 , 如果 存在 着 一 串 符合 以 上 
限定 范围 内 的 反 形 变换 之 乘积 变换 y, 能 把 一 (ha ,RE) 的 两 条 边 ,在 欧 氏 辑 
绝 段 意义 下 变换 到 一 (PR 的 两 边 , 则 称 罗氏 角 一 (PR) 与 -一 (PR ) 
是 合同 的 . 

如 此 ,由 性 质 2 知 , 反 形变 换 之 道 痰 换 仍 为 反 形 变换 ,从 而 当 有 AB 
二 A'B’ 时 , 必 有 A'B7 二 AB. 又 由 性 质 6 知 ,在 罗氏 意义 下 合同 的 两 个 角 
在 欧 氏 意义 下 相等 ,但 在 罗氏 意义 下 合同 的 两 个 线段 ,在 欧 氏 意义 下 并 
不 是 合同 的 弧 眉 . 对 此 可 由 性 质 3 看 出 .其 中 愉 保 加 而 不 保 圆 呈 段 相等 . 

容易 证 明 , 一 条 半径 有 限 长 的 罗氏 直线 的 反 形 像 还 是 一 条 半径 有 限 
长 的 罗氏 直线 . 

现 给 出 罗氏 线段 之 中 垂 线 及 罗氏 角 之 角 平 分 线 的 作法 : 

(1) 罗氏 线段 在 罗氏 意义 下 之 中 垂 线 的 作法 :如 图 6.5 所 示 , 设 AB 
是 位 于 罗氏 直线 a 上 的 一 个 罗氏 线段 . 先 于 欧 氏 意义 下 引 A,B 两 点 之 直 
线 交 于 点 O', 再 过 点 O' 作 圆 绝 A 之 切线 切 AB 于 点 也 ,再 以 O' 为 中 
心 , 以 OD 之 长 为 半径 作 一 圆周 ,kk 位 于 马上 之 半 贺 周 ,a’ 为 一 罗氏 直 
线 .但 由 欧 氏 几何 定理 可 知 ,O'A . O'B 一 O'D', 因 而 关于 要 圆 上 有 的 反 形 
变换 g 将 点 A 变换 到 点 BB, 其 道 变换 又 将 点 B 变换 到 点 A. 而 DD 在 基 圆 
上 的 圆周 上 ,由 性 质 1 知 点 也 在 g 之 下 不 动 .此 外 ,作为 a 的 割 线 O'AB 绕 
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点 O' 转动 到 它 的 极限 位 置 O'D 的 过 程 中 , 弦 的 两 端点 的 开 何 轨迹 是 弧 
段 AD 和 DDB, 故 反 形变 换 g 正 好 把 A 户 变换 到 DB. 其 首 变 换 又 把 DB 变换 
到 A 方 . 从 而 作为 罗氏 线段 之 AD 与 DB 在 罗氏 意义 下 互相 合同 , 故 点 了 
为 罗氏 线段 AB 在 罗氏 意义 的 中 点 . 又 OD | OD ,区 a’ 与 AB 正 交 ,从 而 
在 罗氏 意义 下 ,a’ 是 AB 的 中 恒 线 ,点 A 与 B 对 称 于 罗氏 直线 a. 


图 6.5 

(2) 罗氏 角 在 罗氏 意义 的 角 平 分 线 的 作法 :如 图 6.6 所 示 , 设 a 和 a 
泡 两 条 相交 于 点 A 的 罗氏 直线 ,以 A 为 原点 到 义 方 向 的 罗氏 半 直 线 记 为 
Ph, 而 以 A 为 原点 到 X 这 一 方向 的 罗氏 半 直 线 记 为 A ,如 此 ,有 hh 与 h 组 成 
以 点 A 为 角 顶 之 罗氏 角 一 (CRP .下 文 给 出 一 CPP) 在 罗氏 意义 下 之 
角 平 分 线 的 作法 . 


图 6.6 
先 往 欧 氏 意义 下 过 点 A 分别 引 罗氏 直线 < 和 a 的 切线 a 和 1, 故 
a 的 半径 OA 与 ai 正 交 于 点 A,a’ 的 半径 OA 与 a' 正 交 于 A.ai 与 ai 在 
箭头 所 示 方 向 组 成 一 (aa 在 欧 氏 意义 下 , 作 Carsa'1) 之 角 平 分 线 


Qs; 过 点 A 引 as 之 垂 线 交 4 于 点 G. 青 以 G 为 中 心 ,以 GA 为 半径 作 一 罗 
氏 直 线 g; 显 然 a 切 g 于 点 A, 可 证 此 g 便 是 罗氏 角 一 (hh,h') 在 罗氏 意 
义 下 的 角 平 分 线 . 事实 上 ,考虑 以 罗氏 直线 g 所 在 圆周 S, 为 基 圆 的 反 形 
变换 g, 由 性 质 1 知 g 上 的 点 在 og 之 下 留 在 原来 的 位 置 不 动 , 设 a 在 oo 之 
下 的 反 形 像 为 罗氏 直线 a ,此 时 罗氏 半 直 线 h' 在 g 之 下 的 反 形 像 为 a* 
上 的 半 直 线 h' ,于 是 二 (hh',g) 与 一 Cg: 天 ) 这 两 个 罗氏 角 在 罗氏 意义 下 
合同 . 由 性 质 6 知 曲线 角 一 CA ,g) 与 (gsh') 在 欧 氏 意义 下 相等 , 故 w 
也 切 a” 于 点 A, 罗 氏 直 线 a 的 半径 OA 也 与 ai 正 交 于 点 A ,根据 欧 氏 
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几何 的 相关 定理 可 知 ,a 和 a" 之 半径 OA 与 O'A 重合 , 散 O 〇 与 O' 重合 ， 
于 是 a 与 a 重合 . 这 表明 4h 在 gq 之 下 变换 到 有 hh, 而 有 又 在 g 之 逆 变 换 下 
变换 到 有 hh. 故 罗 氏 角 一 (Pr ,g) 与 一 Cg) 在 罗氏 意义 下 合同 , 故 罗 氏 直 
线 g 为 罗氏 角 一 (hn.h') 在 罗氏 意义 下 的 角 平 分 线 . 

下 3 设 A,B 为 罗氏 直线 a 上 的 两 个 点 ,又 A’ 是 罗氏 直线 a’( 也 允 
许 a 与 a’ 为 同一 条 罗氏 直线 ) 上 的 点 , 则 在 罗氏 直线 a 上 的 点 A’ 的 某 一 
侧 , 有 和 且 仅 有 一 点 B' ,使 得 罗氏 线段 AB 与 A4B' 在 罗氏 意义 下 合同 , 即 AB 
二 AB'. 并 对 每 个 罗氏 线段 AB 都 有 AB = BA. 

现 验证 田 1 成 立 . 如 图 6.7 所 示 , 设 a 和 a 为 号 上 之 二 罗氏 直线 ,在 
a 上 取 一 罗氏 线段 AB ,又 在 a 上 取 一 点 A', 我 们 在 a 上 ,由 点 A’ 所 决定 
的 两 条 罗氏 半 直 线 中 选 定 一 条 AX' 又 允 上 两 个 罗氏 点 A 和 A’ 决定 一 条 
罗氏 直线 b. 现 作 罗氏 线段 AA' 在 罗氏 意义 下 的 中 疏 线 1,l 所 在 圆 的 圆心 
记 为 ,再 考虑 以 1 所 在 圆 为 基 贺 的 反 形 变换 yy, 再 作出 a 在 yw 之 下 的 反 形 
像 a 前 已 指出 ,a” 仍 为 一 罗氏 直线 . 又 欧 开 直线 LB 交 a” 于 点 B', 于 是 
罗氏 线段 AB' 便 是 罗氏 线段 AB 在 y 之 下 的 反 形 像 , 即 AB = 二 AB'. 如 图 6. 
7 所 示 ,考虑 以 A’ 为 康 点 的 两 条 罗氏 半 直 线 h 和 上 ,它们 组 成 以 点 A 为 
角 顶 的 罗氏 角 一 (nh,k), 现 作 一 (PR) 在 有 罗氏 意义 下 的 和 佣 平 分 线 n. 再 考 
虑 以 半 所 在 之 圆周 为 基 圆 的 反 形 变换 pg, 如 前 已 证 知 ,此 时 罗氏 半 直 线 甩 
和 到 在 wo 之 下 互 为 反 形 像 , 设 风 氏 点 刀 ' 在 op 之 下 的 反 形 像 为 请 上 的 罗氏 
点 B' ,于 是 AB' 三 AB 于 是 罗氏 线段 AB 就 在 少 和 9 的 乘积 变换 下 , 变 
换 到 罗氏 线段 AB*. 


图 6.7 
然而 公理 且 % 还 要 求 在 罗氏 半 直 线 h 上 ,唯一 地 存在 着 点 B' 使 有 


AB 二 ABi ,为 此 ,我 们 反 设 hn 上 男 有 一 点 B? ,也 使 有 AB 二 ABi ,这 表明 
另 有 一 上 串 反 形变 换 的 乘积 变换 f, 使 得 AB 在 f 之 下 变换 到 A'Bi. 再 将 上 
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述 % 和 yp 的 乘积 变换 记 为 d. 如 图 6.7 所 示 , 点 X,Y,X',Y' 分 别 表示 罗氏 
线段 AB 和 A'B* 所 在 罗氏 直线 从 不 同方 向 延长 后 与 4 在 欧 氏 意义 下 的 交 
点 ,这 些 交点 不 在 马上 ,显然 ,无 论 在 f 之 下 或 在 gq 之 下 ,X 总 是 变换 到 
X,Y 总 是 变换 到 Y 和 . 今 以 gq! 表示 9 的 逆 变 换 ,又 以 g 表示 g-! 与 了 的 乘 
积 变换 . 于 是 在 & 之 下,X' 先 由 gr 变换 到 X, 再 由 了 变 回 到 和 . 同 理 ,z 
与 A’ 在 g 之 下 也 保留 原来 的 位 置 不 动 . 如 此 ,在 变换 & 之 下 ,就 使 3 个 点 
X’,Y’,A’ 保 留 原 来 的 位 置 不 动 . 于 是 由 性 质 4 和 5 可知 ,g 或 者 是 恒 等 变 
换 , 或 者 是 关于 罗氏 直线 a’ 所 在 圆周 为 基 圆 之 反 形 变换 . 然而 汛 论 在 哪 
种 情况 ,罗氏 直线 a 上 的 每 一 点 ,在 g 之 下 都 保留 原来 的 位 置 . 因而 a 上 
的 B* 也 不 会 例外 , 亦 即 在 g 之 下 ,B* 不 能 变换 到 异 于 B' 的 点 Bi 去 , 故 
B” 点 与 Br 点 必 重 合 . 点 B' 之 唯一 性 至 此 验证 完毕 . 

又 亚 3 还 要 确立 AB 二 BA ,对 此 早 在 论 及 罗氏 线段 之 中 垂 线 时 验证 
过 了 . 

下 ?如 果 风 氏 线段 AB 和 A?B” 均 合同 于 一 个 罗氏 线段 AB, 则 有 

事实 上 ,车 有 A'B == AB ,A”B” = AB, 则 表明 存在 着 一 串 反 形变 换 
的 乘积 变换 [ ,使 得 A'B’ 变换 到 A 互 ,又 有 另 一 串 反 形变 换 的 乘积 变换 g， 
使 得 A"B7 变换 到 AB. 设 g7 为 g 的 递 变换 ,那么 AB 在 g” 之 下 就 变换 到 
AB”. 现 将 了 和 8&- 之 乘积 变换 记 为 g, 那 么 A'B7 在 g 之 下 , 先 由 变换 到 
AB ,再 由 g7 变换 到 A”B”, 这 表明 存在 一 串 反 形变 换 的 乘积 变换 ,能 使 有 


下 3 ”如 果 罗 氏 线 段 AB 和 BC 是 罗氏 直线 < 上 的 两 个 线段 ,并 且 没 
有 公共 的 内 部 的 点 ,又 A'B? 和 BC’ 为 同一 条 a 或 男 一 条 罗氏 直线 a 上 
的 两 个 罗氏 线段 ,它们 也 没有 公共 的 内 部 的 点 ,如 果 有 AB = A'B? 和 BC 
三 BC’, 则 必 有 AC = A'C”. 

事实 上 ,所 设 AB 二 A’B” 表明 存在 一 串 反 形变 换 的 乘积 变换 ,使 
得 AB 变换 到 A'B”. 此 时 罗氏 线段 A 所 在 罗氏 直线 上 的 点 C, 在 了 之 下 
也 被 变换 到 罗氏 线段 A'B 所 在 罗氏 直线 上 的 一 点 C ,并 且 不 难 确定 C* 
和 C 在 该 罗氏 直线 上 落 在 点 B’ 的 同一 侧 , 即 罗氏 线段 BC 和 BC 在 点 
B’ 的 同一 侧 , 又 由 作法 可 知 B8C' 二 BC ,又 已 知 BC 二 BC ,由 且 ? 知 有 
BC’ 二 BC ,由 于? 知 点 C'’ 与 点 C* 重合 ,这 表明 罗氏 线段 AC 在 了 之 下 
被 变换 到 罗氏 线段 A'C’, 即 AC 一 A'G 

下 i” 在 罗氏 平面 马上 , 任 给 一 罗氏 角 二 (nh,k) 和 一 罗氏 直线 a ,并 
且 预 先 指定 好 a’ 的 森 一 侧 , 令 h' 表示 由 a 上 一 点 O’ 沿 着 a 之 某 方向 出 
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发 的 一 条 罗氏 半 直 线 , 那 么 在 号 上 由 OO 出 发 ,有 且 仅 有 一 条 罗氏 半 直 线 
k& ,使 得 罗氏 和 角 一 (h,k) 合同 于 罗氏 角 一 CR 记 为 人 (hh,k) 二 
一 (CR RD) 并且 一 (PR 之 内 部 的 点 ,都 在 a 的 预先 指定 的 一 侧 . 又 对 
于 每 个 罗氏 和 角 二 (hh,k) 总 有 (Rh,kR) 寺 (hkR)y 和 人 (hk) 二 (k,nh). 

事实 上 .如 图 6.8 所 示 , 设 已 知 罗 氏 和 角 一 Ch,R) 之 角 项 六 点 O 〇 ,而 有 h 
表示 以 罗氏 点 口 为 原点 的 罗氏 半 直 线 . 如 此 ,参见 ”之 验证 手续 , 首 
先 借助 于 罗氏 线段 GD 之 中 垂 线 , 将 一 (nh,k) 的 两 边 分 别 变 换 到 h” 和 
R ,于 是 得 到 以 点 O 为 角 顶 的 罗氏 和 角 一 (CR ,RE ) ,然后 借助 于 罗氏 角 
二 (hh',h') 之 角 平 分 线 , 先 把 h* 变换 到 有 h ,再 根据 预先 所 指定 之 h 的 一 
侧 的 需要 ,或 者 把 &' 借助 于 一 (天 ) 的 角 平 分 线 一 次 变换 到 ,或 者 
此 时 不 在 所 指定 之 一 侧 的 话 ,再 将 & 借助 于 hh 变换 到 产 的 另 一 侧 , 如 此 
即 可 完成 一 (hh,k) 二 一 (PR .以 上 诸 步 又 之 细节 或 详细 论述 ,读者 可 
参见 有 之 验证 手续 一 一 补 全 . 


图 6.8 
至 于 下 :还 要 求 验 证 在 A 指定 一 侧 , 所 作 之 罗氏 角 二 (hh’,k”) 为 唯 
一 确定 之 事 , 我 们 可 反 设 一 CP,A) 既 经 过 一 串 反 形变 换 之 乘积 变换 三 变 
换 到 一 CP ,RD)， 又 经 另 一 串 反 形 变换 之 乘积 变换 g 而 使 二 (hn,k) 变换 到 
一 CR3). 现 将 了 的 道 变换 记 为 广 , 又 将 广 与 85 之 乘积 变换 记 为 4. 如 


此 ,二 (hh’,k$4) 在 g 之 下 , 先 经 让 恋 换 到 二 (h,k) ,再 经 g 变换 到 一 (C， 
k%). 参见 有 ”中 对 点 B* 之 唯一 性 的 验证 手续 ,同样 根据 性 质 4 和 5 可 证 
变换 gag, 要 么 是 个 恒 等 变 换 , 要 么 是 关于 罗氏 半 直 线 产 所 在 圆周 S 为 基 圆 
的 反 形 变换 . 如 果 是 前 者 , 则 一 (hh ,k14) 与 了 (nh' ,R41) 重合 ,如 果 是 后 者 ， 
则 一 (PR 与 一 (AR 在 关于 S 的 反 形 变换 下 五 为 反 形 像 ,因此 罗氏 
半 直 线 k&' 要 么 是 Ri ,要 么 是 R2 ,不论 哪 种 情况 ,都 唯一 确定 . 

又 了 LH? 还 要 求 一 (天 ,R) 和 一 (PR) 和 一 (PR) = 于 CR ,因为 虱 等 
变换 可 视 为 一 个 反 形 变换 和 它 的 闭 变 换 的 乘积 , 故 和 人 (hh,k) 二 人 (hk). 
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而 对 于 一 (Ph,R) = 一 CE,P)， 只 要 作 罗 氏 角 一 (CR) 在 罗氏 意义 下 的 角 
平分 线 , 即 可 验证 其 为 真 . 

再? 设 A.B,C 为 马上 不 在 同一 条 罗氏 直线 上 的 三 个 罗氏 点 . 又 
A ,B’',C 是 马上 不 在 同一 条 罗氏 直线 上 的 另外 三 个 罗氏 点 . 如 果 罗 氏 
线段 有 AB 二 A'B’ ,AC 二 AO', 又 罗氏 和 角 一 (BAOC) 二 (CB'A'C), 则 必 
有 罗氏 和 一 (ABC) 二 了 (AB’C ) 与 (ACB) 二 (A’C’B .其 中 罗 
氏 角 一 CBAC) 表示 以 人 A 为 和 角 顶 ,以 由 A 到 B 的 方向 的 罗氏 半 直 线 和 由 
A 到 C 之 方向 的 罗氏 半 直 线 为 角 边 所 组 成 之 罗氏 角 , 余 类 推 . 

事实 上 ,如 图 6.9 所 示 , 设 由 A 到 BB 与 C 方 向 的 罗氏 半 直 线 分 别 为 hh 和 
,由 A 到 B 与 C 方向 之 罗氏 半 直 线 分 别 为 h 和 ,因为 已 知 一 CBAC) 
= 了 一 (B'A'C'’), 故 知 有 一 串 反 形变 换 的 履 积 变换 gq, 使 得 h 变换 到 有 hh’, 以 及 
变换 到 kk, 又 因 已 知 AB 二 AB',AC 二 AC'. 歼 在 gg 之 下 .h 上 的 点 B 变 
换 到 B ,而 kk 上 的 点 变换 到 C'. 由 公理 了 和 了 IT” 知 , 罗 氏 点 BB 和 C 决 定 一 
条 罗氏 直线 ,又 罗氏 点 B 和 C 也 决定 一 条 罗氏 直线 1. 今 设 1 在 gog 之 下 被 
变换 到 罗氏 直线 , 因 前 已 指出 ,罗氏 点 B.C 在 gg 之 下 分 别 变 换 到 罗氏 点 
B 与 C, 帮 六 必 通过 B 与 C, 故 与 为 同一 条 罗氏 直线 .这 表明 罗氏 和 角 
一 (ABC) 的 两 条 边 ,在 op 之 下 分 别 变换 到 罗氏 角 一 (ABC 的 两 条 边 , 故 
一 (ABC) 二 一 (ABC 同 理 可 见 一 (ACB) = 一 (AMC 


第 四 组 连续 公理 Nr ~ >: 

我 们 在 1. 3 节 之 末 曾 指出 :在 Hilbert 所 给 的 Euclid 几何 公理 系统 
中 ,第 四 组 连续 公理 Ni、N; 有 一 个 重要 的 等 价 命题 , 即 所 谓 关 于 自 线 上 
所 有 点 的 Dedekind 制 切 原理 . 因而 在 这 里 只 要 验证 下 述 公理 N5 能 以 成 
立即 可 . 

Wr 设 < 为 多 上任 一 罗氏 直线 , 则 Dedekind 市 切 原理 对 于 a 的 有 
序 点 集 而 言 是 成 立 的 . 

事实 上 ,我 们 在 验证 顺序 公理 [I? 一 I? 时 ,已 经 确定 了 任 一 罗氏 直 
线 wx 的 有 序 点 集 与 欧 氏 意义 下 平行 于 4 之 直线 的 有 序 点 集 之 间 ,存在 
着 保 序 的 一 一 对 应 关系 . 因而 由 Dedekind 制 切 原理 对 wu 之 有 序 点 集 的 
真实 性 ,直接 推 知 Dedekind 制 切 原 理 对 x 之 有 序 点 集 的 真实 性 .直接 推 
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知 Dedekind 朝 | 雪 原理 对 于 允 氏 直线 < 的 有 序 点 和 集 是 成 立 的 . 

第 五 组 平行 公理 V : 

V 过 多 上 任 一 已 知 罗 氏 直 线 外 的 任 一 罗氏 点 ,至 少 能 引 两 条 罗氏 
直线 与 该 已 知 罗 氏 直 线 在 罗氏 平面 名 上 没有 公共 点 . 

事实 上 ,如 图 6. 10 所 示 , 设 a 表示 上 任 一 半径 有 限 长 的 罗氏 直线 ， 
其 圆心 为 wu 上 的 点 QO, 并 且 与 4 正 交 于 点 久 和 YY 两 点 ,A 为 马上 不 在 a 上 
的 一 个 罗氏 点 , 现 于 欧 氏 意义 下 联结 A 和 X, 并 作 线 段 AX 之 中 翟 线 交 u 
于 0O’, 再 以 CO 为 中 心 ,以 OA = 二 O'X 为 半径 作 圆 k' ,显然 Rk 与 a 所 在 圆 
周 上 有 相 切 于 点 XX, 易 见 在 欧 氏 意义 下 ,点 XX 是 & 和 k' 之 唯一 的 公共 点 . 又 
k’ 在 名 上 的 部 分 wa 为 名 上 的 一 条 过 罗氏 点 A 的 一 条 罗氏 直线 ,我 们 断 
盲 罗 氏 直 线 a 和 a 在 罗氏 平面 多 上 没有 公共 点 ,只 要 注意 到 点 六 在 u 上 
而 不 为 马上 的 罗氏 点 . 完全 类 似 地 ,过 罗氏 点 A 且 于 w 正 交 于 YY 的 罗氏 
直线 a 与 a 在 全 上 也 没有 公共 点 . 因而 过 点 A 至少 存 在 所 作 之 两 条 罗氏 
直线 a 与 a 在 马上 与 a 不 相交 . 


图 6. 10 
此 外 , 当 罗 氏 直 线 a: 的 半径 无 限 长 且 与 w“ 正 交 于 点 QZ 时 , 设 A' 是 名 
上 且 在 ca: 外 的 一 点 , 则 如 图 6. 10 所 示 :, 在 名 上 也 至 少 存 在 着 两 条 罗氏 直 


线 , 它 们 过 罗氏 点 A' 而 在 号 上 与 a 没有 公共 点 ,其 一 是 过 A“ 且 半 径 无 
限 长 的 罗氏 直线 ai , 另 一 条 是 过 A' 而 与 正 交 于 罗氏 点 Z 的 罗氏 直线 
a? ,因而 不 论 哪 种 情形 ,我 们 都 验证 了 V" 是 成 立 的 . 

至 此 我 们 已 经 实现 了 在 欧 氏 系统 中 构造 罗氏 平面 几何 系统 2 之 模 
型 的 目标 . 这 一 模型 的 构造 成 功 , 表 明了 这 样 一 个 事实 , 即 只 要 假定 
Euclid 几何 公理 系统 是 无 矛盾 的 , 则 JIoG6aueBcKH 六 几何 公理 系统 也 一 定 
是 相 容 的 . 因为 车 设 JIogadeacKkH 站 几何 系统 中 出 现 正 反 两 个 矛盾 命题 的 
话 , 则 只 要 按照 构造 模型 时 所 取 几 何 元素 的 对 应 名 称 翻 译 一 下 ,就 将 出 
现 Euclid 几何 系统 之 全 开 半 平面 名 上 的 点 和 正 交 于 x 的 半圆 周 等 之 间 
的 两 个 到 盾 命 题 : 从 而 Euclid 几何 公理 系统 , 便 成 为 不 协调 系统 ,从 而 政 
盾 于 原 设 . 至 此 我 们 已 完成 了 JIo6auescrni 几何 公理 系统 相对 于 Euclid 
几何 公理 系统 的 相对 相 容 性 证 明 . 
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然而 新 闻 题 又 来 了 ,人 们 不禁 要 问 ,Euclid 几何 公理 系统 的 相 容 性 
又 如 何 ? 因 为 过 去 之 所 以 认为 Euclid 几何 公理 系统 比较 可 靠 , 仅 仅 是 依 
靠 常 识 和 直观 感觉 . 但 由 于 Descartes 创立 了 解析 几何 ,直接 启发 人 们 在 
实数 系统 中 去 构造 Euclid 几何 公理 系统 模型 ,结果 这 样 的 模型 也 构造 成 
功 了 .这 表明 JIo6aueBcrka 站 8 几何 系统 的 相 容 性 又 进一步 归结 到 了 实数 系 
统 的 相 容 性 . 至 于 如 何在 实数 系统 中 构造 Euclid 几何 系统 的 模型 一 事 ， 
我 们 就 不 再 详 加 讨论 了 ,有 兴趣 的 谈 者 可 阅读 文献 [5j4. 3 节 的 内 容 , 在 
那里 有 详细 的 论述 . 然而 问题 至 此 尚未 了 结 , 人们 会 继续 问 及 实数 系统 
的 相 容 人 性 又 如 何 ? 后 来 Dedekind 又 将 实数 系统 的 无 耶 盾 性 归结 到 自然 
数 系 统 的 相 容 性 ,最 后 Frege 又 将 自然 数 系 统 的 协调 性 归结 到 集合 论 系 
统 的 相 容 性 . 然而 集合 论 的 相 容 性 又 如 何 呢 ?这 也 正好 是 本 书后 文 要 详 
加 讨论 的 主要 议题 之 一 .在 此 暂且 搁置 一 下 . 


正如 上 节 所 论 , 只 要 假定 自然 数 系统 是 相 容 的 ,那么 Euclid 几何 系 
统 与 Jo6adepcrkH 站 几何 系统 都 是 相 容 的 . 此 外 ,我 们 已 知 上 述 两 个 几何 
公理 系统 有 一 个 公共 部 分 ,被 称 为 绝对 几何 系统 . 进而 Euclid 几何 系统 
便 是 绝对 几何 系统 外 加 第 五 公设 构成 ,JIo6adeBcKkH 首 几何 系统 却 是 绝对 
几何 系统 外 加 罗氏 公设 而 构成 .并且 1.1 节 中 所 述 第 五 公设 问题 .无非 
就 是 问 第 五 公设 能 否 在 绝对 几何 公理 系统 中 作为 定理 而 证 明之 . 我们 说 
只 要 JIo6auescrn 站 几何 公理 系统 是 无 子 盾 的 ,就 能 确保 第 五 公设 不 能 从 
绝对 几何 系统 中 推导 出 来 , 亦 即 第 五 公设 在 Euclid 几何 公理 系统 中 是 独 
立 于 其 他 公设 和 公理 的 . 否则 , 若 设 在 绝对 几何 系统 中 能 把 第 五 公设 推 
导出 来 的 话 , 则 此 时 第 五 公设 及 其 理 命 题 ( 即 罗氏 公设 ) 就 在 系统 内 同 
时 成 立 ,以致 JHo6aaeacrr 站 几何 系统 为 也 盾 系统 了 . 从 而 矛盾 于 上 面 所 
说 JIo6auescrun 几何 系统 为 相 容 系统 这 一 事实 本. 

普遍 地 说 , 若 要 证 明 某 公理 系统 三 中 某 条 公理 对 于 系统 内 其 余 公 
理 在 逻辑 上 的 独立 性 ,只 要 由 对 中 去 掉 o, 同 时 又 引进 o 的 和 否 命 题 门 ,使 
之 构成 另 一 公理 系统 三 , 虽 p 

互 ' 一 ( 王 一 o) 十 站 
然后 证 明王 为 协调 即 可 ， 
现 讨 论 一 下 Euclid 几何 系统 与 JIo6adeBcKH 站 几何 系统 的 完备 性 要 
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求 . 汶 此 ,让 我 们 给 出 所 请 公理 系统 之 不 同 模型 之 间 的 同 构 概念 . 假设 三 
为 一 已 知 的 公理 系统 ,而 三 在 两 个 不 同 的 对 象 集合 S 和 SS 上, 分别 构 造 
了 两 个 模型 zs 和 互 s ,如 果 EZ; 与 Es 之 间 可 以 建立 这 样 的 一 一 对 应 ,使 得 
对 应 元 素 之 间 有 同样 的 相互 关系 . 就 说 两 个 模型 Es 和 三 s 是 同 构 的 . 

车 以 几何 模型 作 解 释 时 ,所 谓 同 样 的 相互 关系 ,就 是 指 zs 的 点 A 和 
直线 a, 分 别 对 应 于 Es 中 之 点 A 和 和 直线 a 时, 如果 在 5 中 点 A 落 在 直 
线 a 上 , 则 在 三 zs 中 也 有 点 A“ 落 在 直线 a 上 ,如 此 等 等 . 

现 若 将 Euclid 几何 公理 系统 中 的 结合 公理 11 ,4,1T; 作 为 一 个 独立 
的 公理 系统 ,并 记 为 3. 再 将 某 个 三 角形 的 三 个 顶点 叫做 三 的 点 ,三 条 边 
叫做 三 的 直线 . 如 此 ,我 们 就 有 了 一 个 共有 六 个 对 象 作为 元 素 的 集合 , 记 
为 o. 这 个 三 角形 就 是 三 在 o 上 的 一 个 模型 , 记 为 M. 为 什么 ?因为 容易 验 
证 三 的 三 条 公理 的 要 求全 部 得 到 满足 .例如 ,对 公理 工 而 言 , 要 求 对 任何 
两 点 都 有 一 直线 连结 它们 ,这 里 对 三 角形 的 任何 两 个 项 点 ,都 有 一 条 边 
联结 它们 . 故 五 在 M 中 是 满足 的 . 其 余 可 类 似 地 加 以 验证 . 

让 我 们 在 三 中 增加 5 条 新 的 公理 [一 【:， 即 把 Euclid 几何 系统 中 
的 结合 公理 工 一 I 加 到 三 中 去 ,使 之 扩大 为 包含 1 一 1: 这样 8 条 公理 
的 一 个 公理 系统 . 记 为 态 . 现 将 一 个 四 面体 的 4 个 项 点 叫做 三 ' 的 点 ,6 条 
楼 叫做 三! 的 直线 ,4 个 面 叮 做 写 ! 的 平面 :如 此 我 们 得 到 一 个 共有 14 个 对 
象 的 集合 o. 读者 不 难 一 一 验 让 这 个 四 面体 正好 是 2, 在 o 上 的 一 个 模 
型 , 记 为 Mi- 

再 让 我 们 在 中 加 入 新 的 公理 ,一 直 扩 充 到 Euclid 几何 公理 系统 
的 全 部 公理 都 在 内 而 构成 一 个 公理 系统 ; 记 为 马 ,如 前 文 已 指出 过 ,我们 
可 以 利用 解析 几何 的 成 果 , 在 实数 集 o: 上 构造 出 ,( 即 Euclid 几何 系统 》 
的 模型 Mi;. 

应 该 指出 ,上 述 M 和 IM 也 可 视 为 三 在 o, 和 oa 上 的 模型 . 因为 三 的 
三 条 公理 了, 工 ; 了 显然 必须 在 Mi 和 AM 上 得 到 满足 .然而 此 人 处 作为 三 的 
这 三 个 模型 M,Mi ,MM 显然 都 是 互 不 同 构 的 - 因为 它们 所 在 对 象 集合 之 
间 不 存在 一 一 对 应 关系 ,更 谈 不 上 其 他 了 . 

从 上 面 讨论 可 看 出 :一 个 公理 系统 中 的 公理 意 少 , 则 选取 它 的 模型 
的 自由 度 愈 大 . 反之; 不断 地 将 一 个 公理 系统 扩大 (当然 要 求 加 进去 的 新 
公理 ,对 于 原 有 的 公理 而 言 , 应 保持 其 独立 性 和 相 容 性 〉 时 , 则 能 以 成 为 
该 扩大 中 的 公理 系统 之 模型 数 就 不 断 地 减少 .例如 ,上 述 M 不 得 为 互 ! 或 
三 , 的 模型 .Mi 不 能 成 为 Ma 的 模型 ,而 KM 和 Mi 均 可 为 三 的 模型 等 - 

基于 如 上 所 论 之 意义 ,人 们 又 将 几何 公理 系统 的 完备 性 概念 叙述 
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为 :已 知 的 公理 系统 叫做 完备 的 ,如 果 它 的 所 有 模型 都 是 互相 同 构 的 .” 
在 此 完备 性 意义 下 ;人们 可 以 验证 Euclid 几何 公理 系统 是 一 个 完备 的 公 
理 系 统 , 因 为 Euclid 几何 公理 系统 有 一 个 在 实数 域 上 的 模型 ,通常 叫做 
Descartes 模型 ,进而 可 以 证 明 Euclid 几何 公理 系统 的 任何 其 他 模型 都 
和 所 说 的 Descartes 模型 同 构 ,从 而 都 是 互相 同 构 的 . 另 一 方面 ,人 们 也 
能 验证 JIo6auesckni 几何 公理 系统 ,在 上 上 述 完 备 性 意义 下 也 是 完备 的 . 
至 于 其 中 的 具体 验证 手续 与 过 程 ,在 这 里 就 不 讨论 了 . 有 兴趣 的 读者 可 
查阅 文献 L5] 中 4.4 节 和 4.5 节 的 相关 内 容 .在 那里 还 有 Hilbert 关于 完 
备 公 理 的 经 典 陈述 ,以 及 该 完备 公理 与 Cantor 公理 W: 在 Hilbert 之 
Euclid 几何 系统 中 的 等 价 性 证 明 . 还 有 Cantor 公理 有 :在 该 系统 中 的 独 
立 性 证 明 等 .所 有 这 些 以 及 旭 何 在 JIo6auescrn 几何 系统 的 特殊 曲面 
《如 等 距 面 和 极限 球面 ) 上 构造 不 同 的 几何 模型 等 ,都 不 可 能 在 本 书 中 
详 加 论述 . 因为 一 方面 ,公理 化 方法 和 基础 问题 均 始 于 几何 基础 的 研究 ， 
从 而 作为 一 本 以 数学 基础 问题 的 讨论 为 主题 内 容 的 著作 ,不 能 不 从 几何 
茜 础 的 讨论 开始 ,并 论 及 其 主要 的 历史 发 展 和 思想 方法 .但 在 另 一 方面 ， 
几何 基础 毕 竞 不 是 数学 基础 的 中 心 主题 ,所 以 对 它 的 讨论 ,无 论 从 宽度 
还 是 深度 来 看 ,都 必须 受到 得 体 和 适度 的 控制 . 
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第 2 全 悖 论 与 精确 性 经 典 数 学 
的 理论 基础 问题 


2. 1 古典 集合 论 的 诞生 及 其 思想 方法 


古典 集合 论 是 德国 大 数学 家 Cantor 在 19 世纪 所 创立 的 一 个 数学 
学 科 , 当然, 从 古典 集合 论 到 近代 公理 集合 论 的 发 展 来 看 ,集合 论 更 是 现 
代数 理 逻 辑 的 一 个 重要 分 支 , 对 此 ,读者 可 参阅 文献 L8 之 绪论 中 的 相关 
内 容 . 另外 ,我 们 在 《集合 论 导 引 》 中 第 1 章 中 讨论 过 集合 论 发 展 的 历史 
概要 ,其 中 不 仪 小 及 古典 集合 论 的 创立 ; 辣 时 还 论 及 了 古典 集合 论 的 先 
驱 发 展 . 在 这 里 ,我 们 就 侧重 于 数学 基础 方面 略 述 其 中 的 相关 内 容 . 
数学 发 展 到 19 世纪 ,特别 是 由 于 当时 的 工业 科学 与 自然 科学 鞍 勃 

发 展 的 刺激 ,使 数学 进 人 了 一 个 大 发 展 时 期 ,数学 诸 分 支 , 不 论 是 几何 、 
代数 还 是 分 析 ,都 得 到 了 长 足 的 发 展 , 以 至 于 迫切 需要 为 数学 诸 分 支 寻 
找 一 个 共同 的 理论 基础 . 正 是 在 这 样 的 历史 背景 下 .Cantor 系统 地 总 结 
子 长 期 以 来 数学 之 认识 与 实践 ,终于 在 集 理 论 的 研究 和 认识 上 ,从 零碎 
不 全 的 初级 阶段 上 升 到 系统 展开 的 理论 阶段 .实际 上 ,关于 集合 其 或 无 
穷 集 合 之 萌芽 ,一 直 可 起 泣 到 Euclid 著述 几何 原本 的 时 代 , 因 为 Euclid 
确立 了 空间 是 位 置 点 之 无 限 堆 积 的 观点 . 但 在 往 后 的 很 长 历史 阶段 中 ， 
人 们 一 直 没 有 认真 地 研究 过 集合 和 无 穷 集合 的 概念 . 直到 17 世纪 ,Gali- 
leo 发 现 了 “自然 数 全 体 ” 能 与 “平方 数 全 体 ” 建 立 一 一 对 应 , 亦 即 : 

1， 2 ， 3 ， “, ?72 。 

1 1 1 

1:, 2:, 3:, 1£*, nn, 
从 而 在 此 意义 上 可 以 认为 部 分 自然 数 的 个 数 与 全 体 自 然 数 之 个 数 是 相 
同 的 ,这 就 动摇 了 自古 以 来 “全 体 大 于 部 分 ”这 一 公认 无 疑 的 原则 .实际 
上 ,“ 全 体 大 于 部 分 ”这 一 原则 是 基于 有 穷 性 事物 之 上 抽象 出 来 的 ,对 于 
无 限 性 对 象 来 说 ,该 原则 就 未 必 成 立 . 从 而 Galileo 的 发 现 就 大 大 刺激 人 
们 去 探索 和 研究 无 穷 集 合 , 后 来 ,有 如 Dedekind 和 Cantor 等 数学 家 , 曾 
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基于 有 穷 集 合 不 可 能 出 现 Galileo 发 现 的 类 同情 况 ,进而 用 “能 和 否 与 自身 
之 真子 集 建 立 一 一 对 应 关系 ”去 划分 有 穷 集合 与 无 穷 集 合 . 然而 总 体 上 
和 看 ,在 19 己 纪 Cantor 以 前 ,对 于 无 限 集 的 认识 和 斌 究 ,一 直 还 是 加 留 于 
零碎 不 全 的 认识 与 研究 中 ,只 有 Cantor 才 使 得 对 集 理 论 的 研究 系统 化 ， 
使 之 作为 一 门 独立 的 数学 分 科 确 立 起 来 ,缔造 了 一 门 饭 新 的 数学 学 科 
一 一 和 集合 论 . 相对 于 后 来 发 展 起 来 的 近代 公理 集合 论 而 言 , 通 常 称 Can- 
tor 当时 所 建立 起 来 的 集合 论 为 古典 集合 论 , 又 因 交 Cantor 仅 以 朴素 的 
形式 陈述 它 的 理论 , 既 没 有 公理 化 ,更 没有 形式 化 , 故 又 有 素 朴 集合 论 吕 
之 称 . . 

对 于 Cantor 创建 古典 集合 论 的 学 术 意 义 和 历 史 功 绩 , 应 当 指 出 如 
下 两 点 : 

第 一 ,扩充 了 数学 研究 对 象 . 如 所 知 ,数学 研究 对 象 是 在 不 断 扩 充 之 
中 逐步 丰富 起 来 的 ,例如 , 微 积 分 的 创立 完成 了 数学 研究 对 象 从 常量 到 | 
变量 的 扩充 ,而 概率 论 的 诞生 完成 丁 数学 研究 对 象 从 确定 性 到 随机 性 的 
再 扩充 . 而 古典 集合 论 的 建立 , 则 完成 了 数学 研究 对 象 由 有 限 与 潜 无 限 
到 实 无 限 的 再 扩充 ,也 就 是 说 , 实 无 限量 性 对 象 是 在 Cantor 建立 古典 集 
合 论 之 后 , 才 被 明确 引入 数学 领域 中 的 . 正 因 为 如 此 ,Hausdorff 才 说 : 
“从 有 限 推进 到 无 限 ., 乃 是 Cantor 的 不 朽 功 续 . ”0 

第 二 ,为 精确 性 经 典 数学 的 各 个 数学 分 支 提 供 了 一 个 共同 的 理论 基 
础 . 这 首先 是 因为 集合 论 的 思想 和 方法 渗透 到 经 典 数 学 的 各 个 分 支 中 ， 
例如 ,没有 集合 论 就 不 会 有 测度 论 ,也 就 不 会 有 摘 “ 述 性 的 实 变 画 数论 . 又 
如 抽象 空间 理论 的 研究 ,在 近代 数学 的 发 展 中 据 有 重要 地 位 ,但 各 种 抽 
象 空 间 ,无 非 都 是 具有 各 种 特殊 结构 的 无 限 集 ,它们 不 仅 以 集 的 概念 作 
为 基础 :也 从 集合 论 中 吸取 了 研究 方法 .再 说 近世 代数 主要 是 探讨 具有 
某 些 结 合 规 律 之 元 素 系 统 的 构造 ,在 这 里 集合 的 概念 也 是 基本 的 ,而 集 
合 论 中 的 思想 方法 ,也 同样 渗透 进 代 数 领域 ,如 此 等 等 . 其 次 是 整个 精确 
性 经 典 数学 都 能 在 集合 论 基 础 上 被 推导 出 来 ,这 就 是 说 ,任何 一 条 数学 
定理 ,都 能 从 集合 论 的 思想 规定 出 发 :把 它 推导 出 来 ,而 且 , 任 何 一 个 数 
学 概念 ,都 能 从 集合 论 的 概念 出 发 ,把 它 定义 出 来 .再 则 正如 本 书 1.6 节 
之 末 所 论 及 的 ,关于 JIo6auesckn 站 几何 的 相对 相 容 性 证 明 , 最 后 被 归结 
到 集合 论 的 相 容 性 证 明 . 基于 如 上 所 论 ,几乎 一 致 公认 ,整个 精确 性 经 典 
数学 都 可 更 定 在 集合 论 的 基础 上 ,也 就 是 说 ,集合 论 是 经 典 数 学 各 个 分 


人 @ 我们 称 “ 素 朴 集合 论 ”, 而 不 叫做 “朴素 集合 论 ”, 完 全 是 遵从 数学 界 的 约定 俗 成 . 
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支 的 共同 的 理论 基础 . 

正如 上 文 所 已 提 及 ,古典 集合 论 的 创始 者 Cantor 仅 以 朴素 的 形式 
陈述 它 的 理论 , 既 没 有 明确 原始 (基本 ) 概 念 ,也 没有 罗列 其 不 证 自明 的 
思想 规定 . 当然 ,也 更 谈 不 上 公理 化 和 形式 化 了 . 虽然 如 此 ,只 要 我 们 对 
古典 集合 论 的 内 容 细 加 分 析 和 概括 总 结 , 就 会 看 出 Cantor 当时 的 几 个 
主要 的 基本 原则 或 思想 方法 ,不 外 乎 是 :概括 原则 ,外 延 原 则 ,一 一 对 应 
原则 ,延伸 原则 ,穷竭 原则 和 对 角 线 方法 . 其 中 概 插 原 则 与 外 延 原则 用 于 
造 集 并 确定 集 与 集 的 相等 ,一 一 对 应 原则 与 对 角 线 方法 用 于 引出 基数 概 
念 和 确定 更 大 基数 的 存在 .延伸 原则 与 穷竭 原则 实质 上 用 于 描 叙 良 序 集 
的 生成 和 实 无 限 研 究 对 象 的 确立 . 

首先 让 我 们 来 谈 谈 基本 概念 的 问题 . 文献 [8] 中 2. 1 节 开 头 指出 : 
“任何 一 个 理论 系统 ,都 包含 着 一 些 不 加 定义 而 直接 引入 的 基本 概念 . 例 
旭 ,Euclid 几何 系统 或 JIo6adeBcKkH 才 几何 系统 中 的 点 、 直线 和 平面 ,…， 
都 是 它们 所 属 系 统 中 之 基本 概念 .” 在 这 里 ,集合 也 是 这 样 一 个 基本 概 
念 , 近 代 公 理 集 合 论 者 ,都 放弃 了 对 集合 下 定义 的 做 法 ,把 它 作 为 基本 概 
念 引 入 . 事实 上 ,一 个 理论 系统 包含 着 某 些 不 加 定义 的 基本 概念 是 合 平 
情理 的 ,因为 对 任何 一 个 概念 下 定义 ,必须 借助 于 比 它 更 为 基本 的 概念， 
从 而 在 一 个 理论 系统 中 ,如 此 倒 推 下 去 ,最 后 总 有 一 些 概念 再 也 找 不 出 
比 它 更 为 基本 的 概念 用 以 定义 它 , 只 能 自 相 地 通过 举例 、 说 明 或 铝 如 而 
描述 之 . 

古典 集合 论 的 创始 者 Cantor 曾 想 给 集合 的 概念 下 个 定义 ,他 指出 : 
“把 一 些 明 确 的 (确定 的 ) .彼此 有 区 别 的 .具体 的 或 想象 中 抽象 的 东西 看 
作 一 个 整体 , 便 叫 做 集合 . ”Cantor 本 人 认为 如 此 一 番 描 述 已 给 集合 下 了 
一 个 定义 ,其 实 不 然 , 因 为 诸如 整体 、 总 体 、 总 合 . 集 合 等 都 是 等 价 概念 ， 
亦 就 是 说 ,Cantor 在 这 里 使 用 了 与 集合 相等 价 的 概念 (整体 ) 去 定义 集合 
概念 ,也 就 是 Hausdorff 所 指出 的 : “Cantor 在 用 莫 明 定义 莫 明 . ”中 所 以 
Cantor 这 类 说 法 ,只 是 一 种 同 义 反 复 , 只 能 当 作 一 种 说 明 , 当 作 是 对 原始 
的 “人 所 公认 的 思维 过 程 的 指证 .“ 这 种 思维 过 程 之 演变 为 更 原始 的 过 
程 ,迄今 没有 实现 . "or 对 于 集合 概念 的 描述 ,JITyana 有 一 个 很 好 的 说 上 明 : 
“我 们 想象 有 一 个 透明 而 不 可 穿 过 的 于 膜 ,就 像 一 只 严密 封闭 的 袋子 . 假 
设 在 这 个 曼 膜 中 包含 了 一 个 给 定 的 集合 M 的 所 有 元 素 , 而 旦 在 这 历 腊 
中 ,除了 这 些 元 素 以 外 ,再 没有 任何 别 的 东西 ,…:, 这 个 包含 了 所 有 元 素 
(而 且 除 了 它们 以 外 ,没有 任何 别 的 东西 ) 的 透明 训 膜 ,也 足以 用 来 很 好 
地 表示 将 诸 元 素 。 汇 集 在 一 起 的 那个 作用 ,由 于 这 汇集 作用 的 结果 , 才 
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产生 了 集合 M. ”根据 上 述 Cantor 关于 集合 的 描述 和 JIysaa 的 说 明 可 
知 , 人 和 作 为 一 个 集合 而 言 , 它 所 小 及 的 不 仅 是 构成 集合 的 对 人 象 ( 即 它 的 元 
素 ), 而 更 重要 的 还 要 涉及 使 这 些 对 和 象 构 成 一 个 整体 的 那 种 汇集 作用 . 

现在 让 我 们 来 谈 Cantor 倒 建 古典 集合 论 的 思想 方法 . 作为 Cantor 
建立 古典 集合 论 的 一 个 最 重要 的 思想 方法 就 是 概括 原则 的 使 用 ,该 原则 
显得 自然 和 直观 ,使 用 起 来 又 方便 有 力 . 当然 ,在 Cantor 的 早期 工作 中 ， 
并 没有 将 该 原则 的 思想 明确 立 为 公理 ,而 只 是 隐蔽 地 被 使 用 ,后 来 ,直到 
Erege 才 公 开 而 明确 地 作为 公理 模式 使 用 之 . 所 谓 概 插 原 则 ,通俗 地 说 ， 
就 是 任 给 一 个 性 质 户 ,我 们 就 能 把 所 有 满足 所 给 性 质 户 的 对 象 , 也 仅 由 这 
些 具 有 性 质 pp 的 对 和 象 汇集 在 一 起 而 构成 一 个 集合 . 用 符号 来 表示 就 是 

G— (lg| p(tg)}. 
其 中 “|” 左 边 的 g 表示 集合 G 的 任 一 元 素 , 而 “|” 右 边 的 PC) 表示 GG 的 
元 素 & 具有 性 质 户 ,又 1 } 表示 把 所 有 具有 性 质 p 的 对 每 g 汇集 成 一 个 
集合 -因此 ,概括 原则 的 另 一 表达 式 就 是 
Veg(l(g 和 毛 Ce<> 户 (SEE))- 
亦 即 G 的 任 一 元 g 必 具 有 人 性质 p ,而 任 一 具有 性 质 p 的 对 象 必 为 集合 GG 
的 元 素 . 如 果 用 数理 逻辑 的 术语 来 说 ,概括 原则 指 的 是 任 给 只 含 一 个 自 
由 蛮 元 工 的 公式 下 , 则 总 有 一 集 A, 它 恰 由 所 有 满足 下 的 x 所 组 成 .应 当 
指出 ,概括 原则 在 一 阶 逻 辑 中 是 公理 模式 ,因而 不 是 一 条 公理 ,实际 上 是 
无 穷 多 条 公理 ,其 符号 表达 式 为 
Vr- Vx dyVilt EE yr p(t, rs ,Ha )). 

通常 用 蕊 表示 所 有 的 概括 原则 公式 所 构成 的 集 . 若 对 其 中 所 出 现 的 公 
式 册 加 以 种 种 不 同 的 限制 ,如 不 含量 词 或 不 含 参 数 zz 就 能 构成 
5 的 各 种 各 样 的 真子 集 ,; 这 是 一 些 特殊 类 型 的 真 包 合 于 Zo 中 的 概括 原 
则 公式 的 集合 ,通常 记 为 ,Bi ，…- 

对 于 概括 原则 的 认识 和 使 用 ,除了 上 文 已 经 指出 的 ,这 是 一 个 公理 
模式 而 不 是 一 条 公理 之 外 ,还 应 注意 如 下 几 点 : 

(C1) 对 于 概括 原则 中 所 涉及 的 那个 用 以 得 集 的 性 质 p ,必须 是 精确 
的 和 界线 分 明 的 : 亦 即 对 于 世界 土 任何 对 象 二 ,要么 工具 有 性 质 p( 即 
pCx)) ;要么 工 不 具有 性 质 p( 即 站 pcx)). 如 果 所 给 性 质 p., 存 在 对 和 象 z， 
它 部 分 地 有 具 有 性 质 p ,或 者 说 不 清楚 该 x 是否 具有 性 质 p, 则 该 性 质 记 就 
不 是 精确 的 或 界线 分 明 的 ,从 而 也 就 不 是 概括 原则 或 Cantor 意义 下 用 
以 造 集 的 性 质 . 例如 ,所 有 美男 子 ( 性 质 p) 就 不 能 在 Cantor 意义 下 或 概 
括 厚 则 意义 下 组 成 集合 ,因为 所 给 性 质 六 美男 子 ) 不 是 一 个 精确 的 或 界 
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线 分 明 的 性 质 , 事 实 上 ,存在 着 这 样 的 男人 ,他 是 否 有 具有 性 质 p( 美 男子 》 
是 不 能 明确 判定 的 . 还 应 指出 ,对 于 认识 ,理解 和 使 用 概括 原则 之 如 上 所 
说 的 要 求 , 并 没有 什么 明文 叙述 ,只 是 一 种 无 形 中 必须 遵守 和 贯彻 的 前 
提 ,从 本 质 上 说 ,这 与 文献 L9]1.4 节 所 论 之 自述 情况 是 一 致 的 ,就 是 在 
经 上 典 二 值 迎 辑 和 精确 性 经 典 数 学 中 ,一 方面 不 将 “无 中 介 原 则 ”明文 立 
为 公理 ; 另 一 方面 却 将 该 “无 中 介 原 则 ”贯彻 始终 .有 兴趣 的 读者 不 妨 对 
照 分 析 之 . 

(2) 在 古典 集合 论 中 ,对 于 任何 一 个 上 述 (1) 中 所 论 之 界线 分 明 的 
精 伯 性 质 p, 均 可 在 概括 原则 意义 下 构造 集合 , 亦 即 在 精确 性 质 前 提 下 ， 
概括 原则 的 造 集 功能 不 受 任何 限制 ,完全 自由 . 

《3) 对 于 任意 一 个 Cantor 意义 下 的 造 集 性 质 p, 运 用 概括 原则 所 构 
造 出 来 的 集 , 恰 由 全 体 具 有 人 性质 户 的 对 象 组 成 , 即 任何 具有 人 性质 p 的 对 
象 必 在 该 集中 ,而 该 集中 除了 具有 人 性质 pp 的 对 象 之 外 不 包含 任何 其 他 对 
介 

基于 上 述 讨 论 可 知 , 由 概括 厚 则 构造 出 来 的 集合 与 用 以 构造 它 的 性 
质 是 一 意 确 定 的 ,因而 集合 由 它 的 元 素 完 全 决定 ,那么 自然 地 认为 对 于 
两 个 集合 : 当 且 仅 当 它们 的 元 素 完 全 相同 时 , 才 把 这 两 个 集合 看 作 是 相 
同 的 . 亦 即 任 给 两 个 集合 A 和 B, 如 果 对 于 每 个 a A 能 推出 a EE B, 反 
之 对 于 每 个 5E B 能 推出 5 EA, 则 称 和 集合 人 A 与 B 相等 , 记 为 A 一 B. 这 
就 是 外 迁 原 则 . 其 符号 表达 式 为 

A= BOVr(rE APZr EE B), 

其 中 后 为 自然 语言 中 之 “ 当 且 仅 当 ”的 简 记 ,不 同 于 形式 语言 中 的 等 值 
词 一 ,对 此 在 文献 [812.1 节 中 有 专门 说 明 , 可 查阅 之 . 

一 一 对 应 原则 和 对 角 线 方法 也 是 Cantor 建立 古典 集合 论 的 思想 方 
法 ,但 这 两 者 通常 是 熟知 的 ,例如 在 " 实 变 函数 论 ” 课 程 的 教材 或 有 关 素 
朴 集 合 论 的 书籍 中 都 会 涉及 与 之 相关 的 论述 ,读者 也 可 查阅 文献 L9]3. 4 
节 及 4.4 节 中 的 相关 内 容 .在 这 里 ,基于 从 数学 基础 的 角度 考虑 问题 ,我 
们 对 Cantor 运用 对 角 线 方法 去 证 明 人 全体 实数 为 不 可 数 无 穷 多 一 事 , 还 
有 一 番 小 小 的 议论 ,人 备 以 和 有 兴趣 的 读者 共同 探讨 之 . 为 了 使 这 番 小 小 
的 议论 在 文字 上 能 以 前 后 连贯 起 见 , 不 得 已 从 一 一 对 应 厚 则 的 通俗 朴素 
的 描述 开始 . 如 所 知 , 任 给 两 个 集合 人 A 和 BB, 如 果 存 在 规则 f, 对 于 每 个 a 
EA, 由 ff 有 唯一 确定 的 b EE B 与 之 对 应 ;反之 ,对 于 每 一 65E B, 据 了 有 
唯一 确定 的 a EE 有 A 与 之 对 应 , 则 称 和 集合 A 与 B 的 元 素 之 间 在 了 之 下 建立 
了 一 一 对 应 关系 . 其 中 要 注意 的 是 这 种 一 一 对 应 关系 总 是 相对 于 某 个 对 
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应 规则 而 言 的 , 当 对 应 规则 f 改变 了 ,成 为 某 个 新 的 规则 g, 则 g 就 确定 
本 某 个 新 的 一 一 对 应 关系 ,如 此 等 等 .如果 集合 M 和 集合 N 的 元 素 之 间 
能 建立 一 一 对 应 关系 , 则 称 M 与 N 是 对 等 的 , 记 为 M 一 入 .又 若 M 一 入， 
则 称 集 M 与 N 有 相同 的 基数 5 或 称 等 势 ) ,任何 集 M 的 势 记 为 机. 又 车 一 
个 集合 M 的 元 素 能 与 自然 数 集 N 的 元 素 之 间 建 立 起 一 一 对 应 关系 , 虽 
称 M 为 可 数 无 穷 集 . 如 所 知 , 人 们 早已 用 多 种 方法 证 明了 全 体 有 理 数 集 
合 为 一 可 数 集 . 另 一 方面 ,凡是 与 自然 数 集 合 对 等 的 集 , 它 们 的 基数 都 相 
同 , 记 为 党 ,反之 ,凡是 具有 洽 。 基数 的 集合 都 是 可 数 集 . 

试看 Cantor 如 何 利 用 对 角 线 方法 去 证 明 (0,1) 区 间 内 全 体 实 数 的 
集 为 不 可 数 集合 . 通常 用 R 表示 全 体 实数 构成 的 集 , 现 令 

R= {xizxzeE Re&O0OTr<i 1}. 

要 证 RI 为 不 可 数 集合 . 现 反 设 Ri 为 可 数 集 , 于 是 R, 的 元 可 与 自然 数 集 
N 之 元 建立 如 下 的 一 一 对 应 : 


人 R 

1] <> 0, = 0. A pis Ps '** Pn 
2 €> 0, 一 0. Le DP,» Ps ”0 Peon 
3 所 > 0 = 0.P Ps pa pan 
n > a 二 0. Pa Dn Dn Dn 


此 处 我 们 将 R' 的 每 一 元 都 用 十 进 制 小 数 的 形式 写 出 . 现 让 我 们 定 

多 一 个 实数 09 如下， 
0 =— 0. pnp2 pm, 
其 中 
2， 当 p,, 一 9 时， 
Pm 十 1， 当 pp 了 9 时 . 
如 比 , 一 方面 显然 有 9 EE Ri, 另 一 方面 ,9 却 与 上 面 所 排列 之 Ri 的 无 穷 序列 : 
Oi ,02 ,0 0, 

中 之 每 一 元 素 都 不 相同 ,因为 6 与 该 序列 中 之 任 一 9;(i 二 1,2,3,"…,n， 
.…) 都 有 一 个 有 突 差 位 ,; 即 六 尖 p;， (此 处 还 请 读者 考虑 一 下 ,上 文中 为 


» 


Pn 
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什么 当 po 一 9 时 ,规定 p% 一 2, 而 不 是 令 pp 一 0. 对 此 ,文献 L9] 中 4. 4 
节 相 关 论 述 有 一 个 详细 的 注释 ,不 妨 参 阅 之 ) 从 而 于 慎 , 故 反 设 Ri 为 可 
数 集 合 一 事 不 成 立 ; 即 Ri 为 不 可 数 集 ,又 Ri 性 R. 攻 全 体 实数 集 民 为 不 
可 数 集合 . 

如 上 构 作 新 实数 8 并 往 证 实数 全 体 为 不 可 数 的 过 程 便 是 Cantor 对 
角 线 方法 的 一 种 形式 . 这 不 仅 为 人 们 所 熟知 , 且 其 论证 过 程 之 正确 性 与 
有 效 性 亦 为 人 们 所 公认 . 

虽然 如 此 ,根据 “ 相 异 实数 有 穷 差 位 判别 原则 人 ”和 上 述 “ 对 角 线 方 
法 ”, 大 家 认为 已 经 能 够 判定 实数 0 与 R; 中 之 每 个 实数 0 相 异 ,但 是 能 否 就 
此 断言 ,根据 相 异 实数 有 穷 差 位 判别 原则 和 .上述 对 角 线 方法 ,就 能 有 效 地 
判定 实数 9 与 R! 中 一 切实 数 为 相 异 ?如 果 我 们 从 无 限 性 对 象 中 之 ”每 一 ” 
与 “所 有 ”的 关系 上 考 形 问题 ,情况 还 是 较为 复杂 的 . 让 我 们 从 9 开始 , 依 
次 相 接 地 根据 “ 相 异 实数 有 穷 差 位 判别 原则 ”和 和 上述“ 对 角 线 方法 ”去 判定 
0 与 6 €R(i 1,2,.…) 为 相 异 ,由 于 有 效 地 判定 9 关 8 所 依据 的 差 位 位 
数 工 总 等 于 6 的 中 指数, 而 0 之 是 指数 i 又 总 等 于 Ri 中 在 此 之 (包括 6) 前 
已 被 判定 与 9 相 异 之 实数 的 个 数 , 如 借以 有 效 地 判定 R 中 实数 与 9 相 异 之 
差 位 位 数 i 总 等 于 R 中 已 被 判定 与 9 相 异 之 实数 的 个 数 守 那么 ,既然 “ 相 
异 实 数 有 穷 差 位 判别 原则 ”规定 差 位 位 数 恒 为 有 鹤 ( 即 i < 二 十 oo), 那么 民 
中 已 被 判定 与 69 相 异 之 实数 的 个 数 也 不 可 能 递增 刘 励 穷 ,有 即 恒 为 有 穷 个 
《和 二 十 oo), 但 已 设 R 中 有 可 数 无 穷 多 个 实数 ,如 此 ,在 “ 相 异 实数 有 穷 
差 位 判别 原则 ”和 所 给 “对 角 线 方法 ”之 下 ,又 如 何 去 判 定 6 与 Ri 中 一 切实 
数 相 异 呢 ?实际 上 ,其 中 存在 着 一 个 看 上 去 不 成 间 题 ,而 实质 上 却 是 隐藏 
得 较 深 的 问题 值得 我 们 深思 , 那 就 是 “每 一 ”与 “所 有 ”在 无 限 性 对 象 中 的 
关系 问题 . 现 设 M 是 一 个 无 穷 集合 .如 果 已 知 M 之 一 切 元 具有 性 质 p 时 ， 
则 回 过 头 去 分 析 M 中 之 每 一 元 时 .无 疑 可 以 断言 M 中 每 一 元 具有 性质 p. 
但 是 反 过 来 ,如 果 已 知 M 中 每 一 元 具有 性 质 p, 即 从 M 中 一 个 一 个 地 取出 
其 元 ,每 取 一 元 均 可 判定 其 具有 性 质 p, 能 否 就 此 断言 M 中 之 一 切 元 都 具 
有 性 质 p? 我 们 认为 ,要 分 别 情况 具体 分 析 , 值 得 深入 探讨 . 按照 传统 的 推 
理 原 则 或 数理 逻辑 中 全 称 量词 的 售 义 ,“ 每 一 ”与 “所 有 ”是 画 等 号 的 ,不 论 
在 有 限 性 对 和 象 中 还 是 在 无 限 性 对 象 中 ,都 是 如 此 ,只 要 每 一 xz 具有 性 质 p， 
就 等 于 所 有 x 具有 性 质 p. 当然 ,在 有 穷 集合 中 ,两 者 画 等 号 显然 不 成 问 


Q@ 所谓 相 异 实数 有 穷 差 位 判别 原则 , 指 的 是 二 实数 相 异 , 当 且 仅 当 它们 的 小 数 展开 式 中 ,存在 着 某 一 
有 穷 位 上 的 小 数 互 异 ， 
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题 ,但 在 无 穷 集合 中 ,有 有些 具体 情 沉 就 可 能 不 同 了 . 就 像 * 全 体 大 于 部 分 ” 
的 原则 在 有 限 性 对 象 中 普遍 成 立 , 但 对 无 限 性 对 象 而 言 就 不 适用 了 . 

现 设 M 为 一 无 穷 集 合 , 又 令 符 号 表示 “每 一 ”, 而 二 表示 “如 果 -…， 
那么 …”. 我 们 给 出 如 下 两 个 表达 式 : 

(1Vz(r EE Mep(r)) Ezr €E RM& DCz))， 

C2IExCx €E Me& pr) Yrrx EE Mep (lr)). 
按照 传统 观点 ,上 述 (1)、(2) 两 个 表达 式 都 无 条 件 成 立 . 而 我 们 认为 ,上 
述 表 达 式 (1) 是 无 条 件 成 立 的 ,但 表达 式 (2) 只 能 有 条 件 地 成 立 .但 这 个 
条 件 的 抽象 内 涵 是 什么 ?在 什么 情况 下 表达 式 (2) 不 成 立 , 又 在 什么 条 
件 下 成 立 ? 这 是 值得 研究 的 . 

在 古典 集合 论 的 思想 方法 中 ,还 有 两 条 原则 值得 我 们 总 结 , 这 就 是 
延伸 原则 与 穷竭 原则 . Cantor 本 人 并 没有 明确 提出 这 两 条 原则 ,更 没有 
给 它们 以 精确 陈述 由 ,但 在 展开 他 的 无 限 集 理论 时 , 却 在 实际 上 贯穿 了 
延伸 、 穷 总 的 思想 方法 ,在 这 里 ,我 们 将 利用 Peano 系统 中 的 继 元 与 归纳 
二 公理 ,对 延伸 与 穷竭 二 原则 的 基本 思想 作 一 说 明 . 当然 ,关于 自然 数 的 
Peano 公 理 系 统 是 众所周知 的 .在 文献 [9j]4.1 节 中 ,不 仅 有 对 Peano 系统 
的 一 般 的 分 析 讨 论 :还 对 如 何 从 集合 论 中 导出 Peano 系统 , 即 如 何 从 集 
合 概 念 出 发 ,用 构造 性 的 方法 去 建立 自然 数 系 统 , 从 而 把 整个 算术 理论 
能 人 和 集合 论 或 疯 定 在 集合 论 基 础 之 上 等 , 均 有 严格 而 详细 的 讨论 . 按理 
说 ,这 一 切 也 都 是 数学 基础 问题 所 应 论 及 的 内 容 , 读 者 不 妨 参 阅 之 . 在 这 
里 , 仅 侧重 于 延 伟 、 穷 竭 二 厚 则 的 思想 分 析 , 而 作 一 番 类 比 性 的 讨论 . 为 
了 陈述 上 的 连贯 和 便于 对 照 分 析 , 先 将 Peano 系统 叙述 如 下 : 

“Peano 从 不 经 定义 的 集合 、 自 然 数 .后 继 数 与 属于 等 概念 出 发 ”上 ， 
再 加 上 下 述 5 条 公理 而 构成 关于 自然 数 的 Peano 系统 .这 5 条 公理 是 : 

(1 0 是 一 个 自然 数 ， 

C2) 继 元 公理 :每 个 自然 数 的 后 继 数 仍 为 自然 数 ， 

《3) 0 不 是 任何 其 他 自然 数 的 后 继 数 ， 

4) 如 果 两 个 自然 数 a 和 565 的 后 继 数 相等 , 则 < 和 5 也 相等 ， 

《5) 归纳 公理 : 若 M 是 由 一 些 自然 数 所 组 成 的 集合 ,而 M 含 有 0, 且 


中 20 世纪 50 年代 , 徐 利 治 教授 根据 Cantor 的 延伸 与 穷竭 二 原则 的 思想 ,在 文献 L13] 中 提出 了 不 断 
延伸 原理 与 相对 穷竭 原理 ,后 又 在 文献 [14] .文献 [15] .文献 [16] 中 作 了 哲学 与 数学 的 分 析 讨 论 , 从 而 把 
Cantor 的 有 关 原 始 思想 上 升 到 一 个 新 的 高 度 . 同时 也 对 延伸 .穷竭 二 原则 给 出 了 精确 的 刻画 ,请 参阅 文献 
[5]8. 2 节 . 
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当 M 全 有 任 一 自然 数 4 时 , 则 M 也 一 定 含有 a 的 后 继 数 .那么 M 就 含有 
全 部 自然 数 . 
于 是 ,自然 数 序列 
A:O, 1 2:3:，……，7 7 -十 上，… 
的 生成 ,可 分 为 两 个 步 又 ,首先 是 按照 Peano 的 继 元 公理 所 指 :“ 在 每 一 
个 自然 数 nn 之 后 ,都 有 一 个 紧 跟 在 7 之 后 的 自然 数 n 十 1C( 即 nn 的 后 继 
元 ),” 亦 即 “ 若 nn 是 一 个 白 然 数 , 则 有 后 继 元 nn 十 1, 它 仍 为 自然 数 .” 如 
此 ,以 0 为 始 元 ,得 到 1C 即 0) ,再 引出 2C( 即 0,…, 以 此 类 推 ,没有 限制 
地 导出 了 一 个 自然 数 不 断 增长 的 链 , 不 妨 记 为 : 
P,:0-<1 <2-<3-<-._<n, 
我 们 称 这 种 链 P, 为 延 健 变 程 , 它 能 任意 地 给 出 自然 数 序 型 而 并 不 包括 
自然 数 全 体 ,因而 五 , 不 具有 序 型 wm. 

由 此 可 见 , 仅 由 延伸 变 程 已, 是 不 能 得 到 自然 数 序列 4 的 ,要 想得到 
具有 序 型 w 的 自然 数 序列 和 ,还 要 引进 另 一 个 基本 原则 ,其 基本 思想 ( 针 
对 生成 如 上 之 和 序列 而 言 ) 就 是 要 肯定 :“ 我 们 能 将 继 元 公理 所 规定 的 延 
伸手 续 进 行 完 毕 , 从 而 穷 举 了 0 之 后 的 一切 继 元 而 形成 和 序列 .” 这 就 相 
当 于 Peano 公理 系统 中 的 归纳 公理 .可 称 这 条 原则 为 “穷竭 原则 ”, 该 厚 
则 后 来 又 成 为 近代 公理 集合 论 中 之 “无 穷 公理 ”的 思想 基础 . 

因此 :形成 自然 数 序列 #4 的 第 二 个 步 又, 便 是 在 延伸 变 程 的 基础 上 ， 
依据 穷 竟 原则 的 思想 将 全 体 自 然 数 排列 完毕 . 亦 即 由 


P,:0 1 2 3 a A 
以 nn 十 1 |w 的 方式 窍 举 丁 一切 自 然 数 而 形成 
XA:0.1,2,3.0 ne ew. 


如 此 ,A 序列 必 包 合 无 穷 多 个 元 而 具有 序 型 ,Cantor 称 w 为 真 无 穷 
( 实 无 穷 或 绝对 无 穷 ). 相应 地 .可 称 那个 延伸 变 程 为 假 无 穷 ( 势 能 无 穷 或 
消极 无 穷 ). 

总 之 ,基于 继 元 公理 与 归纳 公理 ,并 在 Peano 系统 中 的 其 他 公理 配 
套 下 ,突出 地 体现 了 生成 自然 数 全 体 的 两 个 关键 步骤 , 那 就 是 首先 通过 
继 元 公理 而 去 一 个 一 个 地 生成 自然 数 , 然 后 通过 归纳 公理 而 去 汇集 成 全 
体 自 然 数 集合 ,在 这 里 ,不 仅 具 体 地 体现 了 Cantor 的 延伸 与 穷竭 思想 ， 
同时 也 可 看 出 其 中 与 Cantor 之 概括 原则 的 造 集 思想 的 本 质 联系 . 

最 后 ,让 我 们 再 从 观点 与 方法 的 角度 略 谈 几 句 Cantor 的 概括 原则 . 
如 所 知 , 在 哲学 上 ,方法 论 与 宇宙 观 在 一 定 条 件 下 是 互 汶 通用 的 . 因此 ， 
当 您 对 一 些 问 题 摆 观点 时 ,往往 正 是 在 讲 方 法 ;而 在 您 阐述 处 理 问 题 的 
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方法 时 , 却 也 同时 在 表明 您 的 观点 ,进而 在 学 术 问 题 上 的 观点 往往 就 是 
思想 方法 ,又 思想 方法 也 正 是 学 术 观 点 . 上 文 所 论 之 Cantor 的 概括 原则 
即 可 视 为 一 例 , 因 为 该 原则 既是 Cantor 用 以 构造 集合 的 一 种 思想 方法 ， 
同时 又 是 他 认识 和 理解 “集合 ”这 种 研究 对 象 的 一 种 基本 观点 ,在 本 书 
中 ,还 将 以 一 定 的 篇 幅 去 讨论 数学 基础 中 的 各 个 学 派 ,在 那里 ,我 们 将 会 
看 到 ,不 同学 派 或 流派 对 无 穷 所 持 的 不 同 观 点 ,也 正 是 他 们 人 处理 无 限 性 
对 象 时 所 持 的 不 同方 法 - 


2.2 何谓 导论 


悖 论 一 词 ,在 英语 中 为 “paradox” 或 “absurdity”, 从 字面 上 讲 就 是 自 相 
地 盾 的 诬 论 . M. Kline 指出 :人 们 为 了 不 把 自 相 予 盾 的 真相 摆 在 桌面 上 上 , 才 
采用 了 “paradox” 或 “absurdity” 一 类 的 巡 转 措 套 "". 在 汉语 中 ,不 知 是 否 出 
于 同样 的 考虑 . 才 用 “ 悖 论 ” 这 样 一 个 星 汲 的 词 来 取代 “ 自 相 予 盾 ”这 一 通 
俗 易 懂 的 说 法 .不 去 管 它 , 反 正 时 间 一 长 ,; 那 论 一 词 也 习惯 了 ,其 涵义 也 人 
人 和 皆 知 了 . 

悖 论 的 起 源 ,一 直 可 以 追 漳 到 古 希 腊 和 我 国 先 秦 哲 学 时 代 , 但 在 古代 
及 其 往 后 的 一 个 相当 长 的 历史 时 期 中 ,所 谓 悖 论 , 只 是 泛 指 那些 推理 过 程 
看 上 去 是 合理 的 ,但 推理 的 结论 却 又 违背 客观 实际 的 这 类 推理 过 程 . 其 中 
最 有 代表 性 的 要 算 著 名 的 Zeno 悖 论 了 . M. Kline 在 文献 [18] 中 论 及 Zeno 
的 四 个 悖 论 时 ;引述 了 Aristotle 的 陈述 形式 , 今 以 其 中 头 两 个 为 例 半 明之. 
M. Kline 指出 :Aristotle 在 他 的 《4 物理》 中 陈述 了 第 一 个 那 论 ,叫做 两 分 法 
悖 论 ,其 说 如 下 :第 一 个 悖 论说 运动 不 存在 ,理由 是 运动 中 的 物体 在 到 达 
目的 地 前 ,必须 到 达 半 路 上 的 点 . ”这 话 的 意思 是 说 为 通过 4AB ,必须 先 到 
C, 为 到 达 CC 必 先 到 达 DDD, 等 等 . 换言之 , 若 设 空间 无 限 可 分 ,从 而 有 限 长 度 
含 无 限 允 的 点 ,这 就 不 可 能 在 有 限时 间 内 通过 有 限 长 度 呈 .不 妨 让 我 们 对 
以 上 之 说 翻译 一 下 ,或者 说 将 如 上 所 说 讲 讲 清楚 ,如 图 2.1 所 示 : 


A E DD C C, CCB 
一 -一 一- 一 一 一 
A—w— — > 人 

Kk 
图 2.1 


某 物 于 欲 沽 直线 AB, 由 点 人 处 移动 到 点 昌 处 , 则 首先 要 移 到 AB 线段 之 中 
点 C, 而 要 到 达 C 点 ,又 必须 先 达 线段 AC 之 中 点 口 ,为 要 到 达 吕 点 , 则 应 先 
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达 线 段 AD 之 中 点 上 ,如 此 等 等 .或 者 说 物体 要 由 点 A 移动 到 点 B, 则 要 
经 过 线段 AB 之 中 点 C, 线 段 CB 之 中 点 ,线段 CIB 之 中 点 ,线段 CB 
之 中 点 C 等 等 ,直至 无 穷 . 总 而 言 之 ,该 物 尺 要 从 A 点 移动 到 点 B, 必 须 经 
过 无 穷 多 个 中 点 ,每 经 过 一 个 中 点 ,都 要 有 了 时间, 因而 在 有 限时 间 内 ,物体 
不 可 能 由 人 A 点 移动 到 BB 点 ,而 且 不 论点 A 与 点 B 之 间 的 距离 多 么 小 ;都 
是 如 此 . 以 .上 的 推理 过 程 看 上 去 合理 ,但 其 推 得 的 结论 完全 违背 客观 实 
际 ,; 因 六 物体 的 位 移 运 动 是 孩童 都 明白 的 事 . M. Kline 在 论 及 第 二 个 Zeno 
悖 论 时 指出 :第 二 个 悖 论 叫 Achilles《( 希 腊 的 “ 神 行 太保 ” 译 者 〉 和 乌 
龟 赛 跑 的 悖 论 .” 据 Aristotle 所 述 :“ 功 得 最 慢 的 东西 不 能 被 动 得 最 快 的 东 
西 赶 上 ;因为 追赶 者 首先 必须 到 达 被 追赶 者 之 出 发 点 ,因而 行动 较 慢 的 被 
追赶 者 必定 总 是 跑 在 前 涉 , 这 论点 同 二 分 法 那 论 一 样 ,所 不 同 者 是 不 必 青 
把 所 需 通 过 的 距离 一 四平 分.” " 在 这 里 ,也 让 我 们 把 如 上 所 论 之 事 说 明 
自 些 ,如 图 2.2 所 示 : 


B C D E 


一 OO 
A—w i 了 
4 一 1 人 
A—wi;T 
图 2.2 


邻 A 表示 希腊 的 神 行 太保 Achilles, 又 以 古 表 示 岛 角 (《tortoise), 再 A 在 B 
点 , 丁 在 点 CC 钼 , 令 A 沿 BC 方向 追赶 TT. 如果 人 A 要 赴 上 本, 则 首先 要 跑 完 B 
到 C 这 段 距 离 ,无 论 A 跑 的 巡 度 才 么 快 ,总 要 有 一 定 的 时 间 4 才能 跑 到 点 
C 处 ,有 即 有 一 定 的 时 间 如 ; 则 不 论 工 有 取得 多 么 慢 , 总 能 有 息 去 一 段 有 距离 而 到 达 
点 品 处 ,因而 A 要 直上 芽 ,; 又 必须 先 跑 完 C 到 DD 这 段 距离 ,无论 A 跑 的 速 
度 多 么 快 ,总 要 有 一 定 的 时 间 t 才能 跑 完 由 已 到 万 的 上 距离 , 即 有 一 定 的 时 
间 右 , 则 不 论 工 算得 多 么 慢 , 总 能 有 息 去 一 段 距 离 而 到 达 点 处 ,从 而 和 AA 要 赶 
上 本 ,又 必须 先 跑 完 由 口 到 下 这 段 距 离 ,; 如 此 等 等 ,这 种 推理 过 程 , 御 环 往 
复 , 可 以 元 限制 地 一 直人 重复 下 去 ,所 以 A 永远 起 不 上 工 . 这 种 推理 过 程 看 上 
去 是 合理 的 ,然而 推理 的 结论 却 与 客观 现实 完全 相反 . 因为 任何 人 都 会 有 
区 下 的 实践 经 验 : 即 移动 得 慢 的 东西 :一 定 会 在 有 限时 间 内 被 移动 得 比 它 
快 的 东西 追 到 . 

可 以 说 在 很 长 的 历史 阶段 中 ,无 法 对 上 述 一 类 Zeno 悖 论 给 出 令 人 满 
意 的 解释 方法 ,种 种 解释 都 铬 于 哲理 分 析 . 直到 近代 极限 理论 和 无 穷 级 数 
理论 发 展 起 来 以 后 , 茜 于 收敛 的 无 穷 级 数 可 以 求 和 的 原则 ,人 们 才 对 上 文 
所 论 之 Zeno 导 论 给 出 逻辑 数学 的 解释 方法 . 即 若 茜 物 民用 1 分钟 时 间 由 
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点 A 处 移动 到 点 BB 处 ,那么 将 用 去 分 钟 时 间 由 点 A 处 移动 到 第 一 个 中 点 CC 


处 ,又 用 子 分 钟 时 间 由 点 C 处 移动 到 第 三 个 中 点 C 处 ,又 用 志 分 钟 时 间 由 


点 C 处 移动 到 第 三 个 中 点 C 处 ,如 此 等 等 ,直至 无 穷 , 该 无 穷 多 个 时 间 的 
和 将 是 


如 所 知 ,这 是 一 个 收敛 的 无 穷 级 数 ,其 和 正好 是 1 分 钟 时 间 , 即 2 记 一 1 


所 以 某 物 K 能 在 有 限时 间 内 由 点 A 处 移动 到 点 B 处 ,并 非 无 穷 多 个 有 穷 
时 间 之 和 总 为 无 穷 . 
然而 问题 又 来 了 ,因为 人 们 随 之 而 将 Zeno 悖 论 引 申 为 下 述 抛 球 问 题 ， 


即 设 有 甲 、. 乙 二 人 互相 抛 球 , 甲 先 用 于 分 钟 时 间 把 球 抛 给 乙 ,而 随 之 乙 又 


用 地 分 钟 时 间 把 球 抛 回 甲 手中 ,而 甲 又 随 之 用 于 分 钟 时 间 把 球 抛 回 到 乙 


之 手 , 如 此 往复 以 至 无 穷 ; 那 么 既然 承认 收 钱 的 无 穷 级 数 能 以 求 和 ,那么 
也 可 对 甲乙 二 人 所 费 抛 球 时 间 加 以 求 和 ,这 就 是 
去 十 二 十 喜 十 十 高 十 …… 一 > 去 一 1. 
那么 问 抛 球 手 续 自 开始 进行 到 1 分 钟 时 , 球 落 在 甲 手 中 还 是 乙 手 中 ?或 者 
说 ,既然 收敛 的 无 穷 级 数 可 以 求 和 ,那么 对 上 述 甲 、. 乙 二 人 抛 球 过 程 所 用 
之 时 段 序列 当 亦 可 求 和 ,因而 自 始 至 1 分钟 时 ,该 抛 球 过 程 终 止 , 故 问 此 时 
球 在 何 处 ?对 此 问题 . 潜 无 限 论 者 由 于 不 承认 无 穷 过 程 能 进行 完毕 ,只 队 
认可 以 无 限制 地 进行 下 去 , 即 永 远 在 进行 之 中 ,从 而 抛 球 手续 永远 只 能 江 
留 于 无 限制 的 往复 进程 之 中 ,所 以 潜 无 限 论 者 对 此 问题 可 以 避 而 不 答 ,但 
实 无 限 论 者 却 承认 往返 无 穷 之 抛 球 手续 是 串 以 进行 完毕 的 ,因而 无 法 加 
避 这 个 问题 , 却 又 无 法 回答 这 个 问题 . 人 们 也 在 这 一 意义 下 ,把 上 述 抛 球 
问题 叫做 抛 球 悖 论 . 这 也 可 视 为 Zeno 二 分 法 悖 论 的 一 种 引申 ,该 引申 了 的 
Zeno 悖 论 5C 即 抛 球 问 题 ) 在 西方 数理 哲学 界 流传 一 时 . 中 
在 历史 上 ,还 有 另 一 种 情形 而 被 称 之 为 悖 论 的 : 那 就 是 由 于 新 观念 的 
发 现 和 引入 ,而 违背 丁 具 有 历史 局 限 性 的 传统 观念 因而 这 就 不 是 推理 看 


”1982 年 , 徐 利 治 . 朱 梧 模 等 给 出 了 抛 球 悖 论 的 一 种 解释 方法 , 详 见 文献 [126] 及 文献 [5] 的 9.1 一 9.3 
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上 去 好 像 是 合理 的 问题 ,而 是 传统 观念 貌似 真实 之 事 了 .例如 ,我 们 在 2.1 
节 中 所 论 及 之 Galilco 的 发 现 , 即 "平方 数 与 自然 数 一 一 对 应 ”而 了 矛盾 于 “全 
体 大 于 部 分 ”这 一 传统 原则 ,当时 也 有 Galileo 导论 之 称 ,这 就 不 是 该 发 现 
在 推理 上 有 什么 问题 ,而 是 从 有 限 性 对 象 关 系 中 抽象 出 来 的 (人 全体 大 于 部 
分 ) 原则 ,对 于 无 限 性 对 象 不 能 适用 的 实情 了 . 又 例如 ,我 们 将 在 下 文中 要 
论 及 的 古代 Pythagoras 学派 成 员 Hippasus 的 发 现 , 即 等 腰 直 角 三 角形 之 直 
角 边 与 其 斜 边 不 可 通 约 的 事实 ,从 而 矛盾 于 "一切 量 都 可 用 有 理 数 表示 ” 
的 传统 信条 . 后 来 也 被 叫做 Hippasus 悖 论 . 诸如 此 类 的 悖 论 还 可 列举 ,但 
所 有 这 些 均 与 当今 意义 下 所 说 的 悖 论 之 售 义 人 在 较 大 目 见 . 

那么 ,所谓 当 今 意 义 下 所 说 之 悖 论 的 含义 又 是 什么 呢 ? 或 者 说 ,现在 
是 怎样 去 定义 悖 论 这 个 概念 的 . 曾 有 一 类 流行 的 说 法 ,如 悖 论 是 一 种 导 
致 届 辑 矛 盾 的 命题 . 这 种 命题 ,如 果 承 认 它 是 真 的 ,那么 它 又 是 假 的 ,如 
果 承 认 它 是 假 的 ,那么 它 又 是 真 的 .”"” 又 如 “ 那 论 是 指 这 样 一 个 命题 A， 
由 会 出 发 ,可 以 找到 一 语句 B, 然 后 ,车 假 定 B 真 ,就 可 推 得 站 B 真 , 亦 即 
可 推出 B 假 . 若 假 定 耻 BB 真 ; 即 B 假 ,又 可 推导 出 B 真 .”'” 再 有 如 “一 个 
命题 构成 一 个 屠 论 ,如 果 由 它 的 真 可 以 推出 它 的 假 , 而 由 它 的 假 又 可 推 
出 它 的 真 . ”诸如 此 类 的 定义 法 ,本 质 上 是 一 样 的 ,无 非 是 说 , 那 论 就 是 
一 种 肯定 与 否定 相等 价 的 复合 命题 ,其 符号 表达 式 或 可 记 为 A 传世 A. 
导论 概念 的 这 种 定义 法 ,不 能 说 它 是 错 的 ,还 应 说 它 是 相当 合理 的 ,但 应 
指出 ,还 有 不 足 之 处 ,或 者 说 尚 不 够 全 面 . 第 一 :任何 一 个 悖 论 .实质 上 都 
相对 地 被 包含 在 某 个 理论 体系 中 ,例如 ,我 们 下 文 要 论 及 的 Russell 悖 论 
和 Cantor 悖 论 等 ,都 是 被 包含 在 古典 集合 论 中 的 悖 论 . 可 能 有 的 悖 论 看 
上 去 不 针对 哪个 理论 系统 ,其 实 只 是 该 悖 论 所 属 之 系统 的 原始 概念 和 基 
本 原则 没有 明朗 化 罢了 . 否则, 如果 竟 有 这 样 一 个 悖 论 , 它 将 被 包含 在 历 
下 的 和 将 来 的 任何 一 个 理论 体系 中 ,或 者 不 被 包含 在 历史 的 和 将 来 的 任 
何 一 个 理论 体系 中 ,那么 ,我 们 就 既 不 要 去 研究 什么 悖 论 的 成 因 , 也 不 必 
去 考虑 排除 悖 论 的 办 法 ,因为 既 有 这 种 绝对 的 那 论 出 现 , 那 么 研究 它 也 
无 济 于 事 . 当然 .我们 也 不 相信 会 有 这 种 悖 论 出 现 . 由 此 可 见 , 当 我 们 给 
导论 下 定义 时 ,如 果 忘 记 了 “相对 于 某 一 理论 体系 ”这 个 前 提 ,将 会 造成 
怎样 的 误解 . 第 二 ,并 不 是 每 个 那 论 都 要 被 陈述 为 一 个 命题 或 某 一 语句 
的 形式 ,有 的 悖 论 往 往 要 以 一 个 推演 过 程 来 表述 . 第 三 ,人 们 也 并 不 习惯 
于 把 每 个 那 论 都 化 归 为 “肯定 等 价 于 否定 ”的 形式 ,也 可 用 某 个 系统 中 
并 存 的 两 个 互相 了 巴 盾 的 命题 来 表述 一 个 悖 论 . 例如 ,我 们 将 在 下 文中 要 
论 及 的 Cantor 悖 论 , 大 家 都 习惯 于 把 它 表述 为 古典 集合 论 中 的 两 个 互 
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相 政 盾 的 命题 . 既 没 有 也 不 必 化 归 为 两 个 矛盾 命题 的 等 价 式 . 总 之 ;孤立 
地 用 A 心 一 A 去 作为 悖 论 的 定义 是 不 够 全 面 的 . 所 以 ,我 们 主张 采用 A. 
A. Fraenkel 与 Y. Bar-Hillel 的 说 法 :“ 如 果 某 一 理论 的 公理 和 推理 原则 
看 上 去 是 合理 的 ,但 在 这 个 理论 中 , 却 推出 了 两 个 互相 矛盾 的 命题 ,或 者 
证 明了 这 样 一 个 复合 命题 , 它 表 现 为 两 个 百 相 也 盾 的 命题 的 等 价 式 . 屠 
么 ,我 们 就 说 这 个 理论 包含 了 一 个 悖 论 . ”5 应 当 说 .这 样 来 定义 悖 论 较 
为 伞 面 合理 ,因为 在 这 里 ,首先 指明 了 任何 一 个 悖 论 :总 是 相对 于 某 一 理 
论 系 统 而 言 的 ,其 次 又 指出 了 一 个 悖 论 , 可 以 表现 为 某 一 理论 系统 中 之 
两 个 互相 巴 盾 的 命题 的 形式 ,同时 又 指出 , 悖 论 也 可 和 集中 地 表现 为 “肯定 
等 价 于 否定 ”的 复合 命题 . 照 此 看 来 ,上 文 所 述 的 那 种 A 一 A 的 定义 方 
法 ,只 是 反映 了 了 Fraenkel 与 Bar-Hillel 陈述 中 之 最 后 两 句 话 ,因而 不 够 全 
面 . 在 此 还 应 特别 指出 ,Fraenkel 与 Bar-Hillel 的 如 上 陈述 中 的 第 一 句 
话 ,不 光 是 指明 了 任 一 悖 论 总 相对 于 某 个 理论 系统 ,更 重要 的 是 强调 了 
该 系统 的 公理 和 推理 原则 看 上 去 是 合理 的 ,如 果 朴 折 了 这 一 点 ,那么 大 
家 就 可 轻而易举 地 将 一 些 明 显 的 矛盾 命题 ,凑合 起 来 构成 一 个 系统 , 然 
后 宣布 已 在 该 系统 中 创造 性 地 发 现 了 悖 论 . 

公元 前 6 世纪 ，, 克 里 特 哲 学 家 Epimenides 构造 了 一 个 命题 :一 个 克 
里 特 人 说 所 有 的 克 里 特 人 所 说 的 每 一 名 话 都 是 谎话 .” 现 在 问 该 命题 
是 真是 假 , 若 设 共 为 真 ,; 那 么 因为 说 这 旬 话 的 人 也 是 一 个 克 里 特 人 ,从 而 
按 该 命题 的 结论 可 知 其 为 假 , 这 就 是 说 ,由 这 人 句 话 为 真 可 推 知 该 话 为 假 . 
当然 , 若 设 这 是 一 句 假 话 , 则 未 必 导 致 子 盾 , 亦 即 由 该 命题 之 假 不 能 推出 
其 为 真 . 但 仅 就 一 命题 之 真 可 导出 该 命题 为 假 这 一 点 而 言 , 也 够 引 人 注 
目 了 ,并 与 上 文 所 言 之 当今 意义 下 的 悖 论 概 念 已 有 一 半 易 合 了 :, 亦 可 在 
这 个 意义 上 ,把 Epimenides 所 构造 的 这 个 命题 视 为 当今 意义 下 之 悖 论 的 
直接 起 源 , 在 此 顺便 指出 ,也 有 把 上 述 Epimenides 命题 误 认 为 当今 意义 
下 之 悖 论 的 情况 出 现 过 . 例如 ,“ 据 说 有 一 个 克 里 特 人 说 ;:“ 几 克 里 特 人 都 
说 谎 ” ,结果 无 论 这 全 话 是 真是 假 . 都 引起 天 盾 ”. “上 古 希 腊 时 代 一 个 克 
里 特 品 上 的 人 说 : 克 里 特 名 上 的 人 是 说 谎 者 :. 如果 这 人 句 话 真 ,; 则 他 自己 
《是 克 里 特 岛 上 的 人 )， 便 说 谎 , 从 而 这 人 名 话 假 .如果 这 各 话 假 . 则 克 里 特 
名 上 的 人 不 说 谎 , 而 这 人 名 话 可 为 真 ”.5 又 如 文献 L25] 中 亦 有 类 似 陈 述 . 
其 实 诸如 此 类 的 说 法 都 是 一 种 误解 或 朴 忽 ,因为 若 设 Epimenides 命题 为 
假 : 应 推出 并 非 每 个 克 里 特 人 总 说 谎 , 但 推 不 出 这 名 话 为 真 话 . 对 此 ,有 
兴趣 的 读者 还 可 查阅 文献 f26] ~ 文献 L28] 中 相关 内容 的 讨论 . 

类 同 于 Epimenides 命题 的 例子 是 可 以 构造 的 ,例如 ,上帝 是 全 能 
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的 ,全 能 就 是 胜 过 一 切 . ”试问 此 话 真 、 假 如何? 若 设 该 话 为 真 , 则 可 问 : 
“上 帝 能 和 否 创 造 一 个 对 手 来 击败 上 帝 呢 ?” 如 果 能 , 则 上 帝 就 要 被 上 帝 创 
造 出 来 的 对 手 击 败 , 故 上 帝 并 非 全 能 . 如 果 不 能 ,就 说 明 上 帝 还 有 事情 做 
不 到, 因而 并 非 全 能 .不 论 何 说 , 均 导 致 < 上 这 全 能 ”为 假 , 但 是 反 设 这 人 名 
话 为 假 , 却 并 不 导致 任何 予 盾 ,全 能 的 上 帝 本 来 就 不 存在 . 

上 文 所 论 之 现代 意义 下 的 悖 论 概 念 , 也 可 这 样 表 述 :“ 一 个 理论 系 
统 . 甚 基本 概念 和 思想 原则 看 上 去 是 合理 的 ,但 在 系统 中 却 发 现 有 命题 
4A, 设 A 为 真 , 导致 子 盾 , 设 A 为 假 , 也 导致 子 盾 . 用 符 导 来 表示 ， 即 
AHFB,TTTBE TA FB,7TB(G 然 ,实质 上 是 和 AO 也 A 一 回 事 ), 那 么 ,就 
说 在 该 理论 中 出 现 了 悖 论 ”. 如 此 ,上 上 述 Epimenides 命题 或 < 上帝 全 能 ” 
就 都 不 构成 现代 意义 下 的 悖 论 , 因 为 在 那里 ,上 共有 A 上马 ,站 巨 ,但 是 没有 
TTA FB,"B. 另 一 方面 ,上 上 上述 江 例 虽 不 构成 现代 意义 下 的 那 论 , 却 也 指 
明了 一 种 逻 辑 上 的 道理 , 那 就 是 当 否 定 考 自身 被 包括 在 被 否定 之 对 象 中 
时 , 则 和 否定 者 本 身 必然 走向 它 的 反面 .“ 上 帝 全 能 ” 原 要 否定 一 切 , 而 否 
定 者 上 这 本 身 也 置身 于 这 一 切 之 中 ,结果 走向 反面 ,上 帝 自 身 也 被 否定 . 
Epimenides 命题 中 的 那个 克 里 特 人 也 是 一 样 , 由 于 他 自身 也 是 克 里 特 
人 ,必然 导致 他 自身 说 谎 . 

公元 前 4 世纪 .Eubulides 顺 着 Epimenides 命题 的 思路 ,构造 了 一 个 
命题 ,现在 我 说 的 是 一 名 假 话 .” 后 来 ,人 们 又 把 Eubulides 命题 等 价 地 
改 述 为 下 述 命 题 : 

在 本 页 本 行 里 所 写 的 那 名 话 是 谎话 . 

由 于 上 一 行 里 除了 这 句 话 本 身 之 外 别 无 其 他 的 话 ; 因 此 ,这 是 一 名 
话 中 有 话 的 话 , 而 且 被 套 在 其 中 的 话 就 是 套 它 之 话 本 身 , 于 是 若 设 该 话 
为 真 , 则 就 要 承认 该 话 之 结论 ,而 其 结论 是 指明 这 是 -一句 假 话 , 而 所 指 的 
那 一 行 中 除了 该 话 本 身 之 外 别 无 其 他 话 , 从 而 推出 这 是 一 句 假 话 . 又 车 
设 该 话 为 假 . 则 应 肯定 该 话 结论 之 反面 为 真 , 而 该 话 结 论 之 反面 是 指明 
这 是 一 句 真 话 , 同 样 因为 所 指 的 那 一 行 中 除了 该 话 本 身 之 外 别 无 他 话 ， 
从 而 又 推出 这 是 一 句 真 话 . 总 之 , 设 其 为 真 导 出 矛盾 , 设 其 为 假 也 导出 于 
盾 . 哪 种 说 法 都 不 行 . 因而 这 是 一 种 符合 现代 意义 下 之 那 论 概念 的 导 论 . 
人 人 们 称 之 为 “强化 了 的 说 谎 者 悖 论 ” 或 "永恒 性 说 谎 者 悖 论 ”. 

后 来 ,Russell 还 对 Epimenides 命 征 指 出 ,如果 在 Epimenides 颌 再 
加 上 一 个 前 提 , 即 先 假定 “在 此 克 里 特 人 说 这 人 句 话 之 前 的 每 个 克 里 特 人 
所 说 的 每 句 话 为 假 话 ”, 则 加 了 这 个 前 提 的 Epimenides 命题 也 成 为 现代 
意义 下 的 悖 论 . 因 设 其 为 真 可 推出 它 为 假 是 无 疑 的 , 现 再 设 其 为 假 . 则 至 
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公有 一 个 克 里 特 人 说 过 真 话 ,但 在 所 加 前 提 下 ,也 就 只 有 该 克 里 特 人 所 
说 的 这 人 名 话 为 真 话 了 .因而 就 由 其 假 也 可 导出 其 为 真 . 从 而 也 就 符合 现 
代 意 义 下 的 那 论 概念 了 . 

对 于 上 述 < 强 化 了 的 说 谎 者 悖 论 ” 而 言 ,问题 出 在 什么 地 方 ? 主 要 在 
于 语 无 层 次 ,或 说 语言 层次 不 分 :被 论断 是 真是 假 的 话 和 论断 它 的 话 混 
而 为 一 , 套 在 同一 个 层次 上 了 . 后 来 :Tarski 还 对 这 个 “永恒 性 说 谎 者 悖 
论 ” 进 一 步 概括 ,给 出 了 一 个 严格 的 表述 形式 ,如 下 所 述 : 

首先 ,按照 “命题 为 真 ” 的 含义 ,有 这 样 的 原则 : 

(12X 是 真 的 , 当 且 仅 当 P. 
这 里 已 是 任意 一 个 命题 ,而 X 是 这 一 命题 的 名 称 . 

现 考 虑 命题 : 

C 不 是 真 的 . 

现 用 印刷 上 的 缩写 符号 C 来 表示 本 页 上 一 行 里 所 写 下 的 那个 命题 . 于 是 
应 有 : 

(2)“C 不 是 真 的 ”等 同 于 C. 
由 (1》 可 知 : 

《3)“C 不 是 真 的 ”是 真 的 , 当 且 仅 当 人 CC 不 是 真 的 . 
由 (2 和 (3) 可知: 

C 是 真 的 , 当 且 仅 当 CC 不 是 真 的 . 


下 上 盾 . 

问题 在 何 处 ?问题 在 “C 不 是 真 的 ”本 来 是 一 个 论断 命题 C 是 真是 假 
的 命题 ,但 在 这 里 ,由 于 “C 不 是 真 的 ”等 同 于 C, 因 而 被 论断 的 命题 C 文 
是 论断 C 的 命题 本 身 . 所 以 仍然 是 论 汤 者 和 被 论断 者 混 而 为 一 .不妨 把 
这 种 混 而 为 一 的 情 次 时 做 “ 自 关 联 ” 现 让 我 们 设法 避 开 这 个 自 关联 ,地 
午 能 否 由 此 消除 呢 ? 请 看 下 述 古 代 学 者 Socrates 和 Plato 的 对 话 : 

Plato; 下 而 Socrates 说 的 是 假 话 :; 

Socrates: 上 面 Plato 说 的 是 真 话 . 

现 间 Socrates 语 是 真 话 还 是 假 话 , 设 其 为 真 , 则 应 承认 Plato 语 为 
真 , 按 Plato 语 的 结论 , 则 应 肯定 Socrates 语 为 假 . 故 由 其 真 可 推出 其 为 
假 . 反之 , 设 Socrates 语 为 假 , 则 应 承认 Plato 语 为 假 , 故 应 肯定 Plato 语 
之 结论 的 反面 为 真 , 因 而 又 推出 Socrates 语 为 真 , 如 此 又 由 其 假 推 知 其 
为 真 . 类 似 地 间 Plato 语 的 真 、 假 时 亦 将 导致 悖 论 , 这 叫做 Socrates-Plato 
悖 论 . 

这 说 明 避 开 了 自 关 联 也 会 出 了 矛盾 .实际 上 ,这 里 的 了 PPlato 语 本 来 是 用 
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璐 论断 Socrates 语 之 真 、 假 的 ,而 被 论断 的 Socrates 语 , 却 又 成 为 论断 (用 
以 论断 Socrates 语 的 )Plato 语 , 所 以 锡 了 一 于 ,仍然 混乱 了 语言 层次 ,这 
和 和 自 关 联 是 换 汤 不 换 药 ,前 者 是 混 而 为 一 ,后 者 是 循环 而 为 一 .还 有 一 位 
英国 数学 家 ,把 上 述 Socrates-Plato 悖 论 改 写 为 如 二 的 形式 : 

在 一 张 白 卡片 的 一 面 写 : 

这 张 卡 片 背面 的 句子 是 真 的 . 
在 同一 张 卡 片 的 另 一 面 写 的 是 : 
这 张 卡 片 背面 的 句子 是 假 的 .5 

显然 ,这 和 Socrates-Plato 悖 论 在 内 容 实 质 上 是 一 样 的 . 

现在 让 我 们 在 下 一 行 写 上 一 句 话 : 

CA) 现在 正在 下 十 . 
再 在 下 一行 写 一 句 话 : 
CB) 前 一 行 里 写 的 那 名 话 是 谎话 . 

这 是 不 能 形成 悖 论 的 . 语句 (B) 是 真是 假 , 要 看 CA) 的 真 假 , 而 CA) 的 真 
假 决 定 于 现在 是 否 下 十 .在 这 里 ,语句 (A) 是 被 论断 的 话 ,而 语句 (CB) 是 
对 CA) 作 论 断 的 话 . 所 以 语言 层次 分 明 , 既 不 混同 又 不 循环 ,这 表明 要 排 
除 上 文 所 论 之 “强化 了 的 说 度 者 悖 论 ” 和 “Socrates-Plato 悖 论 ”, 关键 在 
于 语言 分 层 , 这 上 怒 是 近代 语义 学 诞生 和 发 展 的 一 个 背景 ,同时 也 是 近代 
语义 学 所 研究 的 一 个 重要 内 容 . 

美国 数理 因 辑 学 家 Smullyan 曾 写 了 一 本 书 , 其 书 名 为 《这 本 书 的 书 
各 是 什么 ?》, 现 将 该 书 放 在 桌子 上 ，, 另 有 甲 、 乙 . 丙 三 个 人 国 在 桌子 边 . 因 
为 四 不 识字 而 指 着 该 书 问 : “这 本 书 的 书 名 叫 什 么 ?而 乙 又 接着 指 着 该 
书 说 :“ 这 本 书 的 书 名 叫 什么 ?” 此 时 再 在 考虑 ,刚才 乙 讲 的 这 人 句 话 是 回 
答 甲 的 问题 ,还 是 在 重复 甲 的 提问 昵 ? 而 且 乙 可 以 让 别人 总 是 猜 不 着 . 但 
车 乙 诚 心 想 回答 甲 的 问题 ,还 是 可 以 把 话说 清楚 的 . 因为 只 要 说 :“ 这 本 
书 的 书 名 就 叫做 《这 本 书 的 书 名 叫 什 么 ?》.” 这 就 不 致 引起 再 的 烦恼 了 . 
在 这 里 ,同样 存在 着 语义 学 问题 . 


2.3 数学 危机 


所 谓 数 学 危机 , 指 的 是 在 数学 发 展 的 某 个 历史 阶段 中 ,出 再 丁 一 种 
相当 激化 的 .涉及 整个 数学 理论 基础 的 了 矛盾 .“ 公 元 前 5 世纪 ,一 个 希腊 
人 ,Pythagoras 学 派 的 Hippasus, 发 现 丁 等 膛 直 和 角 三 角形 的 直角 边 与 斜 
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边 不 可 通 约 ,从 而 导致 了 数学 的 第 一 次 危机 . ”事情 是 这 样 ,当时 人 们 
还 处 在 刚刚 从 自然 数 概 念 脱 胎 而 形成 有 理 数 概念 的 早期 阶段 ,对 于 无 理 
数 的 概念 一 无 所 知 . 因此 ,当时 人 们 的 普遍 见解 是 确信 一 切 量 均 可 用 有 
理 数 来 表示 , 亦 就 是 说 ,在 任何 精确 度 的 范围 内 的 任何 量 , 总 能 表示 为 有 
理 数 ,这 在 当时 ,已 成 为 希腊 人 的 一 种 普遍 信仰 .这 也 是 Pythagoras 学 派 
的 信条 ,在 Pythagoras 看 来 ,不 仅 深 信和 数 的 和 谐 与 数 是 万 物 之 本 源 , 而 且 
宰 宙 间 的 一 切 现象 都 能 归结 为 整数 或 整数 比 . 另外 ,Pythagoras 学 派 的 
重大 贡献 之 一 是 证 明了 勾 股 弦 定 理 , 也 就 是 直角 三 角形 两 直角 边 之 平方 
和 等 于 斜 边 的 平方 ,然而 Hippasus 指出 : 取 一 直角 边 均 为 1 的 等 腰 直 角 
三 人 角形, 如果 其 斜 边 为 整数 比 , 约 去 分 子 分 母 间 的 公 因 数 后 为 m/n, 那 么 


x 与 中 至 少 有 一 个 是 奇数 ,由 勾 股 弦 定 理 知 有 1 十 1' 一 (从) ,于 是 2 


二 JAn , 故 z 一 27 ,所 以 mm 是 偶数 ,那么 ,一 方面 由 于 mm 与 n 中 必 有 一 
个 为 奇数 而 知 n 为 奇数 , 另 一 方面 ;既然 m 为 偶数 , 当 可 表 为 rx 一 2, 于 
是 4k? 二 21, 故 n’ 一 2k:, 因 而 nn 亦 为 偶数 , 韦 盾 .这 表明 所 说 等 膛 直 和 角 三 
和 角形 之 斜 边 无 法 用 整数 或 整数 之 比 去 表示 . 这 就 严重 触犯 六 Pythagoras 
学 派 的 信条 ,同时 也 冲击 了 当时 希腊 人 的 普遍 见解 :不 能 不 使 人 们 感到 
惊奇 不 安 . 直接 动摇 了 这 个 历史 的 数学 基础 ,传统 观念 受到 了 挑战 .正如 
2. 2 节 所 提 及 的 ,Hippasus 的 这 一 发 现 , 也 被 叫做 Hippasus 悖 论 . 相传 
Pythagoras 学 派 因此 而 将 Hippasus 投入 海中 处 死 , 因 为 他 在 宇宙 \ 间 搞 
出 了 -一个 直接 否定 他 们 学 派 信 条 的 怪物 ,而 且 他 不 顾 学 派 的 规定 ,敢于 
向 学 生 披 圳 新 的 数学 思想 . 当然 .Hippasus 的 伟大 发 现 是 淹 不 死 的 , 它 
以 顽强 的 生命 力 而 被 广 汶 流传; 迫使 人 们 去 认识 和 和 理解 “整数 及 整数 比 
《有 理 数 ) 不 能 包括 一 切 几 何 量 ”. 迫使 Pythagoras 学 派 承 认 这 一 那 论 和 
提出 单子 概念 去 解决 这 -一 矛盾 . 单子 概念 是 一 种 如 此 之 小 的 度量 单位 ， 
以 致 本 身 是 不 可 度量 却 同 时 要 保持 为 一 种 单位 . 这 或 许 是 企图 通过 “无 
限 ” 来 解决 问题 的 最 早 努 力 . 但 是 ,Pythagoras 学 派 的 这 种 努力 又 引起 了 
Zeno 的 非 难 . Zeno 认为 一 个 单子 或 者 是 0 ,或 者 不 是 0, 如 果 是 0, 则 无 穷 
多 个 单子 相 加 也 产生 不 了 长 度 , 如果 不 是 0,; 则 由 无 穷 多 个 单子 组 成 的 
有 限 长 线段 应 该 是 无 限 长 的 ,不 论 何 说 都 巴 盾 .如 上 所 说 之 Hippasus 
的 发 现 所 引起 的 牙 盾 局 面 ,连同 2.2 节 中 所 言及 的 Zeno 悖 论 在 内 ,都 被 
视 为 构成 数学 第 一 次 危机 的 组 成 部 分 . 男 一 方面 ,这 种 危机 局 面 的 出 现 ， 
也 进一步 促使 人 们 ;从 依靠 直观 感觉 与 经 验 而 转向 依靠 证 明 , 推 动 了 公 
理 几 何 学 与 还 辑 学 的 诞生 和 发 展 . 
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数学 史上 把 18 世纪 微 积 分 诞生 以 来 在 数学 界 出 现 的 混乱 局 面 称 为 
数学 的 第 宇 次 危机 . 如 所 知 , 在 17 世纪 和 整个 18 世纪 ,由 于 微 积 分 理论 
的 产生 及 其 在 各 个 领域 里 的 广泛 应 用 ,使 得 微 积分 理论 得 到 了 飞速 的 发 
展 . 但 在 另 一 方面 ,当时 的 整个 微 积 分 理论 却 是 建立 在 含混 不 清 的 无 穷 
小 概念 上 ,从 而 没有 一 个 牢 园 的 基础 ,和 齐 到 了 来 自 各 个 方面 的 非 难 和 攻 
击 . 

大 主教 Berkeley 于 1734 年 向 数学 家 质疑 :所 亩 瞬时 速度 是 ^AS/ At 
在 人 At 趋向 于 0 时 的 值 ,那么 AS 或 At 是 什么 ?如 果 Ar 和 AS 是 0, 则 
人 SA/At 就 是 0/0, 从 而 无 意义 . 如 果 它 们 不 是 0; 即 使 极为 微小 ,其 结果 只 
能 是 近似 值 , 绝 不 是 所 求 瞬 时 速度 的 精确 值 : 总 之 :不 论 它 们 是 0 或 不 是 
0, 都 将 导致 荡 诸 . 对 此 ,文献 [46] 中 的 相关 内 容 , 陈述 得 更 具体 、 更 清 
楚 ,不妨 参阅 并 概述 如 下 :大 家 都 熟悉 自由 落体 下 落 距 离 的 公式 SS 


去 ge ,因为 吉 # 不 过 是 一 常数 . 为 简单 计 . 讨 论 S 一 就 可 以 了 . 当 : 一“ 
时 ,下 降 距 离 为 So。 一 如 , 当 1 一 4 十 h 时 ,其 下 降 距 离 将 为 S 十 二 一 《Ca 十 
hh) , 埃 物 体 在 五 秒 内 所 降 之 距离 流 L 工 一 (to 十 有 h): So 二 (tT hy? 1 。 


从 而 产 秒 内 物体 下 落 之 平均 速度 为 


T (ti 十 天) 一 下 2t 记 十 天? 
[a hn h 


显然 ,当时 间 的 间隙 A 越 小 时 ,平均 速度 就 与 瞬时 速度 或 真正 速度 越 接 
近 . 但 是 不 论 h 多 么 小 ,只 要 不 等 于 0, 则 平均 速度 就 不 等 于 点 速度 或 
真正 速度 .如果 一 0, 即 考虑 那 一 点 的 速度 ,但 此 时 已 经 没有 距离 的 改 
变 , 从 而 所 说 之 天 变 成 了 没有 意义 的 号 ,从 而 也 无 法 求 得 真正 的 速度 . 
Newton 和 Leibniz 也 曾 为 摆脱 此 困境 而 分 别提 出 种 种 解释 ,例如 : 
(1) 说 是 无 穷 小 , 故 及 不 等 于 0, 因 而 认为 上 一 全 和 十 全 有 意义 ,并 


可 化 简 为 24 十 hh, 但 无 穷 小 与 有 限量 相 比 ,可 以 略 而 不 计 , 于 是 2 十 hh 就 

变 为 2 ,并且 24 就 是 :== 1t。 时 的 点 速度 . 

2tohA+ ph’ 
万 


一 2to -有 ， 


《2) 说 的 终极 比 Cultimate ratio) 为 2t ,也 就 是 上 一 二 时 的 
速度 . 

《3) 说 疡 趋 于 0 时 , 既 不 在 产 变 为 0 之 前 ,也 不 在 产 变 为 0 之 后 ,而 正 
好 在 六 刚刚 达到 时 ,224 二 之 值 为 24. 


不 论 哪 种 说 法 ,无非 都 是 为 消除 如 下 的 予 捕 而 使 之 能 摆脱 困境 ,这 


数学 与 无 穷 观 的 过 辑 短 础 


75 


We 数学 与 无 穷 观 的 逻辑 基础 - 


76 


2toh +h: 
nn 


t 一 加 时 的 真正 速度 为 2to; 则 又 必须 hh 一 0. 那么 同一 个 数量 有 在 同一 个 
问题 中 ,如 何 能 既 等 于 0, 同 时 又 不 等 于 0 呢 ? 这 个 也 盾 , 人们 志 曾 称 之 为 
Berkeley 悖 论 . 

在 这 一 时 期 ,从 各 个 方面 对 微 积 分 理论 的 种 种 非 难 和 攻击 中 ,要 算 
Berkeley 大 主教 所 作 的 批评 最 为 激烈 .“Berkeley 批判 了 Newton 的 许多 
论点 ,例如 ,在 4 求 曲 边 形 的 面积 》 一 文中 ,Newton 说 他 避免 了 了 无穷小 ,他 
给 工 以 增 量 ,展开 Cz 十 0)", 减 去 x", 再 除 以 0, 求 出 zx" 的 增 量 与 x 的 增 量 
之 比 , 然 后 扔 掉 0 的 项 ,从 而 得 到 x” 的 流 数 . Berkeley 说 Newton 首先 给 
工 以 一 个 增 量 ,然后 让 它 是 0, 这 违背 了 和 背 反 律 . ”i“ 有 至 于 导数 被 当 作 > 
与 x 消失 了 的 增 量 之 比 , 即 dy 与 dz 之 比 ,Berkeley 说 它们 既 不 是 有 限 
量 ,也 不 是 无 穷 小 量 ,但 又 不 是 无 .这 些 变化 率 只 不 过 是 消失 了 的 量 的 鬼 
魂 ”. "i 大 主教 Berkeley 之 所 以 狂 烈 批评 微 积 分 .主要 是 因为 他 对 当时 自 
然 科 和 尝 的 发 展 所 造成 之 对 宗教 信仰 的 日 益 增 长 的 威胁 极为 丽 惧 . 但 也 正 
由 于 当时 的 微 积 分 理论 没有 一 个 牢固 的 基础 ,致使 来 自 各 方面 的 非 难 和 
批评 言 之 有 物 . 所 以 ,在 整个 18 世纪 ,对 于 微分 和 积分 运算 的 研究 具有 
一 种 特殊 的 痛 蔡 ,因为 一 方面 是 纯粹 分 析 领 域 及 其 应 用 领域 内 的 一 个 接 
一 个 的 光辉 发 现 . 但 与 这 些 奇 妙 的 发 现 相 对 照 的 却 是 由 其 基础 的 合 糊 性 
所 导致 的 矛盾 愈 来 您 尖锐 . ”5 这 就 不 能 不 迫使 数学 家 们 认真 对 待 这 个 
Berkeley 悖 论 ,借以 解除 数学 的 第 二 次 危机 ,这 就 直接 导致 了 微 积 分 的 
Cauchy-Weierstrass 时 代 .-Cauchy 详细 而 又 系统 地 发 展 极 限 论 ， 
Dedekind 在 实数 论 的 基础 上 ,证 明了 极限 论 的 基本 定理 ,Cantor 与 
Weierstrass 都 加 和 人 了 为 徽 积 分 理论 寻找 牢固 的 基础 丽 努 力 工 作 的 行列 ， 
发 展 了 e5 方法 和 极限 理论 , 避 开 了 实体 无 限 小 和 无 限 大 概念 的 设想 和 
使 用 ,这 就 是 今天 所 说 的 标准 分 析 . 

普遍 认为 ,由 于 严格 的 微 积 分 理论 的 建立 .上述 数学 史上 的 两 次 危 
机 已 经 解决 .但 在 事实 上 ,建立 严格 的 分 析 理 论 是 以 实数 理论 为 基础 的 ， 
而 要 建立 严格 的 实数 理论 ,又 必须 以 集合 论 为 基 珊 , 而 古典 集合 论 的 诞 
生 和 和 发 展 , 却 又 偏偏 出 现 了 一 系列 那 论 ,并 由 此 而 构成 了 更 大 的 危机 . 

悖 论 的 出 现 , 原 来 并 没有 真正 引起 数学 家 和 逻辑 学 家 的 重视 ,似乎 
击 昔 相传 的 悖 论 , 只 是 人 为 地 制造 出 来 的 东西 ,并 不 值得 介意 . 直到 19 
世纪 90 年 代 , 悖 论 在 作为 整个 数学 之 理论 基础 的 集合 论 中 出 现 了 ,这 样 
才 开 始 引 起 数学 家 们 的 注意 . 


个 矛盾 是 :一 方面 要 使 


有 意义 ,必须 六 不 等 于 0;: 另 一 方面 ,要 使 


第 2 剖 停 论 与 精确 性 经 典 数学 的 理论 基础 问题 


第 2 章 悖 论 与 精确 性 经 典 数学 的 理论 基础 问题 wn 


古典 集合 论 的 创始 者 Cantor 于 1895 年 第 一 个 在 他 自己 所 创立 的 集 
合 论 中 发 现 了 悖 论 , 但 他 没有 公开 , 世 不 敢 人 公开. 然而 子 盾 是 包 不 住 的 ， 
1897 年 ,原先 由 Cantor 自已 所 发 现 的 这 个 悖 论 还 是 由 Burali-Forti 发 现 
了 ,并 且 公 诸 于 世 , 因 而 人 们 就 称 之 为 Burali-Forti 那 论 - 现 陈述 如 下 : 

首先 ,在 超 限 数论 中 ,可 证 得 下 述 定 理 成 立 呈 1. 

定理 1 任何 一 个 良 序 集 A ,不 能 与 A 的 任何 截 段 A。 相似 . 

定理 2 凡 由 序数 所 组 不 的 集 , 按 其 大 小 为 序 排列 时 , 必 为 一 良 序 
集 . 

定理 3 一 切 小 于 序数 = 的 序数 所 组 成 之 良 序 集 W, 的 序数 页, 就 是 
序数 c, 即 殉 . 一 a. 

其 次 ,让 我 们 将 一 切 序 数 汇 集 起 来 构成 一 集 , 记 为 工 , 亦 即 

帮 一 {xX | 工 为 一 序数 }， 

根据 Cantor 用 以 造 集 的 概括 原则 来 构造 上 述 集 合 工 是 完全 合理 的 .于 
是 ,由 上 述 定理 2 可 知 , 琴 能 以 排 成 一 良 序 集 , 故 良 序 集 卫 有 一 序数 , 记 为 
r。 即 天 一 >. 既然 卫 是 一切 序数 所 组 成 的 良 序 集 . 应 有 > 后卫 ,那么 世人 便 是 
世 之 元 > 截 卫 所 得 的 一 个 截 段 ,由 定理 3 可知 开 一 ”如 此 将 由 上 述 工 一 
r 与 下, 一 > 而 推 知 下 一 工 .这 表明 良 序 集 卫 的 序数 与 它 的 一 个 截 段 开 的 
序数 相同, 因而 械 与 TT, 相似 ,从 而 矛盾 于 定理 1. 大 家 称 这 个 歼 盾 为 
Burali-Forti 导论 . 

在 Burali-Forti 屠 论 公 布 后 两 年 , 即 1899 年 ,Cantor 又 发 现 了 一 个 节 
盾 .: 并 公 诸 于 世 , 人 们 称 之 四 Cantor 悖 论 , 陈 述 如 下 : 

加 所 知 ,在 古典 集合 论 中 有 下 述 定 理 . 

定理 (Cantor) 任何 集合 M 的 势 ( 基 数 ) 邓 小 于 其 寡 集 KM) 的 势 
弦 玉 7. 其 中 所 谓 短 集 , 即 对 任何 集 M 而 言 ,由 M 的 一 切 子 集 所 构成 的 集 
合 叫 做 M 的 窒 集 ,并 记 为 纹 MD. 

现 据 Cantor 的 概括 原则 ,可 构造 一 切 集 合 所 组 成 的 集合 , 记 为 色 , 即 

% 一 {ziz 为 一 集 }. 

如 此 ,一 方面 由 上 述 Cantor 定 理 知 有 有 亚 一 副 ( 有 ), 另 一 方面 ,又 可 证 乡 (%) 
为 汪 的 一 个 子 集 .事实 上 , 设 工 后 92): 则 工 为 汉 的 一 个 子 集 , 改 工 为 一 
集合 , 按 色 的 定义 与 构造 ,应 有 所 ,于 是 多 (WD) 忆 ,从 而 应 有 BC0V) < 
亚 , 巴 盾 . 人 们 称 之 量 Cantor 悖 论 . 

直到 1900 年 ,虽然 在 古典 集合 论 中 出 现 了 如 上 所 述 的 一 些 悖 论 ,但 
也 并 没有 引起 数学 家 们 的 多 大 不 安 , 因 为 天 家 认为 悖 论 的 出 现 , 只 是 奉 
涉 到 集合 论 中 的 一 些 较为 专门 的 技术 问题 ,只 要 作 些 技术 性 的 修改 或 调 
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整 , 便 能 解决 问题 . 因而 在 这 种 认识 之 下 ,不 仅 没 有 为 悖 论 的 出 现 而 不 
密 , 相 反 地 ,一 种 充满 安全 感 的 情绪 笼 章 着 大 家 . 正如 文献 L24] 中 所 述 : 
“集合 论 的 概念 是 巡 辑 概念 ,而 县 一 般 认 为 集合 是 属于 逻辑 的 ,逻辑 的 理 
论 人 似乎 应 该 是 没有 政 盾 的 . 因此 , 归 约 到 了 集合 论 , 看 来 快要 达到 目的 
了 .的 确 , 在 1900 年 于 巴黎 召开 的 国际 数学 会 议 上 ,法 国 大 数学 家 
Poincare 宣称 :数学 的 严格 性 ,看 来 今天 才 可 说 是 实现 了 .事实 上 ,当时 
的 数学 家 都 青 气 洋洋 ;非常 乐观 . ”I“ 以 前 ,对 于 非 欧 几何 的 不 政 盾 性 ， 
欧 氏 几何 的 不 耶 盾 性 ,实数 论 的 不 蔬 盾 性 等 ,人 们 虽然 不 能 马上 作出 证 
明 , 但 大 家 都 相信 不 会 导致 子 盾 ,事实 上 ,也 从 未 过 到 出 现 了 矛盾 的 麻 
烦 . ”54 “现在 已 把 这 些 理论 的 不 天 盾 性 直接 间接 地 归 约 到 集合 论 的 不 于 
盾 性 ;以致 人 人 和 们 更 加 相信 和 集合 论 绝对 不 会 出 现 玫 盾 . ”'1 在 这 里 ,读者 当 
能 回想 起 本 上 书 1.6 节 之 未 所 作 的 一 番 相 关 的 论述 . 

然而 ,如 上 所 述 的 这 种 安全 的 想像 未 能 维持 多 久 , 事 隔 不 到 两 年 , 著 
和 名 的 Russell 舍 论 被 公庄 于 址 ,这 可 惊动 了 整个 西方 哲学 界 、 人 还 辑 学 界 和 
数学 界 . 因为 人 们 对 Russell 那 论 稍 加 分 析 , 就 会 看 出 ,只 要 用 逻辑 术语 
来 替代 集合 论 术 语 ,Russell 那 论 就 要 直接 牵涉 到 逻辑 理论 本 身 , 从 而 直 
接 冲 击 了 数学 与 逻辑 这 两 门 一 向 被 认为 是 最 严谨 的 学 科 , 这 就 不 能 不 使 
数学 家 和 逻辑 学 家 去 认真 对 待 和 研究 悖 论 问题 了 . 现 将 Russell 悖 论 陈 
述 如 下 : 

和 集合 可 分 为 两 种 :一 种 是 本 身分 子 集 ,例如 ,“ 一 切 概 念 所 组 成 的 
集 ”, 由 于 它 本 身世 是 一 个 概念 ,所 以 必 为 该 集 自 身 的 一 个 元 素 . 又 如 “一 
切 集 合 所 组 成 的 集合 ”也 是 一 个 本 身分 子 集 ,因为 控 定义 知 任 何 集 都 是 
该 集 的 元 素 ,而 其 本 身 即 六 一 集合 ,因而 也 不 能 例外 地 为 该 集 ( 即 其 自 
身 ) 的 一 个 元 素 . 另 一 种 是 非 本 身分 子 集 , 即 其 本 身 不 是 它 自身 的 元 率 . 
例如 ,自然 数 集合 决 不 是 某 个 自然 数 , 因 此 自然 数 集合 六 不 可 能 是 六 的 
一 个 元 素 , 即 六 所 入. 如 此 , 任 给 一 集 M, 则 M 要 么 是 本 身分 子 集 , 即 M 
EM, 要 么 是 非 本 身分 子 集 ,; 即 M&M. 现 据 Cantor 的 概括 原则 ,可 将 一 
切 非 本 身分 子 集 汇集 起 来 构成 一 集 , 评 即 

芋 二 (x | 区 蔗 }. 

此 处 工区 工 表示 和 集合 x 不 是 它 自身 的 元 素 , 即 x 为 一 非 本 身分 子 集 . 另 
外 ,我们 也 用 和 所 并 来 表示 集合 z 为 其 自身 的 一 个 元 素 , 此 时 工 便 是 一 个 
本 身分 子 集 了 .现在 要 问 上 述 一 切 非 本 身分 子 集 (x 全 x) 构成 的 集 三 是 
哪 一 种 集合 ? 即 问 此 集 三 是 本 身分 子 集 ,还 是 非 本 身分 子 集 ? 若 设 三 为 本 
身分 子 集 , 则 三 为 其 自身 的 一 个 元 素 , 而 三 的 每 个 元 素 都 是 非 本 身分 子 
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集 , 从 而 作为 三 之 元 的 三 也 必须 是 一 个 非 本 身分 子 集 . 故 由 三 为 本 身分 
了 于 集 而 推 得 三 为 非 本 身分 子 集 , 亦 即 由 三 所 三 而 推出 三 冬 三, 或 者 说 由 工 
具有 工 扣 工 的 性 质 推 得 王 具 有 性 质 所 z, 总 之 矛盾 . 现 再 设 研 为 一 非 本 
身分 子 集 , 又 按 王 的 构造 可 知 ,任何 非 本 身分 子 集 都 是 三 的 元 素 ,. 故 三 作 
为 非 本 身分 子 集 亦 应 为 三 的 一 元 素 , 即 三 筷 三 . 故 三 是 一 个 本 身分 子 集 . 
如 此 ,又 由 三 为 非 本 身分 子 集 而 推 得 三 为 本 身分 子 集 , 亦 即 由 三 冬 三 而 推 
得 三 EE 三 ;或 者 说 由 三 有 性 质 x 和 x 而 推 得 三 具有 性 质 x EE x, 还 是 牙 盾 . 
亦 即 不 论 哪 种 说 法 都 说 不 通 . 这 就 是 著名 的 Russell 悖 论 . 

Russell 悖 论 作 为 古典 集合 论 中 的 一 个 那 论 ,不 仅 很 快 发 现 它 可 化 
归 为 最 基本 的 逻辑 概念 的 形式 ,而 且 进 一 步 发 现 能 用 日 常 语言 来 表述 它 
的 基本 原则 ,Russell 自己 就 在 1919 年 把 它 改 为 著名 的 “理发 师 尽 论 ”. 现 
陈述 如 下 : 

李 家 村 上 所 有 有 刊 胡 子 习 惯 的 人 可 分 为 两 类 ,一 类 是 自己 给 自己 刊 
胡子 的 ;: 另 一 类 则 是 自己 不 给 自己 刮 胡子 的 , 李 家 村 上 有 一 个 有 天 胡子 
习惯 的 理发 师 自 己 约 定 :“ 给 和 且 只 给 村 子 里 自己 不 给 自己 刊 胡 子 的 人 重 
胡子 . ”现在 要 问 这 个 理发 师 自 己 是 属于 哪 一 类 的 八 ? 如 果 说 他 是 属于 
自己 给 自己 刊 胡 子 的 一 类 , 则 按 他 自己 的 约定 ,他 不 应 该 给 他 自己 刊 上 前 
于 ,因而 是 一 个 自己 不 给 自己 刊 胡 子 的 人 . 再 设 他 是 属于 自己 不 给 自己 
刊 胡 子 的 一 类 ，, 则 按 他 自己 的 约定 ,他 必须 给 他 自己 刮 明 子 , 因 之 他 又 是 
一 个 自己 给 自己 乔 胡 子 的 人 了 . 哪 种 说 法 都 说 不 通 , 这 就 是 所 谓 理 发 师 
悖 论 - 

顺便 指出 ,Zermelo 也 曾 同 时 独立 地 发 现 了 这 个 悖 论 , 所 以 也 有 
Russell-Zermelo 悖 论 之 称 .Russell 导论 的 出 现 , 不 仅 对 上 文 所 述 之 
Poincare 关于 “完全 的 严格 性 已 经 达到 ”这 个 说 法 是 一 个 格 定 ,而 电 直 接 
动 播 了 Poincaré 企图 通过 集合 论 来 为 微 积 分 奠基 的 信心 . 另外 , 有 如 
Dedekind 正在 为 分 析 数 学 和 数论 莫 基 而 闭 述 “什么 是 数 , 其 意义 如 何 ?” 
一 六 ,又 有 逻辑 学 家 兼 数 学 家 Frege 的 巨著 《关于 算术 概念 》 也 接近 完 
成 ,但 由 于 他 们 的 理论 ,都 涉及 和 集合 论 及 其 基本 概念 ,从 而 一 时 延 搁 了 所 
说 的 这 些 著 作 的 出 版 . 特别 是 Frege 还 感慨 地 写 道 :“ 对 于 一 个 科学 家 来 
说 .没有 一 件 事 比 下 列 事实 更 为 扫兴 的 了 , 即 当 他 的 工作 刚刚 完成 的 时 
候 ,突然 发 现 它 的 一 块 基 石 毅 塌 了 下 来 , 当 本 书 ( 指 上 述 4《 关 于 算术 概念 》 
一 书 ) 的 印刷 快要 完成 的 时 候 ,Russell 先生 给 我 的 一 封 信 ,使 我 聊 于 这 
样 的 境地 ”. 5 

综 上 所 述 ;, 人 们 恰当 地 把 集合 论 屠 论 的 出 现 及 其 所 引起 的 争论 局 面 
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称 之 为 数学 的 第 三 次 危机 .应当 指 出 ,在 一 定 程度 上 讲 , 数 学 第 三 次 危机 
态 是 前 两 次 危 机 的 发 展 和 深化 ,因为 集合 论 的 那 论 所 涉及 的 问题 更 加 深 
刻 , 涉 及 的 范围 更 为 广阔 . 本 书后 续 两 章 的 内 容 , 实 际 上 就 是 从 某 一 角度 
全 面 讨论 数 学 的 第 三 次 危机 ,因为 后 续 两 章 的 内 容 , 将 始终 围绕 着 对 这 


次 危机 的 产生 和 寻找 解决 方案 等 等 情况 去 作 分 析 讨 论 . 


2.2 节 和 2.3 节 中 ,已 经 论 及 一 些 古 蔡 相 传 的 那 论 和 古典 集合 论 中 
的 若干 悖 论 ,本 节 将 继续 给 出 一 些 流 传 较 广 的 悖 论 , 以 供 大 家 分 析 讨 论 . 

Richard 悖 论 是 在 1905 年 被 揭示 的 . 今 选 定 一 种 语言 ,例如 英语 , 则 
任 一 英语 语句 , 它 总 是 由 26 个 英文 字母 中 的 一 些 字 母 ( 可 重复 出 现 )、 空 
格 和 标点 等 组 成 一 个 符号 序列 ,特别 应 指出 ,该 符号 序列 是 有 穷 长 的 , 否 
则 将 是 一 名 永远 说 不 完 的 话 而 不 成 其 为 语句 了 . 总 之 ,我 们 把 任 一 英语 
语句 或 一 段 话 理 解 为 由 29 个 符号 中 任 选 并 可 重复 出 现 的 有 穷 符 号 序 
列 . 如 所 知 ,“ 由 一 切 这 样 的 元 一 一 这 种 元 ,能 用 一 有 限 或 可 数 的 符 导 系 
中 的 有 限 多 个 符号 来 表示 所 组 成 的 集 是 可 数 的 ,这 里 ,在 有 限 符号 
系 的 情况 下 容许 任意 长 的 符号 复合 .事实 上 ， 

$50 十 多 十 下 十 多 1 二 的 
so 十 0 十 一 SS。 
nn ss。 

例如 ,所 有 用 有 限 多 个 字母 拼写 成 的 任意 长 的 字 ( 即 有 意义 或 无 意 
义 的 字母 的 复合 ) 所 组 成 的 集 是 可 数 的 . 同样 ,由 一 切 书 籍 、 一 切 交 响 乐 
章 以 及 诸如 此 类 的 东西 组 成 的 集 也 是 如 此 . ”9 因此 ,如 上 所 说 的 一 切 英 
语 语 句 构成 之 集 为 可 数 集合 ,一切 由 有 限 句 英语 写 出 之 英语 段 构 成 的 集 
也 是 可 数 集合 . 

今 考 虑 所 有 能 用 有 限 句 英语 的 语句 陈述 的 十 进位 小 数 所 组 成 的 集 
合 五 ,显然 集合 互 的 势 小 于 等 于 可 数 势 , 即 瑟 去 党 如此, 王 的 元 可 排 成 
序列 : 


E:0 ,0,. 9，… 
现 定 义 一 个 十 进位 小 数 96 如 下 :“ 如 果 玉 中 第 7 个 小 数 的 第 nn 位 小 数 的 数 
字 是 p,; 则 规定 9 的 第 nn 位 小 数 的 数字 为 p 十 1, 当 p 一 9 时 , 则 六 0.”( 英 
译 为 :Let 0 be a number defined as follows, if the nth figure in the nth 


四 第 2 章 停 论 与 精确 性 经 典 数学 的 理论 基础 问题 


”第 2 这 悖 论 与 精确 性 经 典 数学 的 理论 基础 问题 ae 


decimal is pp, let the nth figure nOGbe pliClor0oO,if p= 9). 因此 ,0 是 
一 个 能 用 有 限 名 英语 语句 所 陈述 的 十 进位 小 数 : 故 应 有 6 各 EE. 但 又 由 0 
的 定义 可 知 9 与 到 中 每 一 个 十 进位 小 数 锅 有 一 有 穷 差 位 . 故 按 有 和 穷 差 位 
淹 别 法 可 知 ,9 与 忆 中 之 一 切 元 锅 相 异 , 故 9 所 玉 , 子 盾 . 这 就 是 法 国人 
Richard 于 1905 年 所 提出 的 一 个 语义 悖 论 . 

基于 所 谓 “ 有 穷 可 定义 概念 ”(Dixon,1906) 可 以 构造 出 与 Richard 
悖 论 相 类 闻 的 一 系列 悖 论 : 举 二 例如 下 : 

例 1 考虑 一 切 能 用 有 限 匈 英语 语 印 陈述 的 超 穷 序数 的 集 二 ,并 简 
称 工 中 之 任 一 元 为 可 定义 的 超 穷 序数 ,显然 == 淮 , ,但 超 穷 序数 却 有 不 
可 数 多 ,那么 不 妨 称 那 些 不 属于 工 的 超 穷 序 数 为 不 可 定义 的 超 穷 序 数 . 
这 些 不 可 定义 的 超 穷 序数 中 必 有 一 个 最 小 的 : 记 为 ,于 是 应 有 > 冬 二 . 另 
一 方面 ,我 们 就 用 “the least indefinable ordinal”( 最 小 的 不 可 定义 序数 ) 
来 陈述 r, 从 而 应 有 rE 工 , 示 盾 . 

例 2 由 于 每 个 自然 数 部 能 用 一 个 英文 词 或 短语 去 描述 它 , 而 每 个 
英文 词 或 短语 总 是 用 有 限 多 个 英文 字母 组 成 的 ,其 中 几 重 复出 现 若 干 次 
的 字母 ,就 按 若 干 个 字母 计算 . 例如, 自然数 100 是 由 h、u、n、d、r、e、d 等 7 
个 字母 描述 的 (注意 其 中 字母 d 共 出 现 2 次 , 即 按 2 个 字母 计算 )， 当然 ， 
自然 数 100 还 可 用 诸如 “ 直 次 于 101 之 前 的 自然 数 ” 或 “大 于 99 的 最 小 自 
然 数 ”等 等 英 译 短语 去 描述 ,但 在 这 样 那样 的 描述 中 ,总 有 一 种 所 用 的 
英文 字母 最 少 . 特 称 这 种 描述 为 最 简 描述 . 今 考 虑 "一切 至 多 只 用 100 个 
英文 字母 就 能 描述 的 自然 数 构 成 的 集合 S”, 可 证 S 为 有 限 集合 . 事实 上 ， 
对 于 每 一 个 空位 可 有 26 种 选择 ,或 者 不 选 , 亦 即 共 有 27 种 选择 . 因 之 , 充 
其 量 只 有 27'” 种 可 能 的 描述 ,就 算 其 中 每 一 种 描述 都 是 上 述 意 义 下 的 最 
简 描 述 ,那么 由 这 27” 种 描述 也 只 能 描述 有 限 多 个 自然 数 . 总 之 ,集合 S 
之 元 的 个 数 必 为 有 限 . 令 六 表示 全 体 自 然 数 构成 的 集合 , 则 六 一 S 必 为 
韭 空 集合 , 记 为 M, 即 M 一 N 一 S 关 名 .于 是 M 中 必 有 一 最 小 的 自然 数 
me 上 良 序 和 集 之 任 一 子 集 必 有 首 元 ) ,如 此 ;一 方面 因 加 所 MM 而 知 mx 是 一 个 
仅 用 小 于 或 等 于 100 个 英文 字母 所 不 能 描述 的 自然 数 . 但 我 们 可 用 下 述 
一 和 他 话 来 描述 这 个 白 然 数 m, 即 “用 至 多 100 个 英文 字母 所 不 能 描述 的 
自然 数 中 的 最 小 自然 数 . ”我 们 再 把 这 人 句 话 英 译 如 下 :;“the least positive 
integer which cannot be described in at most hundred letters”. 只 要 数 一 
下 即 知 只 用 了 67 个 字母 ,可 见 m 又 是 一 个 用 少 于 100 个 字母 所 能 描述 的 
自然 数 , 即 m EE S, 从 而 和 冬 M, 矛盾 -总 之 ,我 们 用 了 少 于 100 个 英文 字 
坪 去 描述 了 -个 少 于 或 等 于 100 个 字母 所 不 能 描述 的 自然 数 . 这 也 是 与 
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Richard 悖 论 同 类 型 之 悖 论 的 又 一 例 . 

Grelling 那 论 于 1908 年 提出 , 现 陈 述 如 下 :在 我 们 日 常 语言 中 ,一 个 
形容 词 ,可 按 基 所 描述 的 性 质 是 否 符 全 于 该 形容 词 本 身 而 分 为 两 类 , 凡 
是 符合 的 ,就 称 汶 自 状 的 , 几 是 不 符合 的 ; 则 称 汶 非 自 状 的 . 例如, 形容词 
“中 六 的 ”是 自 状 的 ,因为 不 仅 可 以 指 着 任何 中 文 的 “ 书 ”、“ 语 名 ”或 “ 词 ” 
等 说 :“ 这 是 中 文 的 ”, 同 时 也 可 指 着 “中 文 的 ”三 个 字 说 :“ 这 是 中 文 的 ”， 
即 可 用 它 自 身 来 形容 它 自身 ,或 者 说 形容 词 所 形容 的 性 质 与 它 自身 相符 
合 ,; 所 以 它 是 自 状 的 .反之 ,“ 英 文 的 ” 却 是 非 自 状 的 ,我 们 能 指 着 “book” 
说 :“ 这 是 英文 的 ”, 却 不 能 指 着 “英文 的 ”三 个 字 说 :“ 这 是 英文 的 ”, 因 为 
它 明 明 是 中 文字 , 亦 即 “英文 的 ”这 个 形容 词 所 描述 的 性 质 与 它 自 身 不 
相符 合 . 又 如 “ 字 ” 是 自 状 的 ,因为 它 本 身 也 是 一 个 字 . 但 “ 圆 的 ”是 非 自 
状 的 .因为 它 本 身 不 是 圆 的 ,而 是 方块 的 .如 此 ,所 有 的 形容 词 被 划分 为 
自 状 的 与 非 自 状 的 两 大 类 .但 “ 非 自 状 的 ”也 是 个 形容 词 , 试 问 它 属于 哪 
一 类 ?车 设 形 容 鹿 “ 非 自 状 的 ”是 非 自 状 的 , 则 正好 与 它 自 身 相 符合 , 那 
人 么 按 定 义 , 它 应 该 是 自 状 的 . 再 设 “ 韭 自 状 的 ”是 自 状 的 , 则 正好 与 它 自 
身 不 相符 合 , 则 它 又 应 该 是 非 自 状 的 .不 论 哪 种 说 法 都 说 不 通 , 这 就 是 
Grelling 悖 论 . 又 说 该 悖 论 是 Grelling 和 Nilsson 共同 提出 的 , 故 亦 称 
Grelling-Nilsson 悖 论 . 

沈 有 因 先 生 于 1953 年 构造 并 发 表 了 几 个 著名 悖 论 , 这 就 是 所 谓 “ 无 
根据 和 有 根据 悖 论 ”“ 循 环 与 非 循环 悖 论 ” 循环 与 非 ” 循 环 悖 论 ”21 ， 
现 用 通俗 的 自然 语言 将 这 几 个 悖 论 陈 述 如 下 : 

(1) 无 根据 和 有 根据 悖 论 

定义 一 集 x 叫做 无 根据 和 集 , 如 果 存 在 xi(i 一 1,2,…) 使 有 

“EXE XIE EEXAEZX, 
否则 , 称 x 为 有 根据 和 集合. 
据 上 述 定 义 可 知 , 任 何 一 集 G, 则 G 要 么 是 有 根据 集 , 要 么 是 无 根据 
集 . . 

今 按 Cantor 的 概括 原则 ,可 将 所 有 的 有 根据 集 汇 集 起 来 构成 一 个 
集合 ， 即 

SS 一 (人 zliz 为 有 根据 集 }. 

有 既然 S 为 一 集 , 因 而 也 不 例外 , 它 要 么 是 有 根据 集 , 要 么 是 无 根据 
集 :试问 S 是 哪 一 种 集合 ? 若 设 S 为 有 根据 集 , 则 按 S 的 构造 或 定义 可 知 ， 
任何 有 根据 集 都 是 它 的 元 素 , 从 而 必 有 SE S, 这 表明 存在 zx; 一 S(ti 一 1， 
2,.…) 而 使 有 
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“ESESE'ESESES. 
按 定 义 可 知 :S 为 一 无 根据 集 . 从 而 由 SS 为 有 根据 集 而 可 推出 它 为 无 根据 
集 .了 矛盾 . 
现 再 设 S 为 无 根据 集 , 则 按 定 义 可 知 存 在 ri 一 1,2.…) 而 使 有 
和 Er 和 和 和 和 
旭 比 ,一 方面 由 和 SS 和 SS 的 定义 推 知 为 有 根据 集 ， 另 一 方面 ,可 令 
Xi 一 rr 一 1,2, ,于 是 存在 XC 一 1:2,…) 而 使 有 
“EE XE XE "EE XE XE Xi, 
这 表明 x! 为 一 无 根据 集 , 子 盾 . 这 说 明 原 设 S 为 无 根据 集 一 事 不 能 成 立 ， 
亦 即 S 应 为 有 根据 集 , 如 此 ,又 由 S 为 无 根据 集 推出 S 为 有 根据 集 . 还 是 
玫 盾 .不 论 何 说 都 说 不 通 , 故 为 一 导论 ,人 们 称 之 为 “无 根据 与 有 根据 那 
《2) 循环 与 非 循环 悖 论 
定义 ”一 个 集合 工 叫 做 循环 集 :, 如 果 存 仕 ziyxrry zi …，z(na 为 不 国 
定 的 任 一 正 整 数 变量 ) 人 使 有 并 所 ziE rz Er E 所 所 并 否则 称 开 
为 非 循 环 集 . 
根据 上 述 定义 , 任 给 一 集 G. 则 G@ 要 么 是 非 循环 集 ,要 么 是 循环 集 . 
今 按 Cantor 的 概括 原则 ,可 将 所 有 的 非 循 环 集 汇集 起 来 构成 一 集 . 亦 即 
S 一 ‘4XT| 工 为 一 非 循 坏 集 }. 
既然 S 为 一 集 , 因 而 可 以 问 S 是 循环 集 还 是 非 循环 集 . 
车 设 S 为 一 循环 集 : 则 必 存 在 x ,x:，*… ,Xx, 而 使 有 
SEAXAEAE EE rE DS, 
于 是 由 所 SS 可 知 z 为 一 非 循 环 集 (因为 SS 的 任 一 元 均 为 非 循环 集 ) ,但 
另 一 方面 ,我 们 可 有 
XE SEXAIE TE "EE XE rs 
由 定义 而 知 x; 实 为 一 循环 集 , 子 盾 . 这 表明 原 设 S 为 循环 集 不 能 成 立 ,; 即 
S 应 为 一 非 循 环 集 .也 可 以 这 样 说 ,由 设 S 为 循环 集 而 可 推出 S 为 非 循 环 
集 . 


现 再 设 S 为 一 非 循 环 集 , 则 由 S 的 定义 可 知 , 任 何 非 循 环 集 都 是 S 的 
元 素 , 故 有 SE S, 于 是 存在 x: 一 SCGi 一 1,2,…,n) 而 使 有 
SESE-...€SEes, 
这 表明 S 为 一 循环 集 , 从 而 由 设 S 为 非 循 环 集 而 推出 S 为 循环 集 . 哪 种 说 
法 都 不 能 自圆其说 , 故 为 一 悖 论 . 通常 叫做 “循环 与 非 循环 悖 论 ”. 5 
《3)n 循环 与 非 n 循环 悖 论 
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定义 ”一 集 xz 是 nn 循环 集 , 如 果 存 在 某 一 固定 的 正 整 数 n 和 <x,(i 一 
1,2,.… ,7) 使 有 


TE XE EE rE XE 并 

否则 称 x 为 非 ” 循 环 集 . 

类 似乎 “循环 与 非 循环 悖 论 ” 的 讨论 ,用 Cantor 的 概括 原则 构造 集 
合 

SS 一 {x| x 为 非 循环 集 }. 

然后 问 S 是 ”循环 集 , 还 是 非 二 循环 集 , 就 将 导致 迟 论 ,读者 可 自行 分 析 
讨论 之 . 人 们 称 之 为 “7 循环 与 非 半 循环 迟 论 ”. 09 

显然 ,n 循环 集 不 过 是 循环 集 之 一 种 特殊 情形 ; 另 一 方面 , 若 设 zi 为 
一 循环 集 , 则 利用 zx, € xi, 可 使 该 循环 无 限制 地 重复 下 去 ,以 使 有 
和 和 
于 是 zi 便 是 无 根据 集 , 如 此 可 知 , 循 环 又 是 无 根据 的 特殊 情形 , 若 引 进 
符号 色 定 义 如 下 : 

oc20200 区 AAAAAA 一 doococoo 为 AAAAAA 的 特殊 情形 . 
则 我 们 有 : 
7 循环 氏 循 环 氏 无 根据 . 

同时 又 易 见 如 下 情形 为 真 : 

《Cayn 循环 @ 2n 循环 包 4n 循环 氏 2" 循环 ， 

Cbyn 循环 妇 37 循环 ,n 循环 外 加 。 半 循环 ， 

Cc)1 循环 氏 ?循环 氏 循 环 匀 无 根据 . 

现在 ,让 我 们 把 Russell 悖 论 和 沈 有 易 三 悖 论 的 造 集 谓词 及 其 所 构 
造 之 集合 列 出 如 下 : 

C1){ 工 | 工 气 工 )， 

(2){(z | 为 非 ? 逢 环 集 }，， 

3) 人 4z zz 为 非 循 环 集 }， 

4) 二 为 有 根据 集 }， 
其 中 Russell 悖 论 的 造 集 谓词 实 可 为 非 1 循环 集 , 因 为 1 循环 就 是 x Ex， 
非 1 循环 就 是 一 (Cz 所 x), 即 和 工 , 即 非 本 身分 子 集 . 又 如 “无 根据 与 有 根 
据 悖 论 ” 的 造 集 谓词 是 有 根据 集 . 而 据 定 义 知 ,有 根据 和 集 即 指 不 存在 下 
述 EE 关系 的 无 穷 串 

“EXE XE "EE XE x. 

所 以 有 根据 集 也 可 请 “ 非 € 关系 无 穷 串 ” 综 上 所 论 ,不 难看 出 : 沈 有 油 
三 悖 论 实 为 Russell 悖 论 的 逐 级 推广 , 亦 即 把 Russell 悖 论 的 造 集 谓词 非 
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1 循环 集 , 分 别 扩 张 为 非 卫 循环、 非 循 环 和 非 € 关系 无 穷 串 ,这 些 造 集 谓 
词 ,将 在 本 书 第 3 章 中 再 次 论 及 . 总 之 ,可 以 认为 沈 有 易 先 生 所 构造 之 三 
种 著名 悖 论 ,本 质 上 是 著名 的 Russell 悖 论 的 变形 . 


2.5 非 欧 几何 与 数学 基础 问题 


在 非 欧 几 何 获 致 普遍 接受 及 其 相对 相 容 性 得 到 证 明之 前 的 很 长 历 
中 阶段 中 ,人 们 几乎 确信 数学 嘉 埋 就 是 绝对 真理 ,例如 ,本 书 1.2 节 中 就 
兽 论 及 Kant: 他 把 Euclid 几何 看 成 是 关于 空间 的 绝对 真理 , 即 所 谓 先 验 
的 综合 判断 .而 且 与 Kant 同时 代 的 学 者 ,几乎 全 都 同意 他 的 观点 . 然而 ， 
自从 Poincare 在 Euclid 空间 中 构造 出 Io6auescruii 几何 模型 ( 详 见 本 书 
1.6 节 ) 之 后 ,特别 是 本 书 1.7 节 之 未 尾 所 提 及 的 :人 们 又 发 现 Euclid 几 
何 的 每 条 公理 能 在 .To6aueeBckHiz8 几何 的 一 些 特 殊 曲 面 上 成 立 ( 对 此 ,有 
兴趣 的 读者 可 和 参阅 文献 [5j 中 4.2 节 ), 这 表明 我 们 也 能 在 JIo6adeBckR 站 
几何 空间 中 构造 出 Euclid 几何 模型 ,从 而 可 以 认为 两 种 几何 是 互 为 相 
对 相 容 的 . 这样 ,平行 公理 完全 相悖 的 两 种 几何 竟然 是 互 为 相 容 的 ,这 就 
直接 否定 了 上 述 “ 数 学 真理 是 绝对 真理 ”的 观点 ,人 们 感到 "至少 是 部 分 
地 了 矛盾 的 几何 居然 都 能 用 来 描述 物理 空间 ,我 们 真 不 知道 ,对 于 物理 空 
间 来 说 ,究竟 哪 一 种 是 真实 的 了 . “站 从 而 在 部 分 数学 家 那里 , 竟 导 致 了 
对 于 数学 真理 性 的 否定 而 走向 了 相对 主义 . 

此 外 :正如 2.3 节 中 所 指出 的 ,和 直 于 集合 论 中 悖 论 的 出 现 , 特 别 是 
Russell 悖 论 的 出 现 , 震 动 了 整个 西方 数学 界 和 逻辑 学 界 , 以致 德 国 数 学 
大 师 Hilbert 指出 :必须 承认 .由 于 悖 论 的 出 现 而 造成 的 形势 是 难以 妨 
受 的 ,只 要 设想 一 下 ,每 个 人 曾经 学 过 、 教 过 并 在 数学 中 如 以 应 用 的 定义 
和 演绎 方法 ;从 来 都 被 认为 是 真理 和 必然 的 典范 ,而 现在 却 导 至 了 荡 庄 ， 
如 果 连 数学 思维 都 是 不 可 靠 的 ;那么 到 何 处 还 能 找到 真理 和 必然 性 
b 庆 ?1 

数学 是 演绎 推理 性 质 的 学 科 , 所 以 从 形式 上 看 ,数学 命题 的 真理 性 是 
建立 在 公理 的 真理 性 和 逻辑 规则 的 有 效 性 之 上 的 ,本 来 即使 在 上 述 “ 数 学 
真 埋 是 绝对 真理 ”这 一 观念 受到 冲击 之 后 ,数学 家 还 可 以 用 逻辑 推理 的 严 
格 性 来 作为 精神 支柱 ,并 以 此 解释 数学 在 应 用 中 的 有 效 性, 但 由 于 悖 论 的 
出 现 , 这 一 精神 支柱 也 动摇 了 . 这 就 不 能 不 在 数学 家 中 形成 危机 感 . 

正 因 为 数学 面临 着 这 样 的 危机 , 才 促 使 数学 家 们 去 探索 数学 推理 在 
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什么 情况 下 有 效 :, 什 么 情况 下 无 效 , 数 学 命题 在 怎样 的 情况 下 具有 真理 
性 ,在 怎样 的 情况 下 失灵 .于 是 ,在 20 世纪 初 , 数 学 基础 论 这 一 分 科 就 诞生 
了 . 拉 在 从 事 数 学 基础 问题 研究 的 数学 家 面前 的 首要 任务 ,就 是 如 何 为 数 
学 的 有 效 性 重新 建立 可 靠 的 依据 . 由 于 在 这 一 工作 中 所 持 的 基本 观点 不 
同 , 才 在 数学 基础 论 的 研究 中 形成 了 各 个 流派 .所 以 这 也 正 是 形成 数学 基 
础 诸 流 派 的 共同 的 历史 背景 . 当然 , 诸 流 派 的 形成 还 有 它们 各 自 具 体 的 历 
宅 近 因 .我 们 将 在 下 文中 分 别 讨 论 诸 流派 之 观点 和 方法 时 再 作 讨 论 . 

应 当 指 出 ,所 说 之 数学 基础 诸 流派 ,就 是 通常 所 说 的 数理 逻辑 三 大 派 
《逻辑 主义 派 直觉 主义 派 、 形 式 主 义 派 ), 其 实 称 之 鱼 数 理 逻 辑 三 大 派 并 
不 恰当 因为 他 们 是 因数 学 基础 的 研究 而 产生 的 ,所 提出 的 见解 多 数 是 
针对 数学 基础 论 中 之 问题 而 研究 出 来 的 ;而 三 派 的 形成 及 其 分 歧 , 亦 是 因 
数 尝 基础 问题 而 来 的 .所 以 实际 上 应 该 说 数学 基础 论 的 三 派 .2 那么 ,我 
们 文 交 何 要 称 其 为 诸 流 派 而 不 称 之 谓 三 大 派 呢 ? 因为 我 们 将 在 本 书 下 文 
中 ,按照 历史 的 本 来 面目 明确 划分 Hilbert 主义 派 和 形式 主义 派 , 并 由 此 
而 澄清 那 种 把 形式 主义 与 Hilbert 主义 混为一谈 的 不 正确 说 法 . 

其 次 :我 们 曾 在 本 书 1.6 节 之 未 尾 担 及 如 下 情况 , 即 人 们 首先 把 
JIoGaqeBscKkun 六 几何 公理 系统 的 无 逆 盾 性 归 约 到 Euclid 几何 公理 系统 的 
相 容 性 ,进而 又 把 Euclid 几何 公理 系统 的 相 容 性 归 约 到 实数 系统 的 无 
子 盾 性 . 而 实数 系统 的 无 了 矛盾 性 又 如 何 ? 数学 分 析 中 的 实数 理论 告诉 我 
们 ,Dedekind 把 实数 定义 为 有 理 数 的 分 划 , 因 而 这 个 无 耶 盾 性 又 被 归 约 
到 了 自然 数 系 统 的 无 天 大 性 .那么 自然 数 系 统 的 相 容 性 又 如 何 ? 由 于 
Dedekind 和 Frege 的 自然 数 概 念 是 借助 于 集合 概念 加 以 定义 的 ,所 以 要 
建立 严格 的 实数 理论 ,又 必须 以 集合 论 为 基础 ,因此 自然 数 系 统 的 相 容 
性 又 被 归 约 到 了 和 集合 论 的 无 子 盾 性 . 那么 集合 论 的 相 容 性 又 如 何 ? 正如 
2.3 节 中 所 论 , 集 合 论 的 相 容 性 正 处 于 严重 的 危机 中 ,从 而 这 种 危机 不 
解 六 ,那么 刚才 所 说 的 一 系列 相对 柜 容 性 证 明 就 要 全 部 落空 . 为 之 ,各 家 
提出 各 家 解决 悖 论 的 不 同方 案 , 各 派 提出 各 派 解 脱 危 机 的 主张 . 例如， 
“Hilbert 认为 ,我 们 不 应 该 老 是 搞 相 对 相 容 性 证 明 , 而 应 该 搞 直 接 的 相 
容 性 证 明 . ”和 如 此 等 等 .那么 各 家 的 方案 和 各 派 的 主张 的 具体 内 容 如 
何 ? 结果 又 如 何 ? 我 们 将 在 本 书 之 下 属 两 章 中 分 析 讨 论 . 


第 2 章 悖 论 与 精确 性 经 典 数学 的 理论 基础 问题 
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第 3 伟人 和 辑 数 学 迟 论 在 精确 性 
经 典 数 学 中 的 解释 方法 


3. 1 Zermelo 对 悖 论 的 解 


应 当 指 出 :Russell 对 于 悖 论 的 研究 很 有 页 献 , 这 是 许多 数学 家 和 
逻辑 学 家 公认 的 ,虽然 他 的 理论 在 实践 上 造成 很 大 的 困难 ,但 现 有 的 一 
些 解决 悖 论 的 方法 .无 不 渊源 于 Russell 早年 提出 的 见解 ” 1. 因为 及 us- 
sell 是 从 本 质 上 ,而 不 是 从 个 别 技术 性 细节 上 来 分 析 悖 论 的 , 亦 即 “Rus- 
sell 把 Cantor 集合 论 所 导致 的 悖 论 箱 去 了 一 切 数 党 上 技术 性 的 枝 节 ,从 
而 揭示 了 这 样 一 个 惊人 的 事实 , 即 我 们 的 逻辑 直觉 (诸如 关于 真理 、 概 
念 、 存 在 .集合 的 直觉 ) 是 自我 了 开 盾 的 . ”Russell 认为 :一 个 集合 可 以 
用 两 种 方法 予以 定义 ,我 们 可 以 枚 举 它 的 元 素 ,… :也 可 以 指明 它 的 性 
质 ,…, 那 种 信 举 式 的 定义 称 为 外 延性 的 定义 ,而 那 种 指明 性 质 的 定义 方 
法 称 为 内 涵 式 的 定义 . ”入 基于 这 样 一 种 考虑 问题 的 准则 :寻找 出 路 的 办 
法 有 两 条 道路 可 走 , 这 就 是 Russell 当年 所 指出 的 几 个 可 能 方向 中 的 被 
称 之 日 “ 量 性 限制 理论 ”和 “曲折 理论 ”这 样 两 个 方向 ,更 确切 地 可 称 之 为 
“外 延 理论 ”和 “内 涵 理 论 ” 对 于 Russell 指出 的 曲折 理论 ,后 来 在 Quine 
的 工作 中 得 到 了 阐发 .至 于 量 性 限制 理论 ,其 < 最 主要 的 特性 就 是 对 于 全 
集 或 无 限 之 关于 某 种 现象 的 概念 的 存在 性 如 以 限制 ,后 来 由 Zermelo 和 
其 他 人 所 发 展 起 来 的 公理 化 集合 论 , 就 可 以 看 成 是 对 这 一 思想 的 阐 
发 . ”5 此外: 随 着 悖 论 的 出 现 和 研究 ,人 们 也 曾 考 虑 过 ,既然 作为 整个 经 
典 数 学 之 理论 基础 的 集合 论 是 自 相 牙 盾 的 ,那么 能 理 干 脆 把 那个 巴 盾 百 
出 的 古典 集合 论 抛 弃 掉 ,设法 为 数学 寻找 别 的 理论 作为 亡 的 基础 ,但 经 
探索 研究 ,发觉 这 样 做 实在 太 难 了 .还 不 如 立足 于 改造 古典 集合 论 , 使 之 
能 以 自 圆 基 说 . 因而 大 家 又 致力 于 改造 古典 集合 论 丁 . 迄 至 目前 为 止 , 归 
纳 起 来 ,“ 改 造 的 方案 主要 有 二 :一 是 Russell 的 类 型 论 , 二 是 Zermelo 自打 
公理 集合 论 . ”中 关于 Russell 的 类 型 论 ,我 们 将 在 下 一 节 讨 论 ,在 本 节 我 
们 将 分 析 讨 论 Zcrmelo 等 人 沿 着 Russell 指出 的 量 性 限制 论 那 个 方向 所 
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展开 的 工作 和 思想 方法 . 

自 Russell 导论 出 现 以 后 ,Zermelo 要 借助 于 他 所 说 的 “划分 公理 ” 
(也 称 分 出 公理 或 子 集 公 理 ) 来 排除 它 ( 或 说 给 出 解释 方法 ) ,至 于 该 法 是 
否 有 效 , 尚 要 看 他 的 具体 做 法 再 作 定 论 . 

划分 公理 任 给 一 和 集 工 和 一 性 质 p; 则 集合 工 中 一 切 满 足 性 质 p 的 
元 素 可 以 汇集 起 来 构成 一 集 卫 : 即 卫 一 (zlrzrET&pCzr)) 为 一 集合 . 

比 钼 的 性 质 户 , 当然 是 Cantor 意义 下 能 以 用 来 造 集 的 精确 性 质 , 即 
一 元 请 词 . 对 此 ,请 参阅 本 书 2. 1 节 中 关于 概括 原则 之 讨论 的 相关 内 容 . 

根据 划分 公理 .可 证 下 述 定理 为 真 - 

定理 ” 任 给 一 集 工 , 必 有 工 的 一 个 子 集 工 , 它 不 是 工 的 元 素 , 即 总 有 
TOL&ICEL. 

证 明 ” 设 工 为 任 给 的 一 个 集合 ,又 令 * 区 zz 为 上 上述 划分 公理 中 所 说 的 
性 质 户 : 则 由 上 述 划 分 公理 可 知 卫 一 ‘(zx|xXE IL&r 多 xz) 为 一 集 , 显 然 , 荆 为 
工 的 一 个 子 集 , 现 证 工 不 是 工 的 一 个 元 素 ,; 妈 要 证 让 和 LL. 和 否则, 若 设 人 EL， 
即 厂 交工 的 一 个 元 素 . 由 于 和 集合 工 中 的 任何 元 这 ,要 么 具有 性 质 x 乞 工 ,要 公 
不 具有 性 质 z 特 ,从 而 具有 性 质 工 会 xz; 无 一 例外 , 现 既 已 设 定 E 工 , 则 芽 
也 不 例外 , 它 要 么 具有 性 质 xz 人 zx; 即 古 为 一 非 本 身分 子 集 , 妈 有 栈 仿 厂 , 要 公 
工 和 共有 性 质 x 廊 , 即 厂 交 一 本 身分 子 和 集 ,; 即 有 TET. 

我 们 先 设 生 有 人 性质 二 和 气 工 ,又 因 我 们 假设 有 开 和 所 工 : 故 刁 具 有 人 性质 
EL&zrEXr. 根据 工 的 构造 可 知 荆 为 厂 的 一 个 元 素 ; 从 而 ET 本 ; 即 工具 
有 性 质 x EE x, 逆 盾 . 

我 们 再 设 工 具有 性 质 x Ex; 即 厂 EET; 故 古 为 研 的 一 个 元 案 , 但 因 
工 的 每 一 元 素 均 有 性 质 工 EE L&xX 区 工 ; 故 作为 工 之 元 案 的 工 也 不 例外 , 评 
应 上 其 有 性 质 工 EL&r 和 x, 故 厂 有 性 质 x 攻 ,又 蔬 盾 . 

总 之 ,在原 设 工 E 工 的 前 提 下 . 哪 种 说 法 都 导致 草 盾 . 故 原 设 不 能 成 
立 . 故 械 不 是 工 的 元 素 . 品 

有 了 上 述 定 理 , 即 可 证 明 Russell 悖 论 中 的 那个 “一 切 非 本 身分 子 集 
的 “和 集 '5” 不 是 一 个 集合 . 否则 ,车 设 王 一 {x | x 入 工 } 为 一 集合 . 则 由 定理 
可 知 , 三 必 有 一 子 和 集 厂 不 是 三 的 元 素 , 亦 即 应 有 

Cx) I 5&T 允 5. 
既然 三 为 一 集合 , 工 又 是 它 的 子 集 ,于 是 应 承认 械 是 一 个 集合 ,从 而 可 问 
已 是 本 身分 子 集 ,还 是 非 本 身分 子 集 . 若 设 卫 为 本 身分 子 集 , 则 有 呈 捷 工 ， 
但 因 下 到 三, 故 推 知 成 所 三 ,矛盾 于 上 述 Cx* ). 再 设 卫 为 非 本 身分 子 集 , 则 
因 三 为 一 切 非 本 身分 子 集 汇 集 起 来 构成 的 集合 ;从 而 厂 必 为 三 的 一 个 元 
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素 , 故 I 浇 E 三 ,又 牙 盾 于 上 述 ( x ) ,总 之 哪 种 说 法 都 导致 子 盾 ,这 表示 原 设 
互 一 人 zx 上 z 为 集合 一 事 不 能 成 立 . 从 而 三 不 是 集合 . 

既然 三 一 {x1 和 之 } 根本 不 是 集合 , 那 也 不 能 问 三 是 本 身分 子 集 还 
是 非 本 身分 子 集 ,从 而 也 就 谈 不 上 Russell 悖 论 的 出 现 和 存在 了 . 

这 样 一 来 ,从 表面 上 看 ,似乎 只 要 承认 划分 公理 ,Russell 悖 论 就 能 
排除 ,或 者 说 就 能 给 出 Russell 那 论 的 一 种 解释 方法 ,其 实 不 是 这 样 简 
单 . 人 们 要 问 , 旭 分 公理 是 和 那些 原始 概念 、 推 理 原 则 和 基本 原理 结合 
来 进行 推理 的 . 香 则 , 仅 由 一 条 划分 公理 ,不 要 说 进行 推理 , 连 它 自身 的 
陈述 也 不 可 能 .所 以 “只 要 承认 划分 公理 , 便 可 给 出 Russell 悖 论 的 解释 
方法 ,或 者 就 能 排除 Russell 悖 论 ” 这 种 珀 立 的 说 法 ,不 只 是 粗糙 的 ,几乎 
可 以 说 是 错误 的 . 实际 上 ;必须 配 以 一 整套 的 原始 概念 和 推理 原则 , 亦 即 
要 有 一 个 公理 系统 ,其 中 包括 划分 公理 在 内 ,我 们 能 够 证 明 Russell 悖 论 
不 在 这 个 系统 中 出 现 . 

现在 ,让 我 们 考虑 一 下 概括 原则 与 划分 公理 之 间 的 关系 ,显然 ， 
Zermelo 的 划分 公理 不 过 是 Cantor 之 概括 原则 的 一 个 简单 的 推论 ,因为 
只 要 承认 概括 原则 ,我 们 可 将 划分 公理 中 构造 栈 的 x 后 工 和 pz) 视 为 一 
个 整体 ,并 看 成 是 概括 原则 用 以 造 集 的 某 种 性 质 p, 那 么 就 得 承认 

T= {rxr|xreEe Leé&p(r)} 
为 一 集合. 所 以 ,在 承认 概括 原则 的 前 提 下 ,那个 所 谓 划 分 公理 便 自 然 成 
立 ,无 需 作 为 公理 引入 .但 是 反 过 来 是 不 一 样 的 ,概括 原则 决 不 是 划分 公 
理 的 推论 ,因为 划分 公理 必须 预先 设 定 存 在 一 个 集合 工 为 前 提 , 概 括 原 
则 选集 却 没 有 了 这 种 要求 . 

这 样 一 来 ,如 果 我 们 从 承认 概括 原则 这 个 前 提出 发 ,一 方面 由 概括 
原则 直接 推 知 Russell 人 导论 中 的 那个 三 一 {x | 工区} 为 一 集合 ; 另 一 方面 
却 又 由 概括 原则 而 推出 那个 划分 公理 ,从 而 由 上 文 所 论 而 推 知 那个 三 一 
{x | 工区 x } 根本 不 是 集合 . 这 表明 从 概括 原则 这 个 前 提出 发 , 既 可 以 推 
出 A, 又 能 推出 站 A, 由 此 而 普遍 怀疑 ,这 个 概括 原则 本 身 就 是 自 相 子 盾 
的 ,自然 就 是 导致 悖 论 的 祸根 了 . 

再 举 一 例 ,一 方面 由 概括 原则 可 导出 划分 公理 ,又 由 此 而 可 证 明 “ 任 
一 集合 必 有 一 子 集 不 是 它 的 元 素 ”. 从 而 又 可 有 下 面 的 结论 : 

Cx) Cantor 悖 论 中 的 那个 五 一 (x | XX 为 一 集 } 不 是 集合 . 

否则 ,车 设 为 一 集 , 则 下 必 有 一 子 和 集 栈 不 是 EE 的 元 率 . 但 既然 已 设 
巨 为 一 集 : 那 人 么 五 的 子 集 卫 当 然 也 是 一 个 集合 ,那么 按照 五 的 定义 与 构 
造 , 必 有 下 和 瑟 , 这 就 矛盾 于 荆 不 是 五 的 元 素 了 .所 以 这 个 五 不 是 集合 . 
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另 一 方面 :由 概括 原则 和 令 * 集 合 ” 为 造 集 的 性 质 p, 必 有 结论 : 

Cx)” Cantor 悖 论 中 的 那个 五 一 (zz 为 一 集 ) 是 一 个 集合 . 

如 此 ,由 概括 原则 这 个 前 提出 发 ,又 推出 了 互相 牙 盾 的 Cx》 和 (x*》 
这 样 两 个 具体 的 结论 ,矛盾 的 焦点 再 次 集中 到 概括 原则 这 个 Cantor 用 
以 造 集 的 思想 方法 上 去 了 . 然而 问题 究竟 出 在 什么 地 方 , 似 乎 又 突出 地 
表现 在 “一 切 集合 汇集 在 一 起 ”或 者 “一 切 非 本 身分 子 集 汇 集 在 一 起 ” 究 
竞 能 不 能 构成 集合 这 样 一 个 问题 ,致使 大 家 进一步 认为 :概括 原则 所 肯 
定 的 那 种 造 集 的 任意 性 似 应 加 以 适当 的 限制 . 不 论 如 何 , 概 括 原 则 是 导 
致 悖 论 的 祸根 ,应 当 把 它 抛弃 或 修改 , 乃 是 进一步 深入 人 心 了 . 

但 在 这 里 ,我 们 却 要 郑重 提出 一 点 异议 ,固然 如 上 文 所 论 , 由 概括 原 
则 这 个 前 提出 发 ,能 以 推出 A 和 一 A 两 个 互相 矛盾 的 命题 . 以 致 普遍 怀 
疑 概 括 原则 本 身 可 能 有 问题 ,如 果 只 是 怀疑 , 则 不 仅 可 以 理解 , 蕉 至 是 无 
可 非议 的 . 但 车 由 此 结论 ,一 定 是 概括 原则 这 个 思想 方法 的 癌 题 , 它 无 疑 
是 导致 悖 论 的 祸根 ; 那 就 不 是 无 可 非议 ,而 是 可 以 提出 异议 了 ,即使 如 下 
文 将 要 论 及 的 那样 ,立足 于 修改 概括 原则 而 去 给 出 那 论 的 解释 方法 已 经 
取得 一 定 成 效 的 情况 下 ,还 是 可 以 提出 异议 的 . 因为 虽说 从 概括 原则 这 
一 前 提出 发 , 推 由 了 互相 子 盾 的 结论 . 但 车 孤立 地 只 有 一 条 概括 原则 ,能 
进行 推理 吗 ? 从 概括 原则 到 矛盾 命题 的 出 现 ,不仅 是 一 个 过 程 ,而 和 且 需 要 
一 整套 的 基本 概 依 和 推理 原则 与 之 配套 并 进行 推理 ,如 此 推出 了 矛盾， 
就 一 定 只 能 是 概括 原则 的 问题 ,为 什么 不 可 能 是 与 之 配套 的 某 个 别 的 推 
理 原 则 出 子 问题 ,或 者 也 可 能 是 概括 原则 与 某 几 个 其 他 配套 原则 都 有 些 
问题 ,总 之 , 仅 由 前 文 所 论 而 把 导致 迟 论 的 责任 完全 归结 到 概括 原则 有 
问题 的 根据 并 不 充分 ,对 此 ,我 们 认为 还 是 可 以 考虑 ,并 值得 再 作 探 索 与 
研究 的 . 当然 ,对 于 本 书 而 言 , 这 不 过 是 一 段 题 外 之 言 而 已 . 

现在 ,还 是 让 我 们 言 归 正文 . 后 来 ,Zermelo 首先 构造 公理 系统 ,在 限 
制 概括 原则 之 造 集 的 任意 性 原则 下 ,形成 了 一 个 没有 概括 原则 ,但 包括 
划分 公理 在 内 的 集合 论 公 理 系 统 . 在 该 系统 内 ,只 承认 按 系 统 中 公理 所 
允许 的 限度 内 构造 出 来 的 集 才 是 系统 中 的 集合 ,否则 , 当 造 集 依据 超出 
系统 中 各 公理 所 要 求 的 限度 时 ,就 不 承认 它 是 系统 中 的 集合 . 该 系统 能 
对 历史 上 既 经 出 现 的 二 值 逻 辑 数学 悖 论 给 出 解释 方法 , 即 它 们 不 会 在 系 
统 内 出 现 . 

Zermelo 于 1908 年 建立 了 他 的 集合 论 公 理 系 统 后 ,几经 改进 . 最 后 
由 Fraenkel 与 Skolem 在 1921 ~ 1923 年 间 给 出 了 一 个 严格 的 解释 ,进而 
形成 著名 的 ZF 系统 ,ZF 系统 是 承认 选择 公理 的 ,通常 也 写成 ZFC 系统 ， 
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其 中 英文 字母 表示 该 系统 接受 选择 公理 . 

如 所 知 ,我 们 曾 在 文献 L8] 中 讨论 过 经 典 二 值 钦 辑 的 命题 演算 系统 和 
谓词 演算 系统 . ZFC 系统 是 以 二 值 逻 辑 演 算 系 统 为 其 配套 之 逻辑 工具 的 . 
在 这 里 ,我 们 对 ZFC 系统 的 形式 语言 与 逻辑 演算 的 公理 .推理 规则 等 就 略 
而 不 钥 了 ,但 将 该 系统 的 各 个 非 逻 辑 公 理 作 一 介绍 ,借以 对 这 一 系统 的 基 
本 面 角 有 一 概略 的 了 解 . 最 后 还 要 对 ZF 系统 作 一 简短 的 一 般 性 评述 . 

关于 ZFC 系统 的 陈述 有 许多 版 本 ,在 这 里 ,我 们 采用 Herbert B. 
Enderton 所 著 的 《Elements of Set Theory》 一 书 中 的 陈述 形式 ,在 该 书 
之 末 所 附 的 公理 表 中 ,包括 了 外 延 、 空 集 、 配 对 、 并 集 、 和 帘 集 、 子 和 集 ( 即 划 
分 ) 无穷 .选择 .替换 正则 等 10 条 非 光 辑 公理 .我 们 将 按 这 些 公 理 在 该 
书 中 的 出 处 一 一 笔录 ,有 的 再 写 出 其 另外 通用 的 表达 式 , 但 特别 重要 的 
是 给 出 这 些 公 理 的 自然 语言 的 素 朴 解释 .2 

外 延 公理 vAVBLVZzx(x EE AGOrE B)—>AQSmB] 

该 公理 说 ,如 果 两 个 集合 有 完全 相同 的 元 素 , 则 它们 相等 . 

室 集 公理 导 3BYAAEG 

通常 也 表达 为 BVYVx (rg) 

该 公理 表示 无 条 件 地 承认 存在 一 个 不 含 任何 元 素 的 集合 , 即 存 在 一 
个 集合 .任何 对 象 都 不 是 它 的 元 染 . 

对 偶 公 理 YuvvIBYVr(rEeE Br wu orx = v) 

该 公理 指出 ,对 于 任何 集合 4 与 v, 总 存在 一 个 集合 , 恰 以 4 与 v 为 它 

并 集 公 理 ( 初 级 形式 )VaVAp 了 PRYrCr GE BOOrEaorxrE€b) 

该 公理 认为 ,对 任何 两 个 集合 a 和 25: 存 入 一 个 集合 . 它 的 元 素 或 者 
属于 4 ,或 者 属于 p, 避 者 属于 两 者 . 

震 集 公理 VajdBYVxlxrx EE BoOxrCa) 

该 公理 指出 ,对 任意 集合 a, 存 在 一 个 集合 , 它 的 元 素 恰 好 是 a 的 一 
切 子 集 . 当然 ,这 里 的 x 叶 a 还 可 表达 为 Vit(t € 二 € a). 

子 集 公理 对 每 一 个 不 包含 B 的 公式 ,如 下 的 表达 式 是 公理 . 

Vi ViuVCIBYvrxrEeE BOrECe  ) 

若 用 自然 语言 叙述 ;这 个 公理 断言 (对 任意 刀 ,…,t 和 C) 存在 这 样 
的 一 个 集合 B, 基 元素 正 好 是 C 中 所 有 使 得 那个 不 包含 B 的 公式 成 
立 的 那些 元 素 x. 于 是 ,自然 得 出 BB 是 C 的 子 集 ( 子 集 公 理 之 名 由 此 而 
来 ). 集合 互 被 :2 和 C3 唯一 确定 .并 可 用 抽象 记号 的 变形 B 二 (xr 
EC } 来 给 它 命 名 , 子 集 公理 也 叫做 划分 公理 或 分 出 公理 . 
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并 集 公 理 ( 高 级 形式 ) 
VE BOCdIbEe ArEe6ol 


通常 也 表达 为 
vAIBYVZzxLzx EE BOIbLE Ar Eb)] 

该 公理 说 ,对 任意 集合 A, 存 在 一 个 集合 B, 它 的 元 索 正 好 是 A 的 元 
素 的 元 素 全 体 . 

定义 对 任何 集合 a, 它 的 后 继 a!' 定义 为 

a'=al {a} 

定义 如 果 和 集合 A 满足 如 下 条 件 : 

1.3S EA, 

2. Yala EE A 一 c € A), 
则 称 该 集 A 为 一 归纳 集 . 其 中 条 件 2 也 帅 做 集合 A 在 后 继 下 封闭 , 即 对 
每 个 aE€E A, 总 是 a E€ A, 亦 即 如 果 a 是 A 的 元 素 ,; 则 4 的 后 继 a' 也 必 为 
A 的 元 素 . 

量 然 我 们 还 没 给 出 * 无 限 ” 的 形式 定义 ,但 实际 上 已 经 看 到 ,任何 一 
个 归纳 集 将 是 无 限 的 . 但 我 们 至 今 还 没有 提供 无 限 集 的 存在 性 公理 , 同 
时 也 无 法 证 明 任 何 归 纳 集 的 存在 .我 们 将 以 公理 的 形式 来 保证 归纳 集 的 
存在 . 


IACG € A& Yala € A 一 4 入 A)). 
该 公理 指 的 是 无 条 件 承 认 归 纳 集 的 存在 - 
选择 公理 VIAF OE YalaE yl 
—>a A CIE VavVvbla € A&b EE ‘Ya Fb 
=>a Mo CO)—>IB(rEB 
=—> IpCOE ET EbEbPN B= {rr}))) 
该 公理 说 , 设 :YY 是 这 样 一 种 和 集合: (a)“Y 是 非 空 集合 ,并 且 .以 的 每 个 
元 素 都 是 非 空 集合 ,5Cby 光 的 任何 两 个 不 同 的 元 素 不 相交 .那么 存在 一 个 
集合 瑟 , 恰 以 :的 每 个 元 素 中 的 一 个 元 素 的 全 体 构 成 ( 即 对 每 个 2 EE€ ,4 
门 吾 是 某 个 的 单元 集 (Zx)). 
关于 选择 公理 ,有 多 种 等 价 形式 ,文献 E916.5 节 对 此 作 了 专门 的 分 
析 讨 论 .有 兴趣 的 读者 不 妨 参 阅 之 ， 
替换 公理 VAL[C(Vzx EE ADVYyV YP Ty) Gp rT, y1) 
~—>y! — yy) IBYVy((y EE BO(IxXE Ayp lx,y)) 
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通常 也 表达 为 
YALVYTZY YE ADpCryyD)SpCry) 
>y—>y)—>IBYVy(y EE BOI(xr EE ADpCryy))) 
此 人 处 应 注意 ,B 不 在 公式 p(x,y) 中 出 现 . 
现 将 奉 换 公理 译 成 自然 语言 :我 们 把 公式 p(x,y) 读 为 “xz 提名 y”, 则 
该 公理 的 前 提 说 :“ 任 给 集合 A,A 的 每 个 元 素 至 多 提名 一 个 对 象 .”0 而 该 
公理 的 结论 是 说 :“ 所 有 被 集合 A 之 元 素 所 提名 的 那些 对 象 可 以 汇集 起 来 
构成 一 个 集合 B. ”公理 之 名 称 “ 替 换 ” 反 映 了 集合 A 中 的 每 个 元 x, 由 它 的 
被 提名 者 (如 果 有 的 话 ， 所 代替 而 产生 了 和 集合 B 这 样 一 种 思想 . 
正则 公理 CVAZLCICImE AmMNA=G 
也 可 表达 为 VACAF COC> Imm EE A&mNMNA = CC)) 
该 公理 说 ,每 个 非 空 集合 A ,至 少 有 一 个 元 素 和 六 ,使 得 天 与 A 没 有 公 
共 元 素 . 
从 上 述 ZFC 系统 的 这 些 非 迪 辑 公理 的 内 容 来 看 ,Zermelo-Fraenkel 构 
造 ZFC 系统 的 思路 和 中 心目 标 , 仍 在 于 为 分 析 学 商定 严格 的 基础 ,如 前 文 
所 述 , 微 积分 的 基础 ,通过 Cauchy 到 Dedekind 提 约 到 了 实数 论 , 而 实数 论 
的 不 下 朱 性 又 归 约 于 和 集合 论 的 不 邓 盾 性 . 那么 ZFC 系统 按 如 下 路 线 去 为 
微 积分 葛 基 ,这 就 是 由 无 穷 公 理 来 保证 自然 数 集 合 的 合法 性 (对 此 ,读者 
可 参阅 文献 L9j4. 1 节 , 在 却 里 ,详细 讨论 了 如 何 从 集合 论 概 念 出 发 ,用 构 
造 性 方法 去 建立 自然 数 系 统 等 ), 再 由 寡 集 公理 导致 实数 集 的 合法 化 , 然 
后 再 由 子 集 公 理 来 保证 实数 集中 满足 性 质 p 的 元 素 所 组 成 之 子 集 的 合法 
性 ,这 样 一 来 ,只 要 ZFC 系统 无 巴 厦 ,严格 的 微 积 分 理论 ,就 能 在 ZFC 公理 
合 论 上 建立 起 来 了 .但 是 ,问题 在 于 ZFC 系统 本 身 的 无 矛盾 性 至 今 没 有 
被 证 明 ,因而 不 能 保证 该 系统 今后 : 定 不 出 现 新 的 悖 论 . 当然 ,对 于 历史 
上 吴 经 出 现 的 种 种 二 值 逻 辑 数 学 那 论 都 能 在 ZFC 系统 中 给 出 解释 方法 ， 
赤 即 这 些 屠 论 不 在 其 中 出 现 , 而 且 ZFC 系统 一 直 展 开 到 今天 ,也 没有 发 现 
新 的 予 盾 .尽管 如 此 ,Poincaré 指出 :我 们 设置 栅栏 ,把 羊 群 转 住 ,人 免 受 狼 的 
侵 获 ,但 也 很 可 能 在 围 栅 栏 时 ,就 已 经 有 一 条 披 着 羊皮 的 狼 被 围 在 其 中 
了 .所 以 怎 能 保证 今后 一 定 不 出 问题 呢 ? 总 之 ,Zermelo 的 解释 方法 或 避免 
悖 论 的 方案 ,应 该 说 取得 了 相当 天 的 成 效 , 然 而 不 仅 没 有 彻底 解决 问题 ， 
而 且 还 有 其 他 堵 留 问题 ,例如 ,对 概括 原则 的 限制 过 少 , 在 肖 人 锡 性 论 的 同 
时 ,失去 了 诸多 合理 内 容 等 ,因而 难以 令 人 满意 . 


@ ”此 处 YrVyyvy(r EE ABgp(lrin)&p(lr,y) 过 yn 二 yo) 叫做 集合 A 是 单 值 的 . 
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现在 让 我 们 来 讨论 沈 有 上 见 先 生 所 构造 之 三 个 著名 悖 论 在 ZFC 系统 
中 的 解释 方法 .正如 2.4 节 所 指出 的 那样 , 沈 有 里 三 迟 论 实际 上 仍然 是 
Russell 悖 论 的 变形 ,因而 在 论 及 避免 沈 有 时 三 悖 论 的 同时 ,势必 还 会 再 
论 Russell 悖 论 的 解释 方法 .为 了 实现 如 上 所 说 的 目标 ,还 要 先 作 一 番 准 
备 . 在 这 里 ;我 们 要 从 正则 公理 的 几 种 等 价 形式 谈 起 ,在 ZFC 系统 中 的 正 
则 公理 ,有 下 述 三 种 不 同 的 陈述 形式 : 

AzrR :每 个 非 空 集 合 A 有 元 索 工 ,使 得 工 门 和 = 所 , 齐 即 

Vagaa 天 末 一 本 xzrEag&r 站 aa 一 纪 )). 
AxR’: 每 个 非 空 集合 A 都 有 EE 关系 的 最 小 元 ,; 亦 即 € 关系 是 良 基 的 . 
AxrR” :不 存在 所 关系 的 无 穷 串 : 
"ELE AAAE "EXE XE Tx. 

我 们 将 会 证 明 如 上 三 个 陈述 AxR、AxR’、AxR” 是 互相 等 价 的 , 亦 即 有 下 
述 定 理 . 

定理 1 在 ZFC 系统 中 ,AxR、AxR'、AxR” 三 者 是 互相 等 价 的 , 即 
可 证 明 : 


AXR-=>AXR’—ArR’->AxR. 
证 明 现 分 三 步 证 明之 . 
(1)ArR=>AxrR’ 
我 们 用 反 证 法 证 之 . 为 之 , 反 设 AxR’ 不 真 , 即 存在 一 非 空 集合 人 ,有 即 
A 关 吉 ,并 且 在 A 中 没有 EE 关系 最 小 元 ,因此 ,对 任 一 x € 人 A, 总 存在 > 
EA&yEXx, 直 ywyE€Ex 闪 mm 人 A, 这 表示 对 于 A 关 名 的 任何 元 率 下 总 有 工 
门 A 过 名 ,从 而 了 矛盾 于 前 提 ArR. 故 原 设 不 成 立 , 亦 即 ArR 成 立 . 
(2)ATrR’—ArR” 
同样 可 用 反 证 法 证 明之 . 我 们 反 设 在 ZFC 系统 中 存在 总 关系 的 无 穷 串 : 
"EE XE "Er€E XE Xl. 
则 由 ZFC 系统 中 的 无 穷 公 理 和 替换 公理 可 构造 集合 
A = {xri,x TT }. 
如 此 ,对 于 上 述 非 空 集合 A 中 的 任 一 元 素 ;,; 必 有 xi EE A&xin EE x, 从 
而 我 们 在 ZFC 中 构造 了 一 个 非 空 集合 A, 在 A 中 没有 E€ 关系 的 最 小 元 ， 
从 而 又 矛盾 于 前 提 AxR', 故 原 设 不 真 , 从 而 AxR” 成 立 . 
(3)AxrR’”=>AxR 
否则 , 若 设 AxR 不 成 立 , 亦 即 存 在 一 个 非 空 集合 A, 对 于 A 的 每 个 
元 素 x,; 总 有 x 站 mA 关 名 .从 而 可 从 A 中 任 取 一 元 x1, 因 为 xz1 门 A 隆 名， 
帮 有 使 有 XxXiEXAAN 闪 mA 又 因 x: EA, 邦 xz 门人 A 了 尖 字 ,上 才 又 有 ;使 有 
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x3 EA 站 A 如 此 又 因 x;3EEA 而 有 x; 门人 A 关 证 ,于 是 又 可 有 有 zx; 文 ; 门 
A 等 ,以 此 类 推 下 去 , 永 无 止境 ,从 而 义 有 € 关系 尤 穷 操 : 
"所 EXriE 和 和 Ta Er GE 

这 就 地 盾 于 前 提 AxR”, 故 原 设 不 能 成 立 , 亦 即 AxR 为 真 . 

综合 所 论 , 我们 证 明了 AxR->ArXR’ 一 AxR’>AzxR. 所 以 AxR 、AXxR'、 
ArR” 在 ZFC 系统 中 是 互相 等 价 的 . 

读者 可 能 对 上 述 定 理 1 中 关于 AxR” 一 AzR 之 证 明 过 程 会 提出 如 下 
疑问 , 即 证 明 中 所 设 的 那个 非 空 集合 A 似乎 必须 是 无 穷 集 合 了 ,因为 在 
那里 总 要 有 A 的 元 素 rr ri zi 但 是 非 空 集合 未 必 一 定 要 是 无 
穷 集 全 ,因而 对 此 质疑 该 说 言 之 有 理 , 这 表示 还 应 在 假设 有 非 空 有 穷 集 
合 A。 的 情况 下 ,由 AxrR” 去 证 明 AxR 为 真 , 不 妨 建议 读者 在 AxR” 前 提 
下 , 设 有 和 非 空 有 限 集 A, ,例如 A, 一 (x1,Xs，X3)}， 必 有 茜 个 xxi(i 一 1,，2,3) 
使 有 zx; 门 Ao 一 证 ,有 即 要 证 AxR 对 此 A。, 二 {Xi,X ,XI) 世 成 立 . 当然 , 读 
性 也 可 反 设 x 门 Ao 关 语 (i1 一 1,2,3) 而 导致 EC 关系 匹 窃 串 的 出 现 , 从 
而 矛盾 于 前 提 AxR” .并 由 此 而 完成 证 明 ,其 中 应 注意 本 书 2.4 节 中 论 及 
沈 氏 三 屠 论 之 后 ,所 指出 的 nn 循环 和 循环 都 是 无 根据 的 特殊 情形 . 

定理 2 ZFC 系统 中 不 存在 这 样 的 集合 X, 能 使 有 纹 XX) 叶 XX, 其 中 
AX) 为 X 的 军人 和 集 . 

证 明 现 反 设 ZFC 系统 中 有 集合 X ,能 使 有 人 X) 守 XX, 则 由 ZFC 
系统 中 的 子 集 人 公理, 可 构造 集合 


S 一 (| 工匠 XGA rx}. 
显然 ,S 福 久 , 克 SE XD). 但 因 设 CXK) 福 久 , 赦 有 
Cx ) SE X. 


现 问 集合 S 具 有 性 质 x 所 x, 还 是 具有 性 质 x 息 x. 先 设 S 具 有 性 质 工 
EE x, 即 S 为 一 本 身分 子 集 , 即 SE S, 故 S 应 具有 性 质 x EX&z 所 从 
而 S 具 有 性 质 和 x, 政 盾 . 再 设 S 具 有 性 质 x 和 x, 即 S 为 一 非 本 身分 子 
集 , 即 S&S, 于 是 联合 上 述 (x*x), 即 有 SE XX&SKS, 这 表明 S 这 个 集合 
有 具有 性 质 x EX&x 区 rx, 从 而 应 有 SE S, 即 S 具 有 性 质 x EE x, 又 矛盾 . 
示 不 论 何 说 都 耶 盾 ,所 以 一 开 涉 的 反 设 不 能 成 立 ,; 故 在 ZFC 系统 中 ,不 在 
在 这 样 的 集合 X, 能 使 有 从 XX) 福 X. 

定理 3 由 一 切 ZFC 系统 中 的 集合 汇集 起 来 的 总 体 不 是 ZFC 系统 
中 的 集合 , 亦 即 

一 {x| 工 为 ZFC 的 集 } 

不 是 ZFC 系统 的 集合 . 
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证 明 现 反 设 王 一 (人 zz 为 ZEFC 的 集 }/ 为 ZF 系统 中 的 集合 , 则 由 
ZFC 系统 中 的 苦 集 公理 可 知 , 达 的 瑚 集 有 纹 上 ) 仿 为 ZFC 系统 中 的 集合 . 
但 在 另 一 方面 ,车 设 xE 红 EE), 则 工 为 EE 的 一 个 子 集 ,从 而 工交 为 ZFC 的 

合 , 又 由 下 的 构造 知 x EE 玉 , 所 以 XE) 导 E, 政 盾 于 定理 2,- 克 原 设 不 
盐 . 友 不 是 ZFC 的 和 集 . [ ] 

由 上 述 定理 1 可 直接 推 知 下 列 结论 均 为 真 : 

C1)ZFC 系统 中 任何 集合 都 是 有 根据 集合 ,和 否则 将 矛盾 于 正则 公理 
的 等 价 命题 AxR”“. 

(2)ZFC 系统 中 的 任何 集 都 是 非 循 集 , 因 为 已 知 循 环 包 无 根据 ,从 而 
又 将 开 盾 于 AzxR”. 

(3)ZFC 系统 中 之 任何 集合 都 是 非 循环 集 , 因 为 已 知 n 循环 循环 
氏 无 根据 ,还 是 要 导致 子 盾 于 AzR 

(4)ZFC 系统 中 之 任何 集 都 是 非 本 身分 子 集 . 否则 若 设 ZFC 系统 中 
存在 本 身分 子 集 z, 则 有 工 民 并, 即 二 为 1 循环 ,从 而 又 将 导致 E 关系 的 
无 穷 串 的 出 现 而 矛盾 于 AxR”, 或 者 也 可 由 

1 循环 & n 循环 多 循环 色 无 根据 
而 知 耶 盾 于 AzR7 

根据 如 上 绪论 (1，〉~- (4) 推 知 下 列 总 体 都 不 是 ZFC 系统 中 的 集合 ， 

.< 工 | 工 为 有 根据 集 }， 

.人 (zz 为 非 种 环 集 )， 

.人 zz 为 非 ? 循环 集 }， 

.人 rz 为 非 本 身分 子 集 }. 

基于 上 述 1 一 4 都 不 是 ZEFC 系 统 中 的 集合 , 当 可 结论 沈 氏 三 悖 论 和 肛 ussel! 
那 论 在 ZFC 系统 中 均 不 会 出 现 , 或 说 被 排除 ,或 说 给 出 了 解释 方法 . 


太一 


3.2 Russell-Ramsey 对 悖 论 的 解释 方法 


关于 悖 论 的 成 因 ,Poincareé 曾 在 1905、1906、1908 年 多 次 指出 :所 有 
悖 论 都 和 非 直 请 定义 有 关 . 所 谓 非 直 谓 定义 ,就 是 “被 定义 的 对 象 被 包括 
在 借以 定义 它 的 各 个 对 象 中 ”. 或 者 说 :“ 借 助 于 一 个 总 体 来 定义 一 个 概 
念 , 而 这 个 概念 本 身 又 属于 这 一 总 体 ”. 虽然 G6del 曾 指 出 :通过 对 悖 论 
的 分 析 ,Russell 时 在 1903 年 得 出 了 这 样 的 结论 ,认为 构成 悖 论 的 原因 ， 
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在 于 那个 对 任 一 命题 函 项 都 存在 有 一 个 对 应 的 集合 来 满足 它 的 假定 , 亦 
就 是 说 ,对 于 Cantor 的 概括 原则 中 的 那 种 造 集 的 任意 性 要 拒绝 , 即 要 拒 
绝 那 种 一 般 意 义 下 的 集合 的 存在 性 .”05 正如 3.1 节 所 论 之 Zermelo 对 
悖 论 的 解释 方法 那样 ,不 仅 立 足 于 修改 概括 原则 之 造 集 的 任意 性 ,发 展 
了 Russell 当年 提出 的 量 性 限制 论 ,而且 在 排除 悖 论 之 事 上 取得 了 相当 
大 的 成 效 . 但 是 .Russell 自己 在 解决 蛋 论 的 征途 上 , 却 没 有 沿 着 上 述 这 
个 由 他 自己 所 指出 的 方向 去 努力 ,而 是 把 自己 的 工作 立足 于 对 悖 论 的 更 
为 一 般 的 分 析 上 , 那 就 是 对 上 面 所 说 之 非 直 谓 定义 法 的 分 析 . 鉴于 这 种 
分 析 探 索 ,Russell 进一步 明确 了 上 文 所 说 之 Poincaré 关于 悖 论 成 因 的 
想法 , 那 就 是 所 有 这 些 悖 论 ,都 有 这 样 一 个 关键 性 的 对 象 , 它 借助 于 一 个 
整体 予以 定义 和 刻画 ,但 这 一 对 象 却 又 被 包 依 在 这 一 整体 之 中 ,在 这 里 
出 现 了 一 种 循环 ,而 正 是 由 于 这 种 循环 导致 悖 论 的 出 现 ,因此 ,构成 悖 论 
的 深刻 原因 与 非 直 请 定义 有 关 , 我 们 将 通过 举例 来 进一步 闸 明 所 谓 非 直 
谓 定义 的 具体 含义 .并 将 种 种 非 直 谓 定义 法 加 以 分 类 . 

例 1 全 体 自然 数 中 的 那个 最 小 的 自然 数 1. 

在 这 里 .被 定义 的 对 象 是 自然 数 “1”, 但 借以 定义 这 个 “1” 的 概念 是 
“最 小 ”和 “全 体 自 然 数 所 构成 的 总 体 N”, 但 在 定义 “自然 数 全 体 N” 时 ， 
首先 要 借助 于 每 个 自然 数 , 其 中 也 包括 “1” 这 个 被 定义 的 自然 数 在 内 . 
这 就 是 借助 于 一 个 整体 N 来 定义 1, 而 被 定义 的 1 又 包含 在 用 以 定义 它 
的 这 个 整体 之 中 . 

例 2 李 家 庄村 上 年 纪 最 大 的 人 HH. 

在 这 里 ,被 定义 的 对 象 是 HH 这 个 人 .但 当 我 们 对 H 下 定义 时 ,一 方 
面 借 助 了 “年 纪 最 大 ”这 个 概念 ,特别 是 借助 了 “ 李 家 庄村 上 所 有 的 人 所 
组 成 的 总 体 G” 这 一 概念 . 但 要 定义 总 体 G 的话 ,又 要 借助 李 家 庄村 上 的 
每 一 个 人 ,其 中 当然 也 包括 于 这 个 人 在 内 . 这 就 是 借助 于 总 体 G 来 定义 
HH, 而 HH 本 身 却 又 被 包含 在 用 以 定义 刀 的 这 个 总 体 G 之 中 . 对 此 ,我 们 
还 可 用 一 个 图 表 来 刻画 如 下 : 


总 体 C 
定义 总 体 6 的 李 家 庄村 上 所 】 | 总 
对 象 一 — 李 家 庄 | 定义 | 有 的 人 组 成 的 总 体 | “定义 让 
村 上 所 有 的 人 一 > 
本, [a H 


| ie 
被 定义 的 对 象 了 H 被 包括 在 借以 
定义 吾 的 总 体 6 之 中 
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例 3 一 切 序 数 所 组 成 的 良 序 集 W 的 序数 B. 
此 例 亦 可 用 如 下 图 表 描 述 之 . 
定义 总 体 的 对 ] . 、 一 切 序数 所 组 
象 一 “所 有 的 序数 | 定 关 | 成 之 总 体 并 按 大 | 定义 良 序 集 
“1 小 排 成 之 良 序 集 『 一 六 
外 


B 
N A 
被 定义 的 对 象 8 被 包括 在 借以 
定义 86 的 总 体外 中 


例 4 一 切 良 序 集 所 组 成 的 良 序 集 9. 

每 个 良 序 集 都 对 应 着 一 个 序数 , 故 把 一 切 良 序 集 汇 成 总 体 后 ,再 按 
每 个 良 序 集 所 对 应 的 序数 的 大 小 为 序 ,把 该 总 体 排 成 良 序 集 , 记 为 0. 

对 此 ,我 们 亦 用 如 下 图 表 表 达 之 . 


定义 总 体 的 对 ”| ”| ”所 有 良 序 集 组 总 体 自 
象 一 一切 良 序 集 | 定义 上 成 的 良 序 集 8 身 就 是 良 
自身 就 是 | 序 集 
本 g , 
被 定义 的 对 象 9 就 是 借以 定义 
它 的 总 体 本 身 


例 5 一 切 集合 所 组 成 的 集合 . 
本 例 可 用 如 下 图 表 描 述 之 . 


定义 总 体 的 对 | ，、| ”所 有 的 集合 组 总 体 自 
象 一 -所 有 的 集合 ) 定义 上 成 的 总 体 与 | 身 就 是 一 
自身 就 是 | 个 集合 

< 


35 


被 定义 的 对 象 $ 就 是 借以 定义 
它 的 总 体 忆 本 身 


上 述 5 例 都 运用 非 直 谓 定义 法 去 下 定义 ,但 它们 构成 非 直 谓 定义 的 
具体 过 程 却 有 所 不 同 ,可 按 其 不 同 的 情况 分 类 如 下 : 

CI ) 广义 非 直 谓 : 凡 用 非 直 谓 定义 法 所 定义 的 对 象 . 可 用 直 谓 定义 
法 重新 定义 它 的 话 , 就 说 这 种 非 直 谓 定义 过 程 为 广义 非 直 谓 ,如 例 1 中 
的 那个 自然 数 "“1”,. 既 可 借助 于 N 定义 它 , 也 可 不 借助 六 而 用 直 谓 定义 
法 定义 它 , 又 如 例 2 中 的 五 , 既 可 借助 于 G 定 义 之 ,但 也 可 用 “ 李 大 娘 的 
老伴 ”、“ 李 小 二 的 祖父 ”等 直 谓 地 定义 之 . 总 之 , 当 我 们 用 非 直 谓 定义 法 
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定义 了 一 个 对 象 , 但 该 被 定义 的 对 和 象 并 非 只 能 借助 于 包括 它 的 总 体 加 以 
定义 时 ,那么 该 非 直 谓 定 义 过 程 是 广义 非 直 请 . 

《 工 ) 狭义 非 直 谓 :凡是 用 非 直 谓 定义 法 所 定义 的 对 象 非 借助 于 包 
含 它 的 总 体 定义 之 不 叮 , 那 么 这 种 非 直 谓 定 义 过 程 叫做 狭义 非 直 谓 . 如 
例 3 中 用 非 直 谓 定 义 法 所 定义 之 序数 68, 由 于 序数 8 是 用 以 定义 它 的 总 体 
《 良 序 集 W) 的 序数 ,不 是 别 的 良 序 集 的 序数 ,那么 丢 开 总 体 W, 如何 来 
谈 W 的 序数 呢 ? 也 就 是 说 BB 是 W 的 8B, 所 以 8 只 能 借助 于 WW 来 定义 它 . 现 
在 再 看 例 2, 设 想 有 一 个 不 是 李 家 庄村 上 的 外 地 人 K, 并 且 K 对 李 家 庄 
村 -上 的 人 和 事 一 无 所 知 , 但 天 要 到 李 家 庄村 上 找 年 纪 最 大 的 人 ( 沁 为 
FL)》 了 解 一 件 事 , 那 么 当 开 到 达 李 家 庄 以 后 ,如 何 向 李 家 庄村 上 的 人 来 
表达 “他 要 找 日 问 事 ”这 个 意思 呢 ? 在 此 时 此 刻 此 境 的 KK 来 说 ,就 非 借 助 
于 总 体 G 来 向 别人 询问 和 寻找 再 这 个 人 不 可 本. 因而 作为 广义 非 直 谓 定 
义 过 程 的 例 2 来 说 ,如 果 加 上 一 系列 限制 条 件 , 在 特定 情况 下 将 可 成 为 
狭义 非 直 为 定义 过 程 . 当然 ,通常 从 非 直 谓 定义 过 程 之 分 类 角度 来 看 ,应 
当 置 之 于 不 加 任何 约束 条 件 的 自然 状况 下 进行 划分 . 

(了 下》 等 价 式 非 直 谓 :凡是 非 直 谓 定 义 中 的 被 定义 对 象 , 仅 借助 于 
“总 体 本 身 就 是 什么 ”这 样 的 等 价 式 刻 画 来 确定 的 , 则 称 该 非 直 谓 定义 
过 程 为 等 价 式 非 直 谓 . 如 例 4 中 的 被 定义 对 象 就 是 通过 “92 本身 就 是 一 个 
良 序 集 ” 这 样 的 等 价 式 刻 画 来 确定 的 . 又 如 例 5 中 的 被 定义 对 象 也 是 通 
过 “一 切 集合 组 成 的 总 体 名 就 是 一 集合 S” 这 种 自身 等 于 自身 的 方式 来 
刻画 的. 如 果 把 这 种 等 价 式 的 刻画 亦 算 作 一 种 自 相 的 定义 方式 的 话 , 当 
然 也 势必 纳入 非 借 助 于 总 体 定义 的 情形 中 去 ,因此 ,等 价 式 非 直 谓 是 狭 
义 非 直 谓 的 特殊 情形 . 

对 于 上 文 所 论 之 三 种 非 直 谓 定 义 过 程 ,可 用 图 表 统 一 刻画 如 下 : 


广 


定义 总 体 


| 一切“ ， 
: | 的 对 象 nis 用 《来 定义? | 

x| | pm 1 
四 抽象 ein 只 对 助 0 来 让 Xp | ， 
文 | | , 
等 定义 总 体 2 一 切 a 本 
价 | | 需 冯 昌 体 | 定 尽 | 得 厂 之 地 体 | 总体 Q 本 身 度 是 p。| ， 
式 | | op 。 
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如 上 关于 非 直 谓 定 义 法 的 分 析 讨 论 ,以 及 关于 非 直 谓 定义 过 程 之 
分 类 与 关系 ,对 于 我 们 了 解 悖 论 的 成 因 和 寻找 避免 悖 论 的 方法 均 有 密切 
关系 .正如 本 节 开 头 的 一 段 所 讨论 的 那样 ,构成 悖 论 的 深刻 原因 与 非 直 
亩 定义 有 关 , 就 如 2.3 节 与 2.4 节 中 前 前 后 后 论 及 的 那些 迟 论 来 看 ,请 如 
“一 切 集 合 的 集合 ”一 切 序数 所 组 成 之 和 良 序 集 的 序数 ” “不 可 定义 的 序 
数 中 最 小 的 一 个 ”、“ 在 用 少 于 或 等 于 100 个 英文 字母 所 不 能 摘 述 的 自然 
数 中 最 小 的 一 个 ”, 如 此 等 等 都 是 直接 用 非 直 谓 定 义 法 定义 的 . 正 因 为 
Russell 明确 地 看 到 了 这 些 情 况 .为 了 避免 迟 论 的 出 更 ,Russell 提出 一 个 


原则 如 下 : 
恶性 循环 原则 没有 一 个 整体 能 包含 一 个 只 能 借助 于 这 个 整体 来 
定义 的 对 象 . 5 


基于 这 一 原则 ,Russell 构造 和 发 展 了 他 的 分 支 类 型 论 . 

在 这 里 ,为 使 下 文 的 讨论 与 表述 醒目 ,将 引进 一 系列 记号 用 以 缩写 
或 简 记 茶 些 自然 语句 或 词组 ,应 当 注 意 的 是 仅仅 用 以 缩写 或 简 记 ,这 与 
形式 化 没有 关系 . 这些 用 以 简 记 的 符号 有 : 


人 一 “并且 ” 
了 二 a“ 非 ” 
3 一 wu“ 有 ” 


Godfp 一 ua“ 对 象 p 只 能 借助 总 体 G 来 定义 ” 

PEG=4a 对 和 象 pp 被 包含 在 总 体 G 中 ” 

GG 二 pp 一 a 总体 G 就 是 对 篆 p” 

A=>B 一 sw“ 若 人 A 成 立 , 则 B 成 立 ” 

A<J 上 FB 一 w*A 和 B 不 能 同时 成 立 ” 

现在 ,我 们 先 分 析 讨 论 恶 性 循环 原则 与 非 直 亩 定义 法 之 闻 的 关系 ， 
对 于 广义 非 直 谓 定义 法 :我 们 可 以 不 必 考 虑 ,因为 它 既 然 可 用 直 谓 定义 
法 予以 重新 定义 ,所 以 与 我 们 的 问题 和 困难 没有 什么 关系 ,重要 的 是 关 
于 狭义 非 直 谓 定 义 法 的 分 析 讨 论 .运用 上 述 简 记 符 号 ,首先 可 将 Russell 
的 屎 性 循环 原则 表述 为 : 

TIGIplGodfp&pE G)， 
其 次 根据 狭义 非 直 谓 定 义 法 的 意义 , 却 正好 相反 ,; 即 车 承认 狭义 非 直 谓 
定义 法 的 使 用 是 合法 的 , 则 无 非 是 指 : 
GIpGodfp&pE G). 

所 以 恶性 循环 原则 与 狭义 非 直 谓 定义 法 的 合法 性 是 不 能 同时 成 立 的 . 另 
外 ,前文 已 指出 : 
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等 价 式 非 直 谓 & 锋 义 非 直 谓 ， 
所 以 如 下 结论 为 喜 . 
结论 一 : 若 承 认 恶 性 循环 原则 ,就 不 能 承认 狭义 非 直 谓 定 义 法 的 使 
用 ,因而 也 就 不 能 承认 等 价 式 非 直 亩 定义 法 的 使 用 . 亦 即 我 们 有 : 


[有 恶性 循环 原则 < 上 [狭义 非 直 谓 定义 法 ] 
MM 
[等 价 式 非 直 谓 定义 法 」 


现在 让 我 们 对 等 价 式 非 直 谓 定义 法 作 进 一 步 分 析 ,按照 上 文 所 列 之 
简 记 符号 ,如 果 三 认 等 价 式 非 直 谓 定义 法 的 使 用 合理 而 有 效 , 则 无 非 是 
指 


GIpGodfp & CG p&p € OG), 
既然 G 污 , 则 在 上 式 中 可 用 GG 取代 的 出 现 , 因 而 我 们 又 有 
9GCGodfG & Ga G&G € G)， 

由 此 而 获 3 GCG EE G). 显然 ,在 概括 原则 之 下 所 构造 的 集合 也 是 总 体 或 
整体 . 因此 限于 集合 的 观点 ,G € G 正 表示 “一 集合 是 它 自 身 的 一 个 元 
素 ”, 故 立足 于 集合 的 观点 ,如果 承认 等 价 式 非 直 亩 定义 法 的 使 用 是 合法 
的 , 则 就 必须 承认 本 身分 子 集 这 个 概念 的 合理 性 ,但 它 却 是 导致 悖 论 的 
深刻 原因 ,所 以 我 们 希望 和 否认 GE G 的 合理 性 ,为 之 ,应 建立 如 下 原则 ， 
亦 即 

类 型 混淆 原则 任何 一 个 集合 次 不 是 它 自 身 的 一 个 元 素 - 

但 若 运 用 上 文 所 列 之 简 记 符号 , 上述 类 型 混淆 原则 可 记 为 门 3GCG 
EG), 因 此 正好 与 等 价 式 非 直 谓 定义 法 的 使 用 所 导致 的 结果 3 GG € 
G) 相对 立 . 因此 ,下 述 结 论 为 真 . 

结论 二 :如 果 承 认 类 型 泥 淆 原则 , 那 就 不 能 承认 等 价 式 非 直 谓 定义 
法 的 使 用 是 合理 的 ,反之 ,如 果 承 认 等 价 式 非 直 谓 定义 之 使 用 的 合法 性 ， 
则 就 不 能 承认 类 型 混淆 原则 . 总 之 ,我们 有 : 

[类 型 混淆 原则 ]< 靖 [ 等 价 式 非 直 谓 定义 法 ]. 

现在 ,让 我 们 对 Russell 基于 恶性 循环 原则 所 形成 和 发展 起 来 的 分 
支 类 型 论 的 思想 方法 作 一 简略 的 介绍 . 

首先 ,Russell 对 于 性 质 , 按 其 所 属 之 对 象 的 类 型 加 以 分 类 : 
[Co 类 J] 属于 第 0 类 的 是 那些 论 域 中 之 对 象 的 名 称 , 如 ap,c,… 
[i 类 ] 属于 第 1 类 的 则 是 这 些 对 象 的 性 质 , 如 f(a),g(b),g(a) 
中 之 ff,g 

[2 类 ] 属于 第 2 类 的 则 是 那些 性 质 的 性 质 , 如 FC ,GC 有 7) ,… 中 之 
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[3 类 ] 属于 第 3 类 的 则 是 那些 性 质 的 性 质 的 性 质 ,… 


[La 上 类] 属于 第 nn 类 的 则 是 那些 性 质 的 性 质 的 性 质 … 的 性 质 ,… 


如 此 等 等 . 

对 于 性 质 之 类 的 划分 ,必须 遵循 下 述 一 条 基本 原则 : 

分 类 原则 每 一 谓词 (性 质 ) 都 必须 从 属于 一 个 确定 的 类 ,而 且 每 
一 类 的 性 质 , 只 有 当 其 使 用 于 和 直 次 于 它 的 那个 类 的 对 象 才 是 有 意义 的 ， 
因此 ,如 f(a),FCg),"… 是 有 意义 的 ;但 如 FCa) ,fC 让 ,altb),-… 都 是 无 
意义 的 . 

现在 我 们 来 把 Russell 对 于 忻 质 的 分 类 和 集合 化 , 亦 即 对 于 集合 ,要 按 
照 它 所 局 之 对 象 的 类 型 加 以 分 类 : 

SLoO 类 ]* 属于 第 0 类 的 是 那些 论 域 中 之 对 象 的 名 称 , 丸 a,b,c,*……: 

S[1 类 1] 属于 第 1 类 的 则 是 由 这 些 对 象 所 组 成 之 各 种 集合 ,如 na EE 了 ， 
beg 中 之 ff ;8 

SL2 类 1] 属于 第 2 类 的 则 是 那些 集合 的 集合 , 即 如 ff€ FF,fE€ GG, 
中 之 下 ,GG 
SL3 类 ]* 属于 第 3 类 的 则 是 那些 集合 的 集合 的 集合 ,… 


Sin 类] 属于 第 nn 类 的 则 是 那些 集合 的 集合 的 集合 … 的 集合 ,… 


如 此 等 等 . 

相应 地 ,我 们 也 要 把 Russell 关于 性 质 的 分 类 原则 集合 化 ,使 之 陈述 
为 如 下 的 形式 : 

分 类 原则 (和 所) 每 一 集合 都 必须 从 属于 一 个 确定 的 类 ,而 且 每 一 类 
的 集合 ,只 有 当 其 使 用 直 次 于 它 的 那个 类 的 对 象 作 为 元 素来 构成 时 才 是 
有 意义 的 . 因此 ,诸如 a EE f,g EE 下,"… 是 有 意义 的 ;但 如 a EF,fEeEf， 
a 所 0,… 是 无 意义 的 . 

在 上 述 分 类 原则 (EE) 之 下 ,既然 有 如 SES 或 a 所 5 等 等 都 是 无 意 
多 的 ;因此 ,任何 集合 S 就 绝 不 会 是 它 自身 的 一 个 元 素 ,否则 ,着 设 有 一 
集 S= {a,b,c}, 并 有 SS 二 cc, 那 么 由 cES 且 SS 二 c, 即 可 推出 诸如 SE 
Ss 或 cc 所 cc 一 类 违背 分 类 原则 (和 所) 之 无 意义 的 结果 了 . 可 见 , 只 要 把 
Russell 关于 性 质 的 分 类 原则 集合 化 ,那么 类 型 混淆 原则 就 必然 被 确认 . 
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亦 即 我 们 可 有 如 下 结论 . 
结论 三: 如 果 分 类 原则 (所 ) 被 确认 ,于 人 么 类 型 混 清 原则 成 立 , 亦 即 
我 们 有 : 
[分 类 原则 CE )] 人 [类 型 混淆 原则 ] 
现在 ,让 我 们 把 上 文 所 论 之 结论 一 、 二、 三 综合 起 来 .并 表达 如 下 : 


YM 
[分 类 原则 ] 一 [类 型 混 请 原则 ]<-:| F>[ 等 价 式 非 直 谓 定义 法 ] 


| [ 亚 性 循环 床 则 ]< 关 L 狭 义 非 直 谓 定义 法 ] | 
Cx) 


Russell 进一步 认为 , 除 掉 对 于 性 质 要 作出 类 的 划分 之 外 ,还 要 针对 
入 质 儿 迹 记 这 再 抱 同一 疾 中 的 性 质 作出 级 级 的 划分 ,那些 在 下 定义 时 
尚未 涉及 到 “所 有 的 性 质 ” 的 性 质 是 第 1 级 的 ,而 那些 在 下 定义 时 涉及 第 
nn 级 的 “所 有 的 性 质 ” 的 性 质 是 第 n 十 1 级 的 ,如 此 , 当 不 具体 指明 所 考虑 
的 级 , 则 凡 涉 及 “所 有 的 性 质 ” 的 表达 是 没有 意义 的 . 说 得 更 清楚 些 , 则 
如 下 表 所 示 : 


{0 类] 于 ~- 


[n+ 1 红 开 第 ,1 级 的 是 于 此 TF 下 定义 时 涉及 到 以 ”所 有 第 "级 性 
: ” 质 " 之 总 体 来 定义 的 


说 和 
a 


如 此 ， 所 有 的 性 质 质 ( 谓 词 ) 首先 按 对 象 的 性 质 、. 性 质 的 性 质 … 加 以 分 
襄 这 关中 之 性 质 的 定义 方法 加 以 分 级 , 因 之 ,每 性 质 都 归属 于 一 定 
的 类 和 级 ,由 于 级 是 在 类 的 内 部 划分 的 ,如 同上 表 所 示 ,Russell 的 这 一 
理论 就 叫做 分 支 类 型 论 . 

在 这 里 ,应 指出 关于 级 的 划分 是 针对 定义 方法 而 说 的 ,而 关于 类 的 
划分 却 与 定义 方法 不 相干 ,因此 ,关于 上 述 两 种 划分 的 内 涵 应 巴 区 别 . 现 
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就 逻辑 语言 中 之 “性 质 ”( 谓 词 ， 而 言 , 如 果 不 园 于 自然 语言 之 解释 去 作 
字面 上 的 理解 ,我 们 可 以 通过 本 节 一 开始 所 列举 的 关于 非 直 谓 定 义 法 的 
例子 ,对 上 述 Russell 之 类 中 分 级 的 含义 作出 说 明 . 如 例 2 所 述 , 若 把 李 
家 庄村 上 的 每 一 个 人 视 为 某 一 类 中 的 第 ?级 的 一 个 性 质 , 那 么 按 例 2 中 
那 种 非 直 请 定义 法 对 五 下 定义 时 ,由 于 借助 了 李 家 庄村 上 所 有 的 人 (性 
质 ) 所 组 成 的 总 体 G, 亦 即 借 助 了 第 nn 级 的 所 有 的 性 质 ( 人 ). 因此 ,HH 就 
是 一 个 涉及 第 nn 级 的 所 有 的 性 质 的 性 质 了 , 按 规 定 日 便 是 第 nn 十 1 级 的 
性 质 了 . 按照 恶性 循环 原则 , 几 是 只 能 借助 于 第 nn 级 的 “所 有 性 质 ” 定 义 的 
那个 属于 第 2 十 1 级 的 性 质 , 则 是 决 不 允许 包含 在 第 ?级 性 质 中 去 的 . 再 看 
例 3, 如 果 把 所 有 的 序数 算 作 第 1 级 性 质 , 则 一 切 序数 所 组 成 之 良 序 集 W 
的 序数 8 这 个 性 质 就 是 第 2 级 性 质 了 ,而 且 B 这 个 性 质 是 一 个 只 能 借助 第 1 
级 的 所 有 性 质 来 定义 的 性 质 , 故 由 恶性 循环 原则 ,作为 第 2 级 的 性 质 8 决 
不 能 被 包含 在 第 1 级 的 性 质 中 ,从 而 8 一 定 不 能 被 包括 在 W 之 中 . 

在 恶性 循环 原则 之 下 ,对 于 那些 与 非 直 谓 定 义 法 直接 相关 的 悖 论 ， 
诸如 Cantor 那 论 .Burali-Forti 悖 论 和 Richard 悖 论 等 等 ,根据 上 文 所 论 
之 结论 一 ,可 知 它们 均 可 避免 ,无 需 详 论 . 现在 来 看 Russell 悖 论 中 所 构 
造 的 那个 一 切 非 本 身分 子 集 的 总 体 王 一 {x | x 和 x) ,在 这 里 好 像 没 有 直 
接 使 用 非 直 谓 定义 法 ,其 实在 晋 性 循环 原则 之 下 ,本 身分 子 集 的 概念 是 
被 排斥 的 , 亦 即 具有 性 质 x Ez 的 不 是 集合 ;从 而 一 方面 知道 那 种 一 切 
集合 的 总 体 玉 二 {x | 为 一 集 } 不 是 集合 ,因为 玉 上 其 有 性 质 xx € Xx. 男 一 
方面 ,此 处 正 表 明了 任何 集合 都 是 非 本 身分 子 集 ,从 而 三 一 {z| 工 气 工 } 
有 是 集合 :否则 若 设 三 是 集合 , 则 王 也 是 非 本 身分 子 集 , 即 三 具有 性质 
六 所 过 ,于 是 由 三 的 构造 可 知 王 所 王 , 即 三 具有 性 质 z 所 工 于 盾 . 故 三 在 亚 
性 循环 原则 之 下 不 是 集合 . 现在 ,让 我 们 利用 上 文 所 论 之 结论 一 、 二 、 三 ， 
对 Russell 悖 论 的 解释 方法 具体 阐明 之 . 

第 一 步 ; 如 果 承 认 恶 性 循环 原则 , 则 由 结论 一 可 知 , 狭 义 非 直 谓 定义 
法 的 使 用 不 合理 ,由 于 等 价 式 非 直 谓 是 狭义 韭 直 谓 的 特殊 情况 ,从 而 推 
知 等 价 式 非 直 谓 定义 法 的 使 用 不 合法 ,于 是 由 结论 二 推 知 , 类 型 泥 清原 
则 被 确认 ,从 而 具有 性 质 二 所 工 的 xz 不 是 集合 . 

第 二 步 ; 由 上 述 第 一 步 所 获 结 论 直 接 推 知 , 任 何 集合 都 是 非 本 身分 
子 集 , 亦 即 任何 集合 二 都 具有 性 质 工 气 工 - 

第 三 步 ;一 切 非 本 身分 子 集 汇 集 起 来 所 构成 的 总 体 三 一 {x | XX 入 广 } 
不 是 集合 ,否则 车 设 三 是 一 集合 ; 则 由 上 述 第 二 步 推 知 三 应 具有 性 质 
文科 , 由 三 的 构造 可 知 ,任何 具有 性 质 工 乞 工 的 对 象 均 为 三 的 元 素 , 从 而 三 
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EE, 即 三 具有 性 质 x EE x, 于 是 由 上 述 第 一 步 ,应 有 结论 三 不 是 集合 , 逆 
盾 于 原 设 . 这 表明 在 恶性 循环 厚 则 之 下 ,三 既然 不 是 集合 ,那么 Russell 
悖 论 也 就 不 会 出 现 . 

友 上 所 论 之 第 一 、 二、 三 步 说 明 在 恶性 循环 原则 之 下 ,Russell 悖 论 
可 以 避免 .但 在 上 面 的 讨论 中 ,一 方面 关键 在 于 第 一 步 所 获 之 结果 , 即 凡 
是 具有 性 质 x EXx 的 工 不 是 集合 , 男 一 方面 在 第 一 、 二 、 三 步 中 只 利用 了 
上 文 所 论 之 结论 一 和 结论 二 ,没有 利用 结论 三 ,事实 上 ;我 们 利用 结论 
三 ,可 以 利用 分 类 原则 (CE), 而 避 开 王 性 循环 原则 的 使 用 ,同样 可 获 “ 凡 
是 县 有 性 质 工 筷 工 的 工 不 是 集合 ”的 这 一 结果 ,因为 : 

Cx) 车 设 分 类 原则 (EE) 成 立 ,; 则 由 结论 三 推 知 类 型 混淆 原则 成 
立 , 所 以 具有 性 质 xEz 的 工 不 是 集合 . 

根据 (x ), 再 重复 上 文 所 论 之 第 二 、 王 两 步 .同样 可 以 给 出 Russell 
悖 论 的 解释 方法 . 

如 上 所 论 ,;Russell 通过 恶性 循环 原则 的 思想 方法 ,否定 狭义 非 直 请 
定义 法 的 使 用 ,进而 给 出 种 种 悖 论 的 解释 方法 .但 在 这 里 ,首先 从 方法 论 
意义 上 说 ,Russell 的 分 支 类 型 论 也 是 立足 于 限制 概括 原则 之 造 集 的 任 
意 性 ,进而 寻找 避免 那 论 的 方案 , 亦 妈 在 造 集 的 过 程 中 禁止 了 狭义 非 直 
谓 定 义 法 的 使 用 ,或 者 说 凡是 涉及 狭义 非 直 谓 定义 法 的 使 用 而 汇 成 的 总 
体 ,一 概 不 承认 它们 为 合法 的 集合 . 然而 其 次 的 问题 是 : 非 直 谓 定 义 法 不 
仅 在 数学 上 上 , 而 且 在 日 常生 活 中 也 往往 是 不 可 缺少 的 . 从 数学 上 看 ， 
Weyl 曾 指 出 ,把 上 确 界定 义 为 上 界 中 最 小 的 一 个 ,这 就 是 借助 于 ”上 界 
的 总 体 ” 去 定义 它 的 ,因而 运用 了 非 直 谓 定义 法 ,此 处 虽然 包含 了 某 种 
循环 , 却 是 无 害 的 , 它 不 仅 没有 引 向 那 论 ,而 且 上 确 界 的 概念 在 数学 中 是 
十 分 有 用 的 .在 日 常生 活 中 ,可 以 本 节 开 涉 所 述 之 例 2 的 引申 中 所 涉及 
的 那个 外 地 人 为 例 , 当 到 李 家 庄村 .上 去 找 瑞 时 ,由 于 K 对 李 家 庄村 
上 的 人 和 事 一 无 所 知 ,因而 对 KK 而 言 ,他 就 非 要 借助 于 狭义 非 直 谓 定 义 
法 去 表达 他 要 找 开 的 想法 不 可 .从 而 天 在 此 时 此 刻 此 境 就 不 可 能 同时 
为 Russell 的 信徒 或 恶性 循环 原则 的 笃信 和 者. 总 之 ,如 果 坚 持 恶 性 循环 原 
则 ,那么 就 数学 领域 而 言 ,就 势必 要 将 不 少 有 用 的 数学 概念 抛弃 掉 , 一 些 
合理 的 数学 定理 不 能 证 明 ,因而 虽然 排除 了 悖 论 , 却 失去 了 不 少 合 理 的 
内 容 . 另 一 方面 ,Russell 的 分 支 类 型 论 ,不 仅 要 按照 对 象 的 性 质 、 性 质 的 
性 质 … 加 以 分 类 ,而 且 对 于 每 一 类 中 的 性 质 ,又 要 按照 性 质 的 定义 方法 
直 以 分 级 ,以 致 分 支 类 型 论 的 展开 变 得 非常 黑 葡 、 繁 琐 和 复杂 ,因而 那 种 
依靠 类 中 分 级 与 恶性 循环 原则 来 避免 悖 论 的 方案 ,以 及 整个 分 支 类 型 论 
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的 展开 ,都 不 为 大 多 数 数学 家 所 欢迎 . 

后 来 ;由 Russell 的 学 生 Ramsey 把 分 支 类 型 论 加 以 简化 .在 Ramsey 
看 来 : 悖 论 可 分 为 两 类 :一 类 叫 逻 辑 数 学 悖 论 , 它 只 是 由 逻辑 或 数学 系统 
中 的 概念 构成 ,因而 总 能 用 有 逻辑 与 数学 符号 来 表达 . 例如 Cantor 悖 论 、 
Russell 迟 论 与 Burali-Forti 那 论 等 均 属 这 一 类 . 另 一 类 可 叫做 语义 学 悖 
论 :这 类 悖 论 由 命名 、 真 . 假 等 概念 构成 ,因而 如 表明 、 刻 画 、 真 等 语义 项 
成 为 它 不 可 少 的 组 成 部 分 . 例如 强化 了 的 说 谎 者 悖 论 、 理 发 师 悖 论 、 
Grelling 迟 论 等 此 属 这 一 类 . 综观 前 述 还 辑 数 学 悖 论 ,无 不 导 源 于 违反 类 
型 混 请 原则 的 本 身分 子 集 , 后 经 Ramsey 的 研究 , 只 要 坚持 类 型 混淆 原 
则 , 便 足 以 排除 开 和 辑 数学 悖 论 . 因 而 如 上 文 所 论 那 样 , 只 要 承认 Russell 
的 集合 化 了 的 分 类 原则 (E). 便 能 推 知 类 型 混 清 原则 成 立 , 从 而 否认 等 
价 式 非 直 谓 定义 法 的 使 用 ,进而 就 能 给 出 种 种 逻辑 数学 悖 论 的 解释 方 
法 . 可 能 读者 会 问 , 如 何 运 用 类 型 混淆 原则 去 避免 Burali-Forti 那 论 ?这 
里 要 注意 ,每 一 良 序 集 都 对 应 于 一 个 序数 ,反之 ,每 一 序数 也 有 一 良 序 集 
与 之 对 应 ,从 而 本 节 开 头 所 举 的 例 3 是 可 以 化 归 为 例 4 的 ,而 例 4 则 是 由 
等 价 式 非 直 谓 子 以 定义 的 ,所 以 实质 上 还 是 使 用 了 等 价 式 非 直 谓 定义 
法 : 故 由 结论 二 可 知 , 只 要 承认 类 型 混淆 原则 ,等 价 式 非 直 谓 定义 法 就 不 
能 使 用 ,从 而 Burali-Forti 悖 论 也 就 不 会 出 现 . 至 于 那些 语义 学 悖 论 , 则 
由 于 它们 不 能 在 人 逻辑 数学 的 符号 语言 中 表达 ,从 而 住 构造 与 发 展 钦 辑 数 
学 系统 时 ;Ramsey 认为 可 以 不 了 予 考 虑 语义 学 导论, 对 于 避免 语义 学 悖 论 
之 事 可 以 纳入 语义 学 领域 中 去 处 理 . 所 以 Ramsey 就 废除 分 支 类 型 论 中 
关于 级 的 划分 :并 在 保留 类 的 划分 的 基础 上 建立 了 简单 类 型 论 . 正 因 为 
简单 类 型 论 只 承认 类 型 混淆 原则 而 取消 恶性 循环 原则 , 故 在 狭义 非 直 请 
定义 法 中 只 排斥 等 价 式 非 直 谓 一 类 特殊 情形 , 尚 可 保留 那些 不 涉及 类 型 
混 清 的 狭义 非 直 谓 定 义 法 的 使 用 .从 而 简单 类 型 论 既 能 避免 逻辑 数学 悖 
论 的 出 现 , 叉 不 至 于 过 多 地 失去 合理 的 数学 内 容 , 所 以 Ramsey 的 简单 类 
型 论 受 到 大 多 数 数学 家 的 欢迎 . 

对 于 非 直 谓 定义 法 ,Ramsey 指出 :这 里 的 确 包 含 了 循环 ,但 这 一 循 
环 是 无 害 的 ,不 是 恶性 的 . 此 处 作为 这 一 断言 的 认识 论 基 础 是 这 样 的 ,性 
质 的 整体 本 身 已 经 存在 ,而 作为 非 直 谓 定 义 , 只 是 一 种 加 以 鉴别 的 方法 ， 
如 同 * 房 间 里 最 高 的 人 ”一 样 ,这 是 一 个 经 验 的 事实 .上 呈 所 以 Ramsey 在 
数学 领域 中 既 保 留 了 狭义 非 直 谓 定义 法 中 的 合理 因素 的 使 用 ,同时 又 能 
排除 边 辑 数学 悖 论 的 出 现 . 以 致 Russell 的 分 支 类 型 论 与 恶性 循环 原则 
就 显得 是 多 余 的 了 .关于 Russell-Ramsey 对 悖 论 之 解释 方法 的 讨论 ,到 
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此 暂且 告 一 段落 .本 书 下 文中 还 将 讨论 逻辑 主义 学 派 的 思想 观点 ,到 时 
还 将 论 及 有 恶性 循环 原则 等 等 . 


3,3 N(3 志 n 二 w) 值 遇 辑 
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关于 古典 集合 论 中 出 现 悖 论 问 题 的 探索 和 和 研究, 人们 发 现 如 下 四 件 
事 不 能 同时 成 立 : 

Cl1)z 冬 工 是 一 个 性 质 ( 售 x 的 语句 ). 

(2) 任 给 一 个 性 质 g(x) 决定 一 个 集合 A. 亦 即 x € A>gp(x) 实际 
上 就 是 承认 概括 原则 . 

(3) 集合 也 是 个 体 5( 即 论 域 中 的 研究 对 象 ), 因 而 过 的 出 现 均 可 用 人 
取代 . 

4 pe 门户 为 一 矛盾 ,实际 上 就 是 了 系 认 排 中 律 . 

瑰 在 ,我 们 用 反 证 法 来 证 明 上 述 (C1) 一 4) 不 能 同时 成 立 . 亦 即 反 设 
(1) 一 (4) 同时 成 立 , 则 由 (0) 知 , 可 取 Xx 入 x 为 一 性 质 g(x), 于 是 由 (2) 
即 知 有 集合 人 A 使 有 x EE Ar 所 过 ,再 由 (63) 知 可 用 A 取 代 工 的 出 现 , 故 有 
入 和 AAA 气 A: 由 (4) 必须 承认 AE A 信息 A 为 一 牙 盾 .这 表明 原 设 不 
真 , 亦 即 上述 (1) 一 (4) 条 中 至 少 要 否定 一 条 ,不 可 能 同时 成 立 . 

Russell 从 否定 61) 的 角度 展开 他 的 类 型 论 , 但 要 注意 ,所 谓 和 否定 
(1), 指 的 是 否认 斌 工 为 一 用 以 造 集 的 性 质 ( 请 词 ), 并 不 是 否定 x 区 xX 这 
一 概念 本 身 的 合理 性 ;正好 相反 ,在 恶性 循环 原则 之 下 ,x Ex 是 被 排 奈 
的 ,最 后 指出 三 二 {xix 人 xz} 不 是 集合 , 环 即 x 和 x 不 得 作为 造 集 谓词 . 关 
丁 类 型 论 的 思想 内 容 已 于 3.1 节 中 作 过 介绍 . 

Zermelo-Fraenkel 基于 否定 (2) 而 构造 和 发 展 ZFC 系统 ,关于 ZFC 
系统 的 思想 内 容 及 其 对 悖 论 的 解释 方法 已 在 3.1 节 中 讨论 过 了 . 

J. von Neumann-Bernays-Go6del 在 否定 (3) 的 基础 上 构造 和 发 展 他 
们 的 NBG 系统 ,NBG 系统 亦 简 称 为 GB 系统 ,这 也 是 为 了 避免 那 论 而 建 
立 起 来 的 一 个 著名 的 近代 公理 集合 论 系 统 , 该 系统 首先 由 J. Von 
Neumann 在 1925 年 提出 ,后 来 由 Bernays 于 1937 年 作 了 改进 并 进一步 
发 展 了 这 个 系统 ,再 经 过 Gedel 的 改进 和 整理 加 以 采用 . 

在 GB 系统 中 ,引入 了 类 的 概念 ,并 区 分 了 集合 和 真 类 ,集合 既 可 以 
集合 为 其 元 素 ,也 可 为 其 他 类 的 元 素 ,但 规定 真 类 只 能 以 集合 为 其 元 素 ， 
真 类 本 身 不 能 作为 任何 类 的 元 素 . 并 由 此 而 摆脱 历史 上 上 既 经 出 现 的 逻辑 
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数学 那 论 . 在 本 书 中 不 再 另 壁 章节 讨论 GB 系统 对 那 论 的 解释 方法 ,但 为 
了 比较 GB 系统 与 ZFC 系统 之 间 的 优 缺 点 ,在 此 对 NBG 系统 的 基本 概念 
和 公理 系统 顺便 介绍 一 番 . 

在 NBG 系统 的 语言 中 有 两 种 变 元 ,有 即 集 合 变 元 和 类 变 元 ,通常 用 小 
写 英 文字 母 c,p,c,x',uzyvz，… 表示 集合 ,又 用 大 写 英 文字 母 A,B,C， 
U,V, 针 ,Y, 纪 ,… 表示 类 .在 语言 中 除了 二 元 关系 符号 EE 之 外 ,还 有 两 个 
一 元 谓词 符号 了 W 和 Cla. Cla(&) 指 :& 是 类 .Mc8) 指 :< 是 集合 .< 所 7 指 : 
< 属于 7.NBG 系统 共有 5 组 18 条 非 还 辑 公 理 . 

第 1 组 (A 组 ) 基本 公理 : 

Al Vx Clacxr) 

该 公理 说 任何 集合 是 类 . 

A2 VXVYC(X EY— MX)) 

该 公理 说 作为 某 个 类 之 元 素 的 类 是 集合 . 

A3 VXVYVY[LVulu EE Xu EE Y)y—>-X=Y)] 

该 公理 说 有 相同 元 素 的 两 个 类 是 相等 的 . 这 就 是 类 的 外 延 公理 -. 

A4 VrxVvyIzVulu 所 zr(u Cs XVu—= y)] 

该 公理 说 任 给 二 集 工 和 >，, 则 有 一 集 =, 它 恰 以 工 或 > 为 其 元 . 这 是 集 
合 的 无 序 对 公理 . 

上 述 4 条 基本 公理 区 分 了 类 与 集合 ,约定 了 两 个 类 相等 的 售 义 . 基 
于 上 述 基 本 公理 可 定义 有 序 对 4(zv,y), 有 序 三 元 组 (zyv<) 等 概念 '. 

第 2 组 (B 组 ) 类 的 存在 性 公理 : 

Bl 习 AVzVwyizyvy 和 所 AmPIrIE vy 

该 公理 指出 了 对 应 着 集合 之 间 的 €E 关系 的 有 序 对 的 类 5 即 二 元 关 
系 ) 的 存在 性 . 

B2 vAYVBICYVuu EC EE ANAuE€E B)] 

该 公理 指出 了 任何 两 个 类 的 交 是 类 . 

B3 vAIBYVulu € Be Tu € A)] 

该 公理 指出 了 一 个 类 的 补 的 类 的 存在 性 . 

B4vAIBYzx[xrE BoerIy(lr,y» EE A)] 

该 公理 指 任 何 序 偶 类 的 定义 域 是 类 . 

B5 vAIBYXYyL(x,y EE BerrE A 

该 公理 指 任何 一 个 娄 可 成 为 某 二 元 关系 (此 处 为 序 偶 类 B) 的 定义 域 . 

BE6VA3BYVzrVYyLrzyy 所 By zz 所 AAA] 

该 公理 指 二 元 关系 类 的 北 关 系 仍 为 类 . 
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B7 vAIBYVXxVvVyVvVzLx,y,z) EE Bolz,y,r) EA 

该 公理 指 三 元 关系 类 进行 轮换 后 的 三 元 关系 还 是 类 . 就 是 说 ,对 于 
任意 的 类 A ,总 存在 类 三 , 使 得 (zy,z> 所 瑟 当 旦 仅 当 (=,y:， zz GE A. 

B8 YA33BVrYyYyYrzLryryy zz 所 Bey,z,T»EA] 

该 公理 指 三 元 关系 类 进行 一 种 对 换 后 还 是 类 . 

对 于 上 上述 B7 与 B8 应 注意 ,由 于 有 序 三 元 组 的 任何 置换 均 可 由 上 述 
特定 的 轮换 与 对 换 来 生成 , 故 由 上 述 B7 与 B8 推 知 ,三 元 关系 的 任何 置 
换 关 系 仍 为 类 . 

上 述 访 组 公理 指出 了 由 哪些 条 件 可 以 决定 一 个 类 ,又 指出 如 何 由 已 

第 3 组 (C 组 ) 集合 的 存在 性 公理 : 

Cl da Ea AYxLxr Ea yy 所 wAzCy)]) 

此 处 符号 Eca) 指 a 为 空 集 , 该 公理 说 无 条 件 承 认 有 一 非 空 集合 
< 对 于 < 的 任 一 元 z, 必 有 a 的 元 素 y, 使 得 x 是 > 的 真子 集 , 所 以 集合 a 
必 有 无 穷 多 个 元 素 , gp Cl 为 无 穷 公理 . 

C2 VYxdyVuVvuE vAvE rT>uE€E y 

该 公理 断言 对 任何 集合 x, 都 存在 一 和 集 >, 使 得 集合 的 任何 元 素 的 
元 素 都 是 > 的 元 素 . 此 万 并 集 公 理 . 

C3 vxIyVvVuluCSC ru€ »] 

该 公理 说 任何 集合 z+; 都 有 集合 > 存在 ;使 得 + 的 任 一 子 和 集 都 是 > 的 
元 素 ,这 是 知 集 公理 . 

C4 VxvA{WA > JyVvVuu EE yr vvVE TAu,v EE A)]} 

此 处 符号 入 (A) 指 类 A 是 单 值 的 0. 该 公理 说 对 任何 集合 x 和 任何 
单 值 的 类 A .总 有 集合 > 存在 ,此 >y 恰 由 = 的 元 经 由 单 值 二 元 关系 类 A 所 
产生 的 集 组 成 . 此 即 替 换 公 理 . 

注意 上 述 C 组 公理 中 由 Cl1:C2,C3 所 决定 的 集 并 不 唯一 确定 ,因为 
一 与 一 完全 不 同 . 

第 4 组 (D 组 ) 正规 公理 : 

D1 Vv AL EMCA) — dulu €E AAErCu,A))] 

此 处 符号 Ex(u,A) 指 与 A 没有 公共 元 素 . 该 公理 说 ,对 任何 非 空 
类 A, 必 有 一 元 wu, 使 得 ww 与 A 没有 公共 元 率 .DD 组 公理 相当 于 ZFC 系统 
中 的 正则 公理 ,所 以 GB 系统 中 也 不 存在 € 关 系 的 无 穷 串 . 


QD 类 X 单 值 指 陛 (XeVYaynpyrta ay E KNA(uw) EE Xv= wl], 


-nr 数学 与 无 究 现 的 尝 辑 基础 


TY TE DS nD 


第 5 组 (EE 组) 选择 公理 : 

El 9A{WAIAY zz EMx) > Iyly E rxAly x) EE A} 

这 是 一 条 强 形 式 的 选择 公理 , 指 存在 着 单 值 的 类 A, 对 任何 非 空 集 
合 之 ;都 有 x 的 元 > 存在 ,使 有 ‘yw,x〉E 4A. 因 为 单 值 关 系 就 是 基数 ,因而 
该 公理 就 是 指 无 条 件 承 认 存 在 着 全 选择 函数 A, 它 能 从 任何 一 个 非 空 集 
合 中 唯一 地 选 出 一 个 元 素来 . 

在 NBG 系统 中 .所 i 亩 本 原 使 题 晴 词 , 指 的 是 仅 含 下 述 (a) 一 (e) 的 
合式 公式 . 其 中 : 

《a) 谈 元 ， 

Cb》 特殊 符号 ;Al,… ,A,， 

《c) EE, 

(d) 命题 联接 启 ， 

(Ce) 约 东 的 集合 变 元 ,有 即 约 束 变 元 都 是 集合 变 元 . 

例如 ,Ya EX 一 局 人) 是 本 原 命 题 函 词 , 因 其 中 之 约束 蛮 元 均 
为 集合 变 元 . 

按照 上 述 本 夯 命 题 函 词 的 要 求 , 如果 出 现 被 约束 的 类 蛮 元 , 即 如 
习 X,YVTY 等 等 , 则 就 不 是 本 原 命 题 丽 词 了 . 又 如 VYrzr(zE A 一 工 二 >y) 也 
本 是 本 原 命 题 范 词 , 因 为 其 中 出 现 了 定义 符号 宇 . 

应 当 指 出 :本 原 命 题 画 词 范围 很 窗 ,大量 谓 词 要 涉及 定义 符号 . 

在 NBG 系统 中 ,所 请 正规 概念 B, 指 存在 着 本 原 命 题 肾 词 g 使 有 

BOX,, Xs, Kr KI, Xi, , KX,). 

例如 ,EE ,二 ,了 等 概念 都 是 正规 概念 ,因为 我 们 可 有 : 

(1) XE YHXEY, 

(2) XX— Ye Vulu EE Xu EE YY), 

C3) MX) ulw = X). 
事实 上 ,在 上 述 表达 式 之 一 的 右边 的 表达 式 , 或 者 是 本 原 命 题 函 词 ,或 
者 如 (3) 中 之 避 wulu 一 X) ,这 是 一 个 仅 含 正规 概念 的 合式 公式 ,从 而 总 
可 化 归 为 本 原 命 题 函 词 . 

在 NBG 系统 中 .正规 运算 义 是 指 丰 在 一 个 本 原 命 题 旺 词 p ,并 能 使 
下 式 成 立 的 运算 : 

Y € UX, Xess KI er PCY XXX ,KX,). 

例如 ,关于 类 的 补 运算 一 , 交 运 算 门 , 定 义 域 等 等 都 是 正规 运算 . 
事实 上 ,我 们 有 : 

CDY EE CO— AOEMYIATCY € A), 
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‘(29YEANM BYE AANAYE DB, 

(3)Y €E DOCOMOYIA IyY,y) €E A. 
此 处 应 注意 ,在 上 述 表达 式 之 全 右边 的 表达 式 中 里 然 出 现 史 ,但 已 知 各 
是 正规 概念 ,因而 总 可 化 归 为 本 原 命 题 函 词 . . 

在 NBG 系统 中 的 正规 命题 郴 词 允许 含有 定义 符号 ,但 它 必 须 是 一 
个 能 与 某 个 本 原 命 题 昭 词 相 等 价 的 合式 公式 . 例如 

并 (和 ArrCY) 
是 一 个 正规 命题 了 消 词 ,因为 我 们 有 
XY Vz(zZE rr—~zzE YY),， 

亦 有 即 工 YY 与 本 厚 命 题 函 词 Vxz(zE€Ex->xzEY) 相 等 价 . 

在 NBG 系统 中 ,可 按 命 题 图 词 的 构造 ,归纳 地 证 明 如 下 两 个 关于 类 
的 一 般 存 在 定理 . 

定理 1 若 pCzrr oz) 是 除了 rr，z 之 外 ,没有 自由 变 
元 的 本 原 命 题 函 词 : 则 存在 一 个 类 A ,使 对 所 有 的 集合 zi,zz，… ,x 有 

《zi EE AropCrly rn)， 

定理 2 若 p 是 正规 命题 纯 词 , 则 存在 一 个 类 A, 使 对 所 有 和 集合 zi， 

Try- 及 类 Xi.X.…,，X 有 
(riyzoyxzr》E Ar>opCzyr XI XXX). 

显然 ,上 述 定 理 2 从 两 个 方面 推广 了 定理 1, 其 一 是 定理 2 中 之 op 是 
正规 命题 旺 词 ,因而 允许 定义 符号 出 现 ; 定 理 1 中 之 gp 是 本 原 命 题 粘 词 ， 
因而 不 人 允许 有 定义 符号 出 现 . 其 二 是 定理 2 的 2p 中 除 有 构造 类 的 集合 变 
元 rr 之 外 ,还 人 允许 出 现 其 他 的 自由 类 变 元 Xi ,Xi:,… ,XX,- 此 处 
应 注意 对 op 的 正规 性 要 求 , 不 能 有 被 约束 的 类 变 元 , 即 如 导 X, YY 等 等 
出 现 . 事实 上 ,正规 命题 蚂 词 只 是 在 本 原 命 题 晴 词 茜 础 上 ,人 允许 出 再 与 本 
原 命 题 蚂 词 相 等 价 之 合式 公式 中 的 定义 符号 ,因此 车 出 现 被 约束 的 类 变 
元 ;这 就 不 是 本 原 命 题 肾 词 了 . 

如 上 关于 类 的 一 般 存 在 性 定理 可 视 为 关于 概括 原则 的 形式 化 ,但 是 
上 述 定 理 2 只 承认 任何 正规 命题 旺 词 可 以 构造 类 ,而 被 构造 出 来 的 类 未 
必 是 集合 ,而 概括 原则 却 认为 任何 Cantor 意义 下 的 造 集 谓词 均 可 构造 
集合 . 上 述 定理 2 只 承认 可 构造 类 ,而 有 些 真 类 不 是 集合 ,如 一 切 集 合 之 
总 体 巨 ,一 切 非 本 身分 子 集 的 总 体 三 等 等 可 以 是 NBG 中 的 真 类 ,但 不 是 
集合 . 并 由 此 而 给 出 种 种 逻 辑 数 学 那 论 的 解释 方法 . 

现在 让 我 们 把 NBG 系统 与 ZFC 系统 作 一 比较 如 下 : 

(C1)GB 系统 计 有 5 组 18 条 非 因 辑 公理 ,并 有 其 中 没有 公理 模式 , 因 
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而 只 有 有 限 多 条 公理 . ZFC 系统 的 非 逻 辑 公 理 中 包含 公理 模式 ,如 子 集 
公理 和 替换 公理 都 是 公理 模式 ,所 以 有 无 穷 多 条 非 迎 辑 公 理 . 

《2)GB 系统 中 关于 类 的 一 般 存 在 定理 相当 接近 概括 原则 ,但 ZFC 系 
统 中 的 子 集 公理 则 不 然 , 它 是 在 已 知 集合 中 构造 集合 ,这 与 概括 原则 相 
去 甚 远 . 

C3)GB 系统 中 的 真 类 不 是 任何 类 的 元 ,这 一 点 很 不 自然 ,因为 从 直 
观 上 说 ,无 论 真 类 CC 有 多 大 ,对 于 {C}》 和 CE {C} 一 事理 应 十 分 自然 和 合 
理 , 但 在 GB 系统 中 却 是 不 允许 的 . 

如 上 之 5C1) 与 (2) 显得 NBG 系统 较为 优越 ,而 上 述 (3) 却 使 NBG 系 
统 显 得 欠缺 有 余 了. 

可 以 证 明 NBG 系统 是 ZFC 系统 的 一 个 非 本 质 的 保守 扩张 , 即 任何 
在 ZFC 系统 中 的 可 证 公式 在 NBG 系统 中 也 可 证 明 .而 NBG 中 不 含 类 变 
元 的 可 证 语句 集 与 ZFC 系统 的 可 证 语句 集 是 重合 的 ,所 以 NBG 系统 与 
ZFC 系统 之 数学 内 涵 的 丰富 程度 基本 人 由 当 , 也 有 人 说 NBG 系统 是 用 集 
合 与 类 的 术语 重新 叙述 的 ZFC 系统 . | 

Russell-Ramsey 的 类 型 论 ,Zermelo-Fraenkel 的 ZFC 系统 ,J. Von 
Neumann-Bernays-Godel 的 NBG 系统 ,都 能 对 历史 上 和 琶 经 出 现 的 二 值 逻 
辑 数 学 悖 论 给 出 解释 方法 ,并 且 至 今 没 有 在 各 自 的 系统 内 出 现 新 的 悖 
论 . 另 一 方面 ,所 说 的 三 种 避免 悖 论 的 方案 的 共同 特点 是 :立足 于 修改 概 
括 原 则 ,限制 概括 原则 之 选集 的 任意 性 . 然而 概 插 原则 又 显得 那么 自然 、 
直观 ,使 用 起 来 又 那么 方便 有 有力, 再 说 那些 立足 于 修改 概括 原则 而 避免 
悖 论 的 方案 ,虽然 在 系统 内 避免 了 以 往 出 现 的 导 论 ,同时 却 要 失去 相当 
一 块 合理 的 数学 内 容 . 何况 还 不 能 保证 今后 一 定 不 出 问题 . 人 们 一 方面 
考虑 如 何 去 寻 拷 一 个 新 的 修改 概括 原则 的 方案 ,使 之 在 排除 悖 论 的 同 
时 ,不 使 合理 的 数学 内 容 蒙 受 损 失 ,有 至少 是 如 何 把 这 种 损失 减少 到 最 低 
限度 ,以 致 逐 步 形 成 了 一 个 所 谓 如 何 修改 概括 原则 的 历史 遗留 问题 . 另 
一 方面 ,人 们 也 可 考虑 保留 概括 原则 ,寻求 其 他 出 路 .20 世纪 30 年 代 , 苏 
联 逻 辑 学 家 Boupap《(Bochvar) 有 此 一 举 . 

Bousap(Bochvar)》 以 否定 (1) 为 起 点 ,构造 和 发 展 她 的 多 值 轨 辑 . 她 
希望 在 集合 论 的 非 迎 辑 公 理 系 统 中 保留 概括 原则 ,而 基于 否定 排 中 律 ， 
把 原来 配套 于 集合 论 的 二 值 迎 辑 系 统 改 为 多 值 迎 辑 系 统 , 进 而 在 系统 中 
给 出 悖 论 的 解释 方法 , 即 在 系统 内 避免 悖 论 的 出 现 . 但 在 20 世纪 50 年 
代 , 莫 绍 接 率 先 证 明了 Lukasiewicz 有 穷 值 逻辑 系统 王 .3 扫 m 一 o) 配 上 上 
概括 原则 必定 出 现 那 论 , 这 对 Bouaap 的 设想 和 计划 是 一 个 很 大 的 冲击 ， 


第 3 章 运 辑 数 学 停 论 在 精确 性 经 典 数 学 中 的 解释 方法 


i 


112 


第 3 章 运 辑 数学 悖 论 在 精确 性 经 典 数 学 中 的 解释 方法 i 


因而 很 著名 ,但 是 莫 绍 控 在 发 表 这 项 工作 "| 的 时 候 , 采 用 了 为 多数 人 所 
不 熟悉 的 前 置 符 号 系 , 证 明 步 骤 又 过 于 省 略 , 以 至 人 们 对 此 项 工作 , 知 其 
然 者 很 多 , 知 其 所 以 然 者 世人 少 , 因 之 ,我 们 曾 在 文献 [411 中 以 通俗 的 自 
然 语 言 和 大 家 所 熟悉 的 中 置 符号 系 评介 过 这 项 工作 ,同时 还 补足 了 各 个 
被 省 略 的 证 明 步 又 . 

现在 ,我 们 仍 将 按 此 原则 分 三 个 步骤 评析 莫 绍 接 的 nC(3 志 一 ww) 值 
逻辑 悖 论 :第 一 步 指 出 在 满足 某 些 条 件 的 系统 中 一 定 包 含 悖 论 , 并 分 析 
指出 所 构造 的 悖 论 志 是 Russell 悖 论 的 变形 ,因为 所 构造 的 悖 论 的 造 集 
谓词 的 多 辑 真 值 表 达 式 ;也 是 Russell 迟 论 的 造 集 谓词 的 逻辑 真 值 表 达 
式 的 一 种 推广 形式 :第 二 步 指出 王 ukasievicz 的 有 穷 值 迎 辑 系统 
《3 所 nw) 配 以 概括 原则 后 , 正 是 第 一 步 中 所 说 的 那 种 满足 这 类 条 
件 的 系统 ,因而 概括 原则 配 以 王 ,(3 入 一 o) 以 后 ,仍然 包含 悖 论 ; 第 三 
步 指 出 无 穷 值 逻辑 系统 二 、, 或 万 配 以 概括 原则 后 , 却 不 是 第 一 步 中 所 说 
的 那 种 满足 该 类 条 件 的 系统 ,因而 仍 用 第 一 步 中 所 说 之 构造 那 论 的 办 
法 ,无 法 断定 概括 原则 配 以 二 或 王 N 之 后 是 否 存 在 悖 论 . 

我 们 规定 克 肖 词 -> 指 的 是 满足 下 述 推 理 规 则 的 轴 辑 联接 词 : 

由 户 及 pp 一 gg 可 得 gq, 即 p,p 一 > gg. 

又 (Cp 一)"g 是 一 种 简 记 ,其 递归 定义 为 : 

(p >)'g 指 pga 

(p>)q 指 p> (p>)g;BDB p> (pq) 


(p—)""q 指 p> (p>)"g 


设 pp 为 一 命题 符号 ,由 概括 原则 ,可 构造 集合 : 

a = {xX| (rE 工 ) "pp}. 
此 外 ,规则 A, 指 : 
由 Cp 一 )"g 可 得 (Cp 一 )"g, 即 (p 一)"'qg 上 (pp —)"g. 
现在 ,我 们 首先 证 明 下 述 定 理 . 
定理 1 设 名 为 任 给 的 一 个 系统 .名 满足 下 列 和 条件: 
(1) 概括 原则 成 立 , 故 上 述 oa 一 4 | 《(w EE XxX) 一 )"p}) 为 一 集合 . 
(2) 分离 规 则 成 立 , 即 有 pp 一 gq Fa， 
(3》 同 一律 成 立 ,; 即 有 pp 一 上 p， 
(4) 上述 规则 A, 成 立 ,; 即 有 (p>)™g 上 (pp 一)"g， 

则 此 系统 各 内 一 定 包 含 那 论 . 

证 明 由 条 件 (1) ,根据 集合 a, 的 构造 和 定义 可 知 
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TTE a (l(t rr) 一 )" 轧 ， 
现 于 上 式 中 用 a, 取代 二 的 出 现 而 有 
a EE ae Ea) 一 ) 力 ， 

由 (3》 知 相同 的 谓词 可 以 互相 蕴涵 ,于 是 : 

Cla 各 cy (a EE a) -=)"p 

CHOCCa, EQ) >) Pp a, EE a 
由 Cp 一 )"”gq 的 递归 定义 可 知 上 述 (I， 就 是 

CNCCa, EE aa 一) p 
再 由 条 件 (4》 运 用 规则 A, 而 有 

CNV)CCa, EE a) >) "pp 
由 上 述 (HJI》 及 CNV), 并 根据 条 件 (2) 使 用 分 离 规 则 而 有 

《Da E a 
由 上 述 CV， 和 (CIL) ,根据 条 件 (2) 得 

(CVCa, 所 a) >)"p 
根据 (pp 一 "gq 的 定义 知 上 述 CVT) 就 是 

CWa, Ea ((a, EE a) ~)™Ip 
由 十 述 CV》 和 (CW) ,根据 条 件 (2》 得 

CWCa, EE a) —)" pp 
再 由 (Cp 一)"g 的 递归 定义 知 上 述 ( 刀 ) 就 是 

(区 ea， Ear (a, Ea) 一) 一 户 
由 上 述 CIX) 与 C(Y) :根据 条 件 (2) 得 

CX DCCay EE 4a) "pp 
如 此 往复 若干 次 后 ,最终 可 得 p. 由 于 Pp 是 一 个 命题 变 元 ,可 代 以 任何 有 逻 
辑 真 值 , 所 以 这 是 一 个 悖 论 . 已] 

如 所 知 , 构 成 Russell 悖 论 的 过 程 中 所 用 的 造 集 谓 词 为 x 各 工 , 令 ff 表 
示 假 ,读者 可 用 真 值 计算 验证 和 Xt 与 (XE x)-> 了 是 等 值 的 ,从 而 上 述 
定理 1 中 构造 之 悖 论 ,无 非 是 将 造 集 谓词 6z 所 x) 一 了 扩张 并 改造 为 

(TE TT (TE xX) (CC 各 工 ) 一 > 轧 )…-)) 

亦 即 (CCz 筷 ) -一 )" 记 ,所 以 上 述 定理 1 中 所 构造 的 悖 论 志 是 Russell 悖 论 
的 变形 和 推广 . 

Eukasiewicz 的 有 穷 值 惧 辑 系统 上 ,(3 之 nn 一 w) 指 的 是 命题 逻辑 真 值 
取 如 下 nn 个 值 : 


1 2 .nO—2 


"NTA 1 ”7 一 1 


O 
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并 且 户 - 一 4 的 真 值 为 min(1,1 一 户 十 a) 的 罗 辑 系统 ,其 中 之 pg 也 用 以 
表示 命题 pg 的 真 值 . 现在 我 们 用 数学 归纳 法 往 证 如 下 结论 为 真 . 

(C(x) a) = min(l,n(l —a)+B) 

证 明 葛 基 : 当 站 一 1 时 ,因为 王 ,(3 过 nn 二 w) 中 规定 pp 一 9g 一 
minCl, 1 一 户 十 oo 一 min(1l, 1- (1 一 D) 十 da， 就 是 说 应 有 (a 一 ) 8 一 
minC1l.1 -1 一 ca) 十 B8). 故 定理 成 立 . 

归纳 现 设 已 知 (a->)"8 一 min(1,n(1l 一 Q) 十 让 , 则 要 证 (a 一 )"'B 一 
minCl1,C(n 二 1)(1 一 a) 十 B). 事实 上 ,我 们 有 

《和 公 ) Ca 一 ) "B= a (ao—)"B 

一 min(l,l1— a minC(l,n(l— a) + 8B)) 
当 n(l 一 a) 十 B68 汪 1 时 ,由 于 0 之 a 之 1, 帮 1 一 a 汪 0, 这 表明 


nl a) 十 B 十 (1 ac 1 一 al) 十 B 王 1 
国 些 即 有 
minCl ,1 — oe minCl,nCl— a) BB? 
一 min(l1,1—a+1)=1 
minCl,Cn 1C(1—a)+B) 
— min(l,.n(cl a) 十 及 十 《1 a)) 二 1 
由 《从 ， 即 知 


Ca B= 1 = min(lynt 1)C1— oa) + BP. 
涩 nl 一 a) 十 8 二 1 时 , 则 有 
ming1l, 1 一 ax 十 minCl 7C1 一 ac) 十 B)) 
一 minCl1, 1 一 ax 十 mr 一 wa) 十 有 
一 minCl, (2 十 1)1 一 a) 十 有 


同样 由 (人 ) 可知 
(aa 一 8 一 minC1, (2 十 1)1 一 a) 十 有 ) mm 
定理 2 在 有 穷 值 有 逻辑 系统 上 ,(3 之 nn 二 w) 中 ,规则 Ai 成立. 

证 明 若 设 A， 不 成 立 , 则 有 命题 a 和 BB, 使 得 (a ->)"B 为 真 ,; 但 (a 
->)”18 不 真 , 即 (Ca 一 2) 一 1 而 (Ca 一 )” 8 到 1. 于 是 由 上 上 文 所 证 之 结论 
Cx) 知 有 

Ca 一 )"8 一 minCly nl1 一 c) 十 B)， 
(Ca -8 一 minCl, (一 1)C1 一 a) 十 B). 


由 此 市 得 
C1Dncl—a) B21, 
C2 nm 1 Ca 十 6 一 1. 
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由 于 1 一 a 郑 0, 再 由 62) 知 1 一 6 一 (2 一 1 一 ao 三 0, 故 有 1 一 B 盖 0， 
好 BB 二 1. 同 理 1 一 (nxn 一 1)(1 一 a) 2 从 而 可 有 (Cn 一 1)(1 一 a) 一 


1 过 nn 二 ww) 中 ， 比 半 一 了 大 


1, RIC1 ca < ,从 而 
的 真 值 只 有 1, 故 a 一 代入 CD 式 而 有 nl 一 1) 十 B 守 1, 即 B 汪 1, 此 与 
8B 二 1 相 蔬 盾 . 故 原 设 不 真 ,; 故 A 成 立 . 口 

不 难看 出 在 圭 ,/(3 之 7 二 w) 中 ,同一 律 请 一 户 是 成 立 的 ,因为 按 系 统 
内 关于 蕴涵 式 p 一 9 之 真 值 计算 规定 ,我们 有 

(pp—)p—~=p— p= min( l,l1— pp)©=1. 
故 王 (3 和 妥 m < 中 有 户 一 六 ;如 此 由 天 (3 雪 呈 天) 而 配 概 括 原 则 的 话 ， 
就 必然 包含 悖 论 . 因为 此 时 首先 由 定理 2 知 规则 A,. 成 立 , 其 次 同一 律 户 一 
户 为 真 , 又 分 离 规 则 是 对 列 涵 词 一 的 规定 , 即 我 们 一 开始 就 规定 一 是 满 
中 pp,p 一 gq 上 Fg 的 逻辑 联接 词 , 再 由 所 配 的 概括 原则 就 可 构造 集合 
= {x| (rE rx) —)"p}. 

如 此 即 表 示 该 妆 系 统 已 满足 定理 1 中 的 全 部 条 件 , 故 由 定理 1 知 此 系统 内 
必定 包 售 着 导 论 . 

综 上 所 论 表 明 ,如果 在 集合 论 的 非 迎 辑 公 理 系 统 中 保留 概括 原则 ， 
把 原来 配套 于 集合 论 的 二 值 逻 和 辑 系 统 改 为 王 ukasiewicz 有 穷 值 逻 辑 系 统 
天 (3 近 n 二 ww) , 仍 然 无 法 避免 悖 论 的 出 现 . 因而 我 们 继续 考虑 这 个 问题 ， 
如 果 把 配套 的 逻辑 工具 改 为 三 ukasievwicz 无 穷 值 逻辑 系统 王 s, 或 上 ,情况 
又 是 如 何 ? 即 能 否 避 人 免 那 论 呢 ?下 述 定 理 了 告诉 我 们 无 法 依靠 上 文 所 论 
的 办 法 来 回答 这 个 问题 . 

定理 3 在 无 穷 值 逻辑 系统 上 ,中 ,对 任何 n, 人 逻辑 规则 A, 不 成 江 . 

证 明 因为 对 于 任意 给 定 的 ”=, 总 可 选取 两 个 命题 zx 和 > :使 得 它们 


的 逻辑 真 值 分 别 为 x 一 二 一 0, 因此 我 们 有 
Cn 一 二 ys 一 Ti 一 1， 
《2)(7m 十 1)(01 一 迷 十 >yY 一 1 工 关 1]1. 
于 是 又 有 
(xX)y 一 mninG1 1 一 这) 十 了 ) 
。 了 
一 minCl, 1? 
四 7 
“nl1 二 1 


2) 一 tninl 2 十 12C1 一 工 ) 十 yy)》 


(Xm 
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一 rninC1l, 1) 一】 
这 表示 Cx 一 )™'y 为 真 ,; 但 (x 一 )"y 不 真 , 故 规则 A, 在 王 s， 中 不 成 立 . 口 

由 上 述 定理 3 可知, 概括 原则 配 以 上 ss, 之 后 ,不 能 满足 前 述 定 理 1 的 
全 部 和 条件, 所 以 无 法 据 此 判定 系统 内 是 和 否 出 现 悖 论 . 

20 世纪 60 年 代 , 曾 有 Skolem,C.C. Chang( 张 展 中 ) ,Fenstad 等 学 者 
进一步 研究 这 类 问题 ,先后 证 明了 Lukasiewicz 连续 值 还 辑 系 统 王 (或 记 
为 王 :) 配 以 几 种 特殊 类 型 的 概括 原则 公式 集 三 ,z:，, 后 构成 相 容 系统 . 

在 这 里 ,让 我 们 对 所 谓 概 括 原 则 公式 集 这 一 概念 作 一 痰 解释 . 如 所 
知 , 在 一 阶 人 逻辑 中 ,概括 原则 不 是 一 条 公理 ,而 是 无 穷 多 条 公理 , 即 为 一 
公理 模式 . 实际 上 ,给 定 一 个 造 集 谓词 p ,就 得 到 一 条 具体 的 概括 原则 ， 
其 形式 表达 式 就 是 一 个 概括 原则 公式 . 例如 ,我 们 令 性 质 p 为 “ 集 的 子 
集 ”, 那 么 ZFC 系统 中 的 徊 集 公 理 就 是 一 条 具体 的 概括 诛 则 ,其 形式 表达 
式 就 是 一 个 概括 原则 公式 . 又 如 令 性 质 p 为 “被 一 集 之 元 素 提 各 的 对 
象 ”, 如 所 知 ,ZFC 系统 中 的 替换 公理 也 是 一 条 有 具体 的 概括 原则 ,其 形式 
表达 式 也 是 一 个 概 插 原则 公式 .又 ZFC 系统 中 的 划分 公理 亦 是 如 此 , 当 
然 , 有 如 ZFC 系统 中 的 外 延 公理 就 不 是 什么 具体 的 概括 原则 了 ;其 形式 
表达 式 也 不 是 什么 概括 原则 公式 了 . 由 于 Cantor 意义 下 的 造 集 谓词 可 
有 无 穷 多 ,无 疑 概 括 原 则 公式 也 无 穷 多 ,我 们 把 所 说 的 一 切 概括 原则 公 
式 汇 集 在 一 起 构成 一 集 , 记 为 ,那么 3 就 是 概括 原则 ,在 此 意义 下 ,也 
可 把 概括 原则 记 为 .又 我 们 可 将 概括 原则 形式 化 为 如 下 的 表达 式 : 

VXiVr Vr dyYVIiCt EE yo ot, xr, Xs ,TX,)). 
若 对 基 中 出 现 之 公式 op 加 以 各 种 不 同 的 限制 ,如 不 含量 词 ,不 含 参 数 x ， 
xyz 等 等 ,就 会 构成 诸如 上 文 所 说 的 概括 原则 公式 集 Zi ,ZZ: ,2 等 
等 ,由 于 它们 都 是 在 对 公式 yo 作出 不 同 限 制 后 的 产物 ,因而 它们 一 方面 
互 不 相同 , 另 一 方面 又 都 是 2 的 真子 集 , 即 3; 局 (i 一 1,2,3). 如 此 任 
一 ,都 已 经 对 概括 原则 作 了 限制 或 修改 . 所 以 C.C. Chang 等 学 者 先后 
证 明王 , 配 以 3,(i 二 1,2,3) 能 够 相 容 , 实 与 我 们 所 要 追求 的 问题 相差 一 
段 距 离 ,因为 我 们 希望 知道 的 是 上 配 以 ,之 后 能 否 相 容 . 然而 问题 不 仅 
如 上 ,即使 我 们 能 够 证 明 上 , 配 以 ,之 后 是 相 容 的 ,然而 一 个 系统 要 能 发 
展 数学 . 仅 有 一 个 5 是 不 可 能 的 ,还 要 配 以 其 他 公理 ,那么 再 配 以 其 他 
公理 后 是 否 还 能 保持 相 容 性 呢 ? 下 述 事 实 表 有 明 不 知 可 否 , 这 个 事实 就 是 
C.C. Chang 所 指出 的 ,我 们 虽然 证 明了 ;或 (注意 远 不 是 Zo) 配 以 上 
之 后 具有 相 容 性 ,然而 在 该 系统 中 再 加 进 一 条 外 廷 公理 就 不 相 容 了 . 总 
之 ,所 有 这 些 努 力 与 我 们 所 希望 的 一 个 昌 标 还 有 较 大 四 离 ,这 个 目标 就 
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是 构造 一 个 集合 论 系 统 , 其 内 涵 较 为 丰富 ,能够 发 展 整 个 数学 ,该 系统 中 
包括 ,并 且 配 套 的 逻辑 工具 是 Lukasiewicz 的 连续 值 有 运 辑 系统 或 其 他 
的 无 穷 值 逻辑 系统 . 当然 ,最 根本 的 一 条 就 是 经 过 如 此 配套 以 后 的 系统 
是 一 个 相 容 的 系统 . 试问 这 样 一 个 目标 能 够 实现 吗 ? 我 们 在 20 世纪 80 年 
代 中 期 所 做 的 一 个 工作 ,终于 从 反面 回答 了 这 个 问题 ,如 下 述 定理 所 示 : 

定理 任何 一 个 数学 系统 所, 如果 满足 下 列 5 个 条 件 : 

C1) 概括 原则 成 立 ， 

C2) 分 离 规 则 成 立 , 即 有 p,p -> gq 上 Fg， 

(3) 同一 律 成 立 , 即 有 pp 一 pp， 


C4) 如 果 AAA … 皆 为 集合 , 则 U A, 一 A 为 一 集合 , 即 承 
认 无 穷 多 个 集合 可 以 构造 它们 的 并 集 ， 

《5) 包含 一 个 自然 数 系 统 N 一 (1,2,…,n,*…}， 
则 此 数学 系统 必然 包含 屠 论 . | 

证 明 由 条 件 (1) 可 构造 集合 al 一代 | (XE XX) p},a 一 人 | 
(TE Xx) ps 一 {rzr|(eErr) pp),-… ,此 处 pp 为 一 命题 词 ,(x 
Ex—)"p 是 一 种 简 记 ,其 递归 定义 为 (XE XxX 一)'p 指 XEzx>p, 册 (x 
所 工 ) 力 指 z 和 所 工 一 (所 工 一 rp 由 条 件 (4) 可 知 


UaauUwUUaU… 一 人 

为 一 集合 . 显然 ,由 并 集 的 定义 可 知 

及 一 (| (Cr 和 所 工 一 ) 户 ,对 某 个 7 ， 

靶 | 上 比 ,我 们 有 

工 筷 Ar>(z 所 工 一 ) 轧 , 对 某 个 
今 以 A 取 伐 二 的 出 现 而 有 
AE A*r(AEA>)"'p,x 对 某 个 n. 

由 条 件 (3》 知 相 同 的 谓词 可 以 互相 蕴涵 , 故 有 
CI)AEA—>~(AEA- >-)"p, 对 某 个 nn. 
CIC(AEA—)"p >AE A., 对 茶 个 nn. 

由 条 件 (5) 知 上 述 CI) 表示 存在 一 个 自然 数 m EN; 使 有 
(BH)AEA—>~AECA—)"p, 

按 (x Ex 一 )"P 简 记 的 售 义 知 上 述 ( 且 》 就 是 
(W)CAEA——)™'p, 

显然 ,m 十 1 还 是 一 个 自然 数 , 所 以 上 述 CNY) 也 就 是 
CVjCAEA——)"p, 对 某 个 nn. 


> 
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由 上 述 CY ， 和 (CHIy) ,使 用 和 条件 (2) 可 有 

VIAEA 
再 由 上 述 CVL) 和 ( 王 ), 使 用 条 件 (2) 可 得 

CWCOAE A 一 )" 户 
由 《x EE XxX 一)"p 之 简 记 的 含义 知 上 述 (W) 就 是 

WM AEcA ~(AEA-»)”'p 
由 上 述 ( 召 》 和 CWM), 使 用 条 件 ‘(2) 可 有 

CIXYCAE A->)"™’p 
再 重复 利用 (并 所 工 一 ) 轧 之 简 记 的 递 昭 定义 和 和 条件 (2), 经 有 限 次 重复 
后 , 即 可 得 到 ,由 于 为 一 命题 词 ,可 任意 赋予 逻辑 值 , 故 必 得 承认 在 避 
中 包含 悖 论 . CC 

如 所 知 ,整个 精确 性 经 上 典 数学 是 被 奠定 在 以 二 值 加 辑 交配 套 有 逻辑 工 
具 的 近代 公理 集合 论 基 础 上 的 . 迄 至 目前 为 止 , 至 少 还 没有 找到 比 集 合 
论 更 好 的 理论 去 作为 现代 数学 的 基础 . 因而 可 以 认为 ,任何 一 个 内 涵 足 
够 丰富 的 数学 系统 ,总 要 葛 定 在 一 定 的 民 辑 系统 和 集合 论 系 统 基 础 之 
上 .现在 让 我 们 来 看 上 述 定 理 中 所 需 满足 的 各 个 和 条件, 其 中 之 条 件 (1) 
是 概括 原则 ,此 态 争 议 之 焦点 ,我 们 暂且 不 谈 . 其 中 之 条 件 (2) 和 (3) 是 
两 条 远 辑 规 则 ,几乎 可 以 说 任何 推理 丰 定 有 力 的 逻辑 系统 都 要 确认 它们 
的 ,又 其 中 之 条 件 (4， 和 (5) 是 两 条 集合 论 的 非 迎 辑 公 理 , 也 可 以 说 任何 
一 个 丰富 而 方便 有 用 的 集合 论 系 统 都 会 包括 它们 的 . 例如 ,你 能 设想 一 
个 不 包 售 自然数 系统 (条 件 (5)，〉 的 集合 论 系 统 会 产生 内 涵 丰 富 的 数学 
系统 吗 ? 如 此 看 来 ,上 述 定理 的 结论 实 已 证 明了 这 样 的 事实 :不 论 配 套 的 
巡 辑 工具 是 经 典 的 二 值 逻 辑 , 或 者 是 非 经 典 的 nc3 之 nn 二 w) 值 逻 辑 和 无 
穷 值 到 辑 系统 ,要 想 既 能 发 展 内 涵 足 够 丰富 的 数学 ,又 在 相应 的 集合 论 
系统 中 保持 概括 原则 是 不 可 能 的 ,因为 在 此 等 要 求 下 ,上述 定理 告诉 我 
们 ;, 共 中 必然 包 合 屠 论 . 至 此 可 知 ,Bousap 所 设想 之 保留 概括 原则 ,仅仅 
依靠 改 二 值 逻 辑 为 发 展 多 值 逻 辑 , 并 由 此 而 给 出 那 论 解释 方法 与 发 展 数 
学 是 不 能 实现 的 . 

上 述 定理 及 其 相关 的 工作 曾 于 1985 年 ,在 IEEE 第 15 届 国际 多 值 逻 
辑 学 术 会 议 上 报告 过 ,会 议 对 这 一 -工作 的 审 稿 意 见 中 指出 ;“ 该 文 将 莫 绍 
搂 的 著名 结果 和 从 有 穷 推 广 到 无 穷 , 并 且 从 王 ukasiewicz 一 类 轴 辑 系统 推 
广 到 其 他 一 切 有 逻辑 系统 .” 通 常 称 莫 绍 所 在 前 文 定 理 1 与 定理 2 中 所 给 


QD 莫 绍 把 的 著名 结果 即 指 前 文 所 述 之 定理 1,2,3. 
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出 的 悖 论 为 允 值 轩 辑 悖 论 或 ma3 所 nn 一 w) 值 悖 论 . 因 此 ,也 就 相应 地 把 
丘 述 定理 中 所 给 出 的 惧 论 叫 做 无 穷 值 还 辑 悖 论 . 

如 所 知 , 我 们 曾 在 3.1 节 中 对 概括 原则 说 过 一 段 题 外 话 , 那 就 是 对 
于 当时 普遍 把 概 插 厚 则 视 为 引起 悖 论 之 祸根 一 事 郑 重 提 出 过 异议 ,现在 
寿 来 .似乎 应 将 这 个 郑重 提出 的 异议 收回 了 ,因为 本 节 之 讨论 结果 似 已 
表明 不 抛弃 或 修改 概括 原则 是 再 疫 有 别 的 出 路 了 .然而 令 人 意外 的 是 我 
们 依然 还 为 概括 原则 坚持 我 们 的 异议 . 尽管 概括 原则 兴 许 在 经 典 数 学 范 
围 内 已 经 到 了 “ 山 穷 水 尽 疑 无 路 ”的 地步 了 ,但 却 并 不 排斥 概括 原则 在 
颖 经 由 数学 系统 中 依然 存在 “柳暗花明 又 一 村 ”的 可 能 . 

最 后 ,让 我 们 分 析 讨 论 一 下 前 文 所 述 之 定理 1 和 上 述 定 理 中 所 要 求 
之 条 件 的 异同 之 处 ,如 所 知 . 所 不 同 者 是 在 上 述 定 理 中 以 第 (4)、5) 两 
条 和 集合 论 原 则 取代 了 定理 1 中 之 逻辑 规则 A,. 又 如 所 知 , 人 逻辑 规则 A, 在 
定理 1 的 证 明 过 程 中 的 作用 是 能 使 (p ->)"'g 无 条 件 地 降 阶 为 (p 一 )"g， 
然而 不 能 令 人 满意 的 是 规则 A, 在 五 :。 中 不 能 成 立 ( 即 前 文 定理 3), 从 而 
陶 入 无 法 判定 概括 原则 配 以 Ln, 后 是 否 包 含 那 论 的 困境 ,因而 在 上 述 定 
理 中 以 第 (4) 5) 两 条 集合 论 原 则 取代 定理 1 中 之 规则 A,, 此 芒 使 我 们 
既 能 保持 所 说 的 降 阶 作用 又 能 摆脱 所 说 之 困境 的 关键 所 在 . 


3.4 悖 论 的 成 因 与 研究 悖 论 的 意义 
Godel 不 完备 性 定理 己 迟 论 


如 所 知 ,Gedel 不 完备 性 定理 是 数理 逻辑 发 展 史 上 的 重大 研究 成 果 ， 
曾 被 誉 为 “有 逻辑 在 现代 所 取得 的 最 重要 的 进展 之 一 ”和 “数学 与 逻辑 发 
展 史 中 的 一 个 里 程 碑 ”5 但 是 ,用 G6del 自己 的 话 来 讲 , 他 获得 并 证 明 
这 个 定理 是 直接 来 自 对 Russell 悖 论 的 分 析 . 这 就 是 说 ,不 完备 性 定理 的 
直观 背景 及 其 证 明 思 想 与 悖 论 的 分 析 有 着 密切 的 联系 . 可 见 从 方法 论 的 
角度 来 研究 悖 论 问题 ,该 有 多 么 重要 的 意义 . 

G6del 关于 形式 系统 的 不 完备 性 定理 首次 发 表 在 他 的 “ 论 数学 原理 
及 有 关系 统 中 的 不 可 判定 命题 ”一 文中 ,但 这 是 关于 不 可 判定 命题 存在 
性 的 一 般 结 果 , 如 果 仅 就 算术 系统 而 言 ( 并 经 Rosser 改进 后 ) ,不 完备 性 
定理 可 以 简单 地 表示 为 : 

定理 “如果 一 个 含有 自然 数论 的 形式 系统 S 是 无 矛盾 的 , 则 在 S 中 
存在 一 个 逻辑 公式 A, 使 得 在 S 中 ,A 是 不 能 证 明 的 ,同时 一 A 也 是 不 能 
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证 明 的 . 

作为 不 完备 性 定理 之 证 明 思 想 的 一 个 关键 之 处 在 于 映射 思想 的 应 
用 ,“Go6del 通过 一 种 十 分 新 颖 的 映射 形式 来 建立 他 的 主要 结论 .” 实 
际 上 ,所 说 映射 的 基本 思想 就 是 借助 一 一 对 应 ,使 得 某 一 领域 内 的 对 象 
之 间 的 某 种 关系 得 以 在 另 一 领域 内 的 对 和 象 之 间 的 关系 得 到 表现 ,这 是 数 
学 领域 内 的 一 种 极为 重要 的 研究 方法 .G6del 就 用 这 种 方法 把 算术 系统 
《 记 为 入) 中 的 符号 、 表达 式 和 表达 式 的 序列 都 映射 为 数 - .他 通过 引 
进 Godel 数 而 实现 了 对 象 的 数字 化 手续 . 这 样 一 来 ,对 于 数理 逻辑 及 其 
他 有 关 分 支 来 说 ,在 研究 方法 上 就 提供 了 一 种 数字 化 的 工具 . 从 而 方便 
地 把 一 些 讨论 对 象 ( 如 符号 、 公 式 ) 转换 为 自然 数 或 自然 数 的 函数 . 致使 
我 们 能 用 自然 数 玉 数 的 理论 来 讨论 有 关 问 题 . 其 次 ,Go6del 又 通过 递归 了 始 
数 的 引进 :证 明了 所 有 元 理论 中 关于 表达 式 的 结构 性 质 的 命题 , 均 可 在 
算术 系统 中 得 到 表示 . 如 此 ,就 使 元 理论 中 的 命题 都 映射 为 算术 系统 中 
的 命题 ,致使 算术 系统 中 的 一 部 分 表达 式 获 得 了 元 数学 意义 -. 

Godel 自己 在 阐明 其 证 明 思 想 时 指出 :… 我们 可 以 注意 到 一 个 形式 系 
统 的 公式 在 形式 上 都 表现 为 基本 符 导 (变量 .逻辑 常 项 括号 或 中 断 符 
号 ) 的 一 个 有 限 序 列 ,而 且 人 们 容易 精确 地 去 指明 基本 符号 的 哪些 有 限 
序列 是 有 意义 的 公式 和 哪些 是 没有 意义 的 公式 .类似 地 ,从 形式 的 观点 
看 ,所 谓 证 明 ,实际 上 就 是 公式 的 一 个 有 限 序 列 . 对 于 数学 来 说 ,究竟 用 
什么 东西 来 作为 林 本 符号 当然 是 没有 关系 的 . 我 们 不 妨 就 用 自然 数 来 作 
为 基本 符号 ;如 此 ,一 个 公式 就 是 一 个 自然 数 的 有 限 序 列 , 而 一 个 证 明 便 
是 一 个 “有 限 的 自然 数 序 列 :” 的 有 限 序 列 . 据 此 ,元 数学 的 概念 5 命题 ) 也 
就 变 成 了 关于 自然 数 或 它们 的 序列 的 基本 概念 (命题 ), 从 而 即 可 (至 少 
是 部 分 地 ) 在 (对 象 ) 系统 本 身 的 符号 中 得 到 表示 ,特别 是 人 们 可 以 证 明 
“公式 "证明 ” 和 可 证 公式 ”等 都 可 在 对 象 系统 中 加 以 定义 . ”和 

对 于 Godel 不 完备 性 定理 的 整个 证 明 推 理 过 程 而 言 ,Gedel 自己 指 
出 :这 一 推理 过 程 与 Richard 导 论 的 相似 之 处 是 显然 的 ;而且 和 强化 了 
的 说 谎 者 悖 论 志 存在 有 一 个 很 大 的 相似 性 . ”7” 

Godel 不 完备 性 定理 其 有 深刻 的 数学 和 和 折 学 意义, 但 其 证 明 思 想 直 
接 渊 源 于 那 论 的 分 析 . 可 见 从 方法 论 的 角度 来 看 那 论 问题 的 研究 确 有 重 

如 所 知 ,我 们 在 2.2 节 中 论 及 悖 论 之 定义 时 曾 指 出 :任何 一 个 悖 论 
都 相对 于 某 个 理论 体系 .不 妨 进一步 指出 , 任 一 悖 论 还 属于 一 定 的 历史 
范畴 , 亦 即 它 还 相对 于 认识 的 各 个 历史 阶段 ,例如 ,HipPasus 悖 论 、 
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Galileo 悖 论 、Berkeley 屠 论 等 等 均 已 进入 历史 博物 馆 . 既然 任何 悖 论 都 
属于 一 定 的 历 忠 范畴 和 一 定 的 埋 论 系统 ,也 就 不 存在 任何 绝对 意义 下 的 
悖 论 . 既然 如 此 ,也 没有 什么 绝对 意义 下 的 产生 悖 论 的 终极 原因 ,同时 也 
不 会 有 一 个 能 在 绝对 意义 下 一 劳 永 逸 地 免除 悖 论 的 方法 .但 这 又 并 不 排 
斥 我 们 能 在 认识 论 的 意义 下 去 揭示 产生 悖 论 的 本 质 原 因 . 如 所 知 , 人 的 
认识 总 具有 历史 的 局 限 性 和 相对 性 . 因 之 ,从 认识 论 的 角度 来 看 产生 悖 
论 的 本 质 原 因 ,; 无 非 是 人 的 认识 与 客观 实际 以 及 认识 客观 实际 的 方法 与 
客观 规律 的 了 矛盾. 这 种 直接 和 间接 的 矛盾 在 茶 一 点 上 的 集中 表现 就 是 昼 
论 . 例如 ,Galileo 悖 论 就 表现 为 直接 的 主观 认识 与 客观 实际 的 巴 盾 .特别 
有 如 Cantor 用 于 造 集 的 概括 原则 是 认识 世界 的 方法 或 手段 ,当前 , 一般 
认为 产生 Russell 属 论 的 原因 在 于 概括 原则 造 集 的 任意 性 与 生成 集合 之 
窜 观 规则 的 韭 任意 性 之 间 的 牙 盾 . 当然 ,我 们 认为 对 此 还 不 能 定论 .但 
是 ,不 论 今 后 如 何 定 论 , 至 多 只 是 矛盾 的 具体 内 容 有 所 不 同 , 归 根 结 底 还 
将 表现 为 认识 世界 的 方法 与 客观 规律 之 间 的 矛盾 ,这 是 一 种 间接 的 主客 
观 蔬 盾 . 但 是 ,无 论 是 直接 的 或 间接 的 蔬 盾 ,从 认识 论 的 角度 来 说 ,归根 
结 底 是 在 一 定 历 史 阶 段 中 ,人 的 主观 认识 与 客观 实际 之 间 的 牙 盾 ,而 导 
论 就 是 这 种 矛盾 在 某 些 关节 点 上 的 集中 表现 . 

如 此 ,由 于 人 的 认识 在 各 个 历史 阶段 中 的 局 限 性 和 相对 性 ,在 人 类 
认识 的 各 个 历史 阶段 所 形成 的 各 个 理论 体系 中 ,本 来 就 具有 产生 悖 论 的 
可 能 性 .但 在 人 类 认识 世界 的 深化 过 程 中 ,同样 具备 排除 悖 论 的 可 能 性 
和 现实 性 . 人 类 认识 世界 的 深化 过 程 没 有 终结 . 悖 论 的 产生 和 排除 也 没 
有 终结 . 因 之 .在 绝对 意义 下 去 寻求 什么 产生 悖 论 的 终极 原因 和 创造 什 
么 解决 迟 论 的 终极 方法 都 是 不 符合 实际 的 . 

那 论 问题 的 研究 ,对 于 数学 基础 理论 、 逻 辑 学 、 语 言 学 和 哲学 的 研究 
都 是 有 意义 的 . 试看 语义 学 .类 型 论 、 多 值 逻辑 及 近代 公理 集合 论 的 几 个 
重要 系统 ,直到 数学 基础 请 流派 的 形成 和 发 展 , 均 与 悖 论 问 题 的 研究 有 
关 . 还 有 公理 化 方法 .逻辑 滨 算 、 证 明 论 和 模型 论 的 形成 和 发 展 的 原因 ， 
除了 非 欧 几何 的 产生 之 外 ,也 与 悖 论 问 题 的 研究 相关 . 如 上 文 所 述 之 
Godel 不 完备 性 定理 的 研究 成 果 , 其 直观 背景 和 证 明 思 想 也 直接 来 自 悖 
论 的 分 析 . 实际 上 ,现代 逻辑 中 的 许多 最 为 深刻 的 成 果 , 都 从 悖 论 的 分 
析 中 产生 . ”Fraenkel 说 :作为 近代 基础 理论 研究 的 最 有 兴趣 的 发 展 
之 一 ,就 是 证 明了 这 样 一 点 ,语义 学 悖 论 所 代表 的 问题 ,不仅 是 那 种 与 数 
学 本 身 只 有 间接 关系 的 方法 论 问题 ,而 且 也 是 对 于 数学 有 着 巨大 直接 作 
用 的 研究 的 出 发 点 . ”"2 了 Tarski 说 :必须 强调 的 是 : 悖 论 在 建立 现代 演绎 
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科学 的 基础 中 占有 一 个 特别 重要 的 地 位 , 正 像 集合 论 的 悖 论 , 特别 是 
Russell 那 论 成 为 逻辑 和 数学 相 容 性 形式 化 的 起 点 一 样 , 说 谎 者 舒 论 及 
其 他 语义 学 悖 论 导 致 了 理论 语义 学 的 发 展 . ”总而言之 ,今天 来 讨论 和 
研究 悖 论 问 题 , 首 先 应 该 把 18 世纪 以 前 那 种 认为 迟 论 只 是 蔡 余 酒 后 的 
闲谈 之 物 的 看 法 扫除 ,否则 只 能 说 明 对 数学 基础 和 数理 哲学 的 近代 发 展 
视而不见 . 当然 , 话 又 要 说 回来 ,如 果 把 研究 悖 论 问 题 的 意义 及 其 重要 性 
过 分 地 夸张 .或 者 强调 到 一 个 不 适当 的 程度 ,这 就 既 无 必要 也 不 符合 实 
际 . 
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第 4 音 ”数学 基础 诺 流 派 


4. 1 逻辑 主义 学 派 


这 辑 主义 党 派 的 主要 宗 骨 是 把 数学 化 归 为 还 辑 . 亦 就 是 说 :第 一 ， 
数 尝 的 酸 念 可 以 从 逻 竹 的 概念 出 发 ,经 由 明显 的 定义 而 获得 ;第 二 ,数学 
的 定理 可 以 从 雇 辑 的 命题 出 发 ,经 由 人 逻辑 的 演绎 而 被 推出 . ”中 因此 ,全 
部 数学 都 可 以 从 逻 辑 的 基本 概念 .公理 和 规则 推导 出 来 .如 此 ,数学 就 被 
化 归 为 于 辑 , 膛 辑 与 数学 也 就 不 能 区 分 了 . 因此 ,全 部 数学 就 呆 以 葛 定 在 
逻辑 的 基础 上 ,或 者 说 逻辑 就 是 整个 数学 的 理论 基础 ， 

逻辑 主义 学 派 的 主要 代表 人 物 是 Russell, 还 有 Erege 和 White- 
head, 他 们 为 贯彻 逻辑 主义 纲领 和 实现 逻辑 主义 宗 卢 作 小 了 最 大 的 努 
力 . 

共 实 把 逻辑 视 为 先 于 一 切 科 学 的 观点 ,可 以 追 湖 到 Leibniz, 但 他 本 
人 只 是 提出 了 一 些 相 关 的 重要 思想 ,并 没有 具体 展 开 这 方面 的 工作 . 
Leibniz 的 这 些 思想 直到 19 世纪 才 在 Dedekind、Frege、Peano 等 人 的 工 
作 中 得 到 初步 发 挥 . 应 该 说 ,逻辑 主义 的 观点 在 Frege 的 工作 中 就 基本 
形成 . 因为 Frege 不 仅 明 确 地 所 出 了 数学 可 以 化 归 为 逻辑 的 想法 ,而 且 
花费 了 将 近 20 年 的 时 间 去 努力 将 算术 化 归 为 逻辑 ,当然 ,他 是 否 能 彻底 
实现 这 一 想法 , 那 是 另外 一 回 事 了 ,我 们 在 下 文中 将 会 论 及 逻辑 主义 宗 
旨 是 否 被 实现 一 事 . Frege 的 重要 成 果 还 体现 在 他 的 两 卷 本 巨著 《算术 
的 基本 规律 》(1893,1903) 中 ,他 在 该 著作 中 努力 去 实现 从 有 还 辑 出 发 , 逐 
步 发 展 出 除 几 何以 外 的 一 些 主要 数学 理论 .后 另外 ,Dedekind 也 应 该 是 
丈 辑 主义 的 创始 人 之 一 ,因为 他 在 1887 年 发 表 的 《4 数 的 性 质 与 意义 》 一 
文中 ,明确 提出 了 与 Russell 几乎 完全 相同 的 主张 . 当然 ,主张 是 提出 来 
了 , 却 没 有 去 作 具 体 的 展开 . 只 有 在 Russell 和 Whitehead 那里 , 才 把 人 逻 
辑 主 义 的 主张 详细 而 具体 地 加 以 发 展 , 并 且 真 正 从 相当 少 的 公理 和 概念 
出 发 ,推导 出 大 部 分 数学 . 

为 了 型 清 Russell 的 数学 观 : 不 妨 先 看 一 看 Russell 是 沿 着 怎样 的 
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道路 去 从 事 数 学 基础 理论 的 研究 工作 的 . 对 此 ,Ruseell 在 他 的 《数理 哲 
学 导论 >》 - 书 中 指出 :数学 是 这 样 的 一 种 研究 , 它 可 以 按 两 个 方向 去 进 
行 ,一 个 比较 熟悉 的 方向 是 建设 性 的 , 即 不 断 增 大 理论 的 复杂 性 ,-…, 另 
一 个 是 不 很 熟悉 的 方向 ,这 就 是 通过 分 析 来 达到 越 来 越 大 的 抽象 性 和 膛 
辑 简 单 性 ,这 里 所 考虑 的 已 不 再 是 从 怎样 的 假设 出 发 ,可 定义 或 演绎 出 
什么 结果 的 问题 ,而 是 研究 我 们 能 否 找 到 更 为 一 般 的 思想 原则 ,从 这 些 
思想 原则 出 发 .能 使 现在 作为 出 发 点 的 东西 得 以 被 定义 或 演绎 出 来 - 
Russell 此 说 实际 上 就 是 要 为 数学 基础 去 挖掘 更 为 一 般 的 基础 ,也 是 为 
实现 把 数学 化 归 为 还 辑 这 个 逻 输 主 义 宗 导 的 根本 原则 . 

从 逻辑 主义 的 形成 和 历史 发 展 来 看 ,还 辑 主 义 的 工作 可 以 划分 为 数 
学 理论 的 算术 化 和 算术 理论 的 迎 辑 化 这 样 两 个 阶段 . 

19 世纪 的 最 后 25 年 , 霹 称 六 数学 理论 算术 化 的 时 期 ,许多 出 色 的 
数学 家 都 投入 了 这 个 工作 .不仅 数学 分 析 建 茜 于 实数 论 , 几何 也 归 约 到 
了 实数 论 . 1872 年 ,Weierstrass、Cantor 和 Dedekind 等 人 儿 平 同时 完成 
了 实数 定义 ,但 是 无 论 是 Cantor 的 收 钱 有 理 数 序列 ,还 是 Dedekind 的 
有 理 数 分 划 , 都 表明 了 实数 论 被 化 归 为 有 理 数论 ,进而 整数 直至 自然 数 
系统 ,当然 其 中 已 借用 了 集合 概念 .从 而 世 所 著称 的 Peano 算术 公理 系 
统 ( 详 见 本 书 2.1 节 之 未 ) 便 成 为 这 个 数学 理论 算术 化 工作 的 终结 . 人 们 
从 Peano 系统 出 发 ,借助 集合 论 概 念 , 由 便 可 建造 算术 、 分 析 、 几 何 直 至 
整个 数学 大 厦 , 因 市 这 种 数学 理论 算术 化 使 得 许多 数学 家 感到 满意 ,其 
至 认为 无 需 再 前 进 了 .但 对 逻辑 主义 者 来 说 ,这 只 是 实现 还 辑 主 义 宗 旨 
的 第 一 步 , 要 把 数学 化 归 为 逻辑 ,更 重要 的 是 所 谓 算 术 理 论 字 辑 化 . 

Frege、Whitehead 和 Russell 独 为 借助 于 纯 逻 辑 概 伪 去 定义 Peano 
系统 中 的 基本 概念 ,并 借助 于 纯 逻 辑 公 理 和 规则 去 演绎 推导 出 Peano 系 
统 中 的 各 条 公理 等 等 付出 了 巨大 的 劳动 . 特别 是 Russell 的 努力 ,集中 地 
体现 在 他 与 Whitehead 合 著 的 三 大 卷 巨著 《数学 厚 理 》(1910 一 1913) 中 。 
他 们 从 命题 演算 和 请 词 演算 开始 ,然后 通过 一 元 和 二 元 命题 酒 项 定义 了 
类 和 关系 的 概念 ,建立 了 抽象 的 类 演算 和 关系 演算 ,并 由 此 出 发 ,用 连续 
定义 和 证 明 的 方式 引出 了 数学 (主要 是 算术 ) 中 的 主要 概念 和 定理 后]. 但 
就 逻辑 主义 宗旨 而 言 , 他 们 还 是 未 能 实现 . 他 们 实质 上 是 以 集合 论 为 基 


也 ”关于 如 何 从 集合 概念 出 发 ,用 构造 性 方法 去 建立 Peano 系统 , 详 见 文献 L9] 的 4.1 节 ,其 中 定理 
4. 1, 3 表明 Peano 系统 之 5 条 公理 均 为 集合 论 中 之 可 证 定理 , 并 此 由 而 完成 了 把 算术 理论 葛 定 在 集合 论 基 础 
之 上 的 工程 . 
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而 ,并 按照 分 支 类 型 论 的 原则 去 展开 和 推演 全 部 数学 的 (下 文 即将 进 一 
步 具 体 论 及 这 一 点 ). 但 Russell 当时 却 认为 他 们 已 经 完成 了 算术 理论 多 
辑 化 的 工作 ,进而 认为 逻辑 主义 的 宗 骨 已 经 实现 . 正如 Russell 所 说 ,我 
们 发 现在 这 里 ( 指 《 数 学 原理 》 一 书 ) 没 有 一 个 地 方 能 作出 明确 的 分 界线 ， 
使 得 逻辑 在 其 左 方 , 数 学 在 其 右 方 ,如 果 还 有 人 不 承认 偿 辑 和 数学 的 同 
一 性 ,我 们 就 请 他 来 证 明 必 数学 原理 》 中 的 那些 定义 和 演绎 可 看 成 是 逻 
辑 的 终点 和 数学 的 起 点 .”“”-“ 从 人 丙 辑 中 展开 纯 数 学 的 工作 ,已 经 由 
Whitehead 和 我 在 《数学 原理 一 书 中 详细 地 做 出 来 了 . ”Russell 还 进 
一 步 指 出 :“ 它 们 ( 指 逻 辑 与 数学 ) 的 不 同 , 就 像 儿童 和 成 人 的 不 同 , 逻 辑 
是 数学 的 少年 时 代 : 数 学 是 逻辑 的 成 人 时 代 . ”其 实 , 事 情 并 没有 这 么 
简单 ,经 过 仔细 分 析 ,普遍 认为 Whitehead 和 Russell 并 没有 在 《数学 原 
理 》 一 书 中 实现 逻辑 主义 的 宗 央 ,Russell 如 上 的 种 种 说 法 实际 上 没有 充 
分 根据 ,六 什么 ?下文 即 将 指出 或 回答 这 个 问题 . 

为 什么 普遍 认为 Russell 和 Whitehead 没有 能 在 《数学 原理 一 书 中 
实现 逻辑 主义 案 强 呢 ? 因为 人 们 首先 在 《数学 原理 》 一 书 中 清楚 地 看 到 ， 
在 他 们 从 “逻辑 ”出 发 推导 数学 命题 的 过 程 中 使 用 了 集合 论 的 公理 ,即使 
用 本 无 穷 公 理 和 选择 公理 .事实 上 ,没有 无 穷 公理 :, 连 自然 数 系 统 都 无 法 
构造 ,更 谈 不 上 全 部 数学 了 .又 着 没有 选择 公理 , 则 数学 中 的 合理 内 容 要 
人 砍 掉 一 大 块 . 如 所 知 ,当时 人 们 已 经 引进 了 所 谓 初 等 公理 系统 与 高 等 公 
理 系 统 等 概念 ,凡是 必须 借助 无 穷 公 理 的 系统 称 为 高 等 的 . 而 算术 与 几 
何 理论 均 属 高 等 公理 系统 ,因而 不 可 能 不 借助 于 无 穷 公理 .事实 上 ,Rus- 
sell 和 Whitehead 都 知道 在 他 们 的 这 : :工作 中 借助 了 无 窍 公理 和 选择 
公理 ,现在 的 问题 是 这 两 条 公理 究竟 算 不 算 逻 辑 公 理 ? 这 首先 要 牵涉 到 
什么 是 逻辑 的 问题 .按照 人 人 们 对 于 人 逻辑 的 一 般 理 解 , 普 遍 认 为 纯粹 到 辑 
只 涉及 形式 而 不 涉及 具体 事实 , 亦 即 “ 作 六 逻辑 法 则 ,只 允许 讨论 可 能 性 
对 象 ,而 不 允许 在 四 辑 法 则 中 作出 某 物 是 否 存 在 的 断言 . ”然而 无 穷 公 
理 和 选择 公理 恰恰 都 是 存在 性 公理 ,事实 上 ,存在 一 个 集合 正 是 陈述 这 
两 条 公理 时 的 必然 判断 ,所 以 普遍 认为 它们 不 是 逻辑 公理 . 既然 一 开始 
就 借助 了 非 逻 辑 公 理 , 怎 能 说 全 部 数学 命题 均 是 由 尿 辑 概念 和 你 辑 规 则 
演绎 出 来 的 呢 ? 所 以 Frege 在 晚年 已 倾向 于 放弃 逻辑 主义 的 立场 . 至 于 
Russell 自已 ,其 实心 里 也 应 该 是 明和 的 .因为 他 们 在 使 用 无 穷 公 理 时 所 
经 显得 很 揭 强 . 正如 Fraenkel 所 说 : “他们 是 很 勉强 地 走 这 一 步 的 . ”3 
“Frege 和 Russell 的 理论 的 严重 缺陷 在 于 对 无 穷 公 理 的 使 用 而 令 人 人 怀 
疑 的 状况 . ”5 王 洗 也 指出 本 正 是 由 于 要 借助 严格 的 逻辑 概念 来 给 出 无 
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限 ”的 一 个 充分 根据 这 一 困难 , 才 使 得 Russell 关于 数学 与 还 辑 相 等 价 的 
理论 成 为 可 疑 . ”因此 , 明 摆 的 事实 迫使 Russell 和 他 的 合作 者 对 此 说 
法 补救 ,其 补救 办 法 是 把 所 有 要 用 到 这 两 条 公理 之 一 才能 证 明 的 命题 一 
律 改写 为 条 件 式 命题 , 亦 即 不 把 这 两 条 公理 列 和 作 原 始 的 公理 系统 ,但 当 
某 个 数学 命题 P 必须 借助 无 穷 公理 才能 证 明 时 ,就 把 命题 已 陈述 为 “如 
果 无 穷 公 理 真 , 则 已 成 立 ” 等 等 ,因而 就 认为 这 两 条 公理 变 成 了 诸如 此 
类 的 每 一 条 定理 的 前 提 ,而 不 再 是 特 设 的 公理 了 . 此 等 补救 办 法 的 勉强 
性 应 该 说 是 显然 的 .后 来 Carnap 又 曾 建 议 采 用 “坐标 语言 ”而 废除 “名 称 
语言 ”的 办 法 补救 之 ,在 他 看 来 ,只 要 这 样 做 了 , 则 无 穷 公 理 就 可 以 认为 
是 关于 “位 置 ”" 而 不 是 关于 事实 的 断言 ,而 位 置 则 可 能 是 空 的 . 然而 无 论 
是 Russell 的 条 件 式 命题 还 是 Carnap 的 坐标 语言 ,普遍 认为 这 些 者 是 牵 
强 的 做 法 ,也 就 难以 取得 大 多 数 数 学 家 的 支持 了 ,只 有 少数 人 认为 已 经 
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另 一 方面 ,问题 的 复杂 性 还 远 不 止 这 些 , 大 家 知道 ,要 从 逻辑 导出 全 
部 数学 ,势必 要 导致 集合 论 的 展开 ,而 集合 论 本 身 自 相 矛盾 的 盖子 正 是 
以 著名 的 Russell 那 论 揭 开 的 ,但 逻 辑 是 不 允许 有 逆 盾 的 ,所 以 集合 论 中 
的 悖 论 必 须 排 除 ,Russell 借以 排除 悖 论 的 方案 是 引进 “恶性 循环 原则 ” 
而 发 展 他 的 分 支 类 型 论 , 但 是 这 个 分 支 类 型 论 不 仅 显 得 复杂 而 繁琐 ,更 
严重 的 是 出 此 而 不 能 实现 逻辑 主义 宗 冒 . 因为 如 3.2 节 中 所 论 及 的 那 
样 ,恶性 循环 原则 是 直接 排斥 狭义 非 直 谓 定义 法 的 ,而 狭义 非 直 谓 定 义 
法 的 禁止 使 用 ,将 导致 扫 弃 许多 合理 的 数学 概念 和 命题 . 因此 ,在 Rus- 
sell 面前 有 两 条 路 ,或 者 放弃 恶性 循环 原则 .从 而 也 就 拆除 了 防止 悖 论 
泛滥 的 Russell 式 的 堤防 ,或 者 坚持 恶性 循环 原则 ,从 面 也 就 无 法 实现 多 
辑 主 义 的 主张 . 无 三 地 ,这 两 条 路 都 不 是 Russell 所 愿意 走 的 . 他 终于 在 
无 路 可 走 的 情况 下 找 出 一 条 虚假 的 小 路 , 那 就 是 Russell 为 此 而 增加 了 
一 条 可 化 归公 理 , 也 叫做 还 原 公 理 或 可 归纳 化 公理 ,该 公理 说 任何 ( 广 
义 ) 公 式 都 可 以 和 一 个 直 谓 (广义 ) 公 式 相 等 价 , 因 此 每 个 非 直 请 性 质 就 
总 有 一 个 直 谓 性 质 与 之 等 价 . 从 而 任 一 类 中 较 高 一 级 的 性 质 也 就 可 化 归 
汐 同 一 类 中 较 低级 的 性 质 , 以 此 递 推 ,就 把 类 中 之 分 级 全 部 取消 TT. 评 即 
可 化 归公 理 的 实质 就 是 导致 任何 级 的 性 质 或 集合 都 被 还 原 为 直 谓 的 ,从 
而 就 等 于 取消 了 分 支 类 型 论 ,所 剩 下 的 也 就 是 股 有 恶性 循环 原则 的 简单 
类 型 论 了 . 所 以 人 们 稍 加 分 析 ,就 发 现 “ 可 化 归公 理 的 精神 与 恶性 循环 原 
则 相 种 突 , 引 入 可 化 归公 理 后 ,实质 上 便 是 取消 恶性 循环 原则 .六 ”因而 
人 们 议论 纷纷 ,可 化 归公 理 一 时 成 为 人 们 批评 《数学 原理 》 之 众矢之的 . 


第 4 章 数学 基础 诸 流 派 


第 4 章 数学 基础 诸 流派 aa 


普遍 认为 ,可 化 归公 理 过 于 人 为 而 不 自明 ,其 作用 无 非 是 把 分 支 类 型 论 
约 化 为 Ramsey 的 简单 类 型 论 ,所 以 大 多 数 人 宁可 直接 采用 简单 类 型 论 
而 不 愿 在 可 化 归 的 虚假 小 道上 绕 弯 路 . Russell 最 终 也 只 好 放弃 可 化 归 
公理 , 却 又 抓 住 恶 性 循环 原则 不 放 , 也 就 在 实质 上 放弃 了 有 逻辑 主义 的 主 
张 .但 Russell 直到 晚年 才 承 认 :“ 我 所 一 直 寻 找 的 数学 中 的 光辉 的 确定 
性 在 令 人 困 感 的 迷宫 中 责 失 了 . ”5 寻求 完美 .最 终 和 确定 性 的 希望 破 
亚 了 . 2659 

关于 逻辑 主义 学 派 的 无 穷 观 , 由 于 逻辑 主义 学 派 的 基本 立场 是 确认 
全 部 数学 的 有 效 性 ,并 要 把 全 部 数学 化 归 为 逻辑 ,因此 , 既 要 确认 全 部 数 
学 的 有 效 性 :也 就 势必 要 确认 实 无 限 观 点 下 的 无 限 集 理论 . 从 而 就 无 穷 
观 而 言 ,人 逻辑 主义 学 派 是 实 无 限 论 者 , 亦 即 确认 实 无 限 性 研究 对 象 在 数 
学 领域 中 的 合理 性 . 普遍 认为 ,“Russell 及 其 追随 者 明显 地 承认 无 限 性 
对 象 的 存在 性 . ”但 由 于 Russell 为 排除 集合 论 的 那 论 而 发 展 他 的 分 支 
类 型 论 , 从 而 在 Russell 系统 中 的 实 无 限 性 对 和 象 就 在 不 同 的 类 和 级 中 表 
现 为 一 定 的 层次 结构 . 这 是 符合 反映 论 者 的 看 法 的 . 

综 上 所 述 ,逻辑 主义 宗旨 的 实现 不 仅 困难 重重 ,Russell 的 方案 也 实 
在 间 题 百出 :只 好 以 失败 告终 . 其 根本 原因 在 于 只 看 到 且 过 分 夸张 了 数 
学 与 逻辑 在 演绎 结构 上 的 同一 性 ,完全 抹杀 了 数学 与 逻辑 科学 的 差异 
性 . 但 是 ,我 们 切切 不 能 由 于 逻辑 主义 的 失败 而 认为 他 们 的 工作 一 无 是 
处 或 毫 无 价值 .相反 地 ,应 当 看 到 逻辑 主义 学 派 的 工作 对 数学 与 逻辑 的 
发 展 作 出 了 重要 贡献 ,其 贡献 归纳 起 来 有 如 下 几 点 : 

(1)Russell 的 分 支 类 型 论 , 特 别 是 后 来 经 由 Ramsey 改进 并 发 展 起 
来 的 简单 类 型 论 , 对 于 悖 论 的 研究 和 避免 具有 重要 意义 . 而 且 现 有 的 一 
些 取 得 一 定 成 效 的 解决 悖 论 的 方案 ,也 都 渊源 于 Russell 早年 提出 的 见 
解 . 

(2) 逻 辑 主义 者 已 相当 成 功 地 把 经 典 数 学 纳入 了 一 个 统一 的 公理 系 
统 ,虽然 这 个 系统 不 是 纯 逻 辑 的 .但 这 样 一 个 工作 却 成 为 公理 化 方法 在 

(3) 由 于 逻辑 主义 学 派 的 工作 ,基本 上 完成 了 从 传统 逻辑 到 数理 逻 
辑 的 过 渡 演 变 . 特别 是 Frege、Peirce、Schrioder 等 率先 引进 了 量词 ,并 对 
量词 的 性 质 作 了 深刻 研究 . Frege 还 进一步 给 出 了 命题 演算 和 谓词 演算 
系统 . 而 Russell 和 Whitehead 合 著 的 《数学 原理 》 被 誉 为 “总 结 过 去 数学 
基础 之 研究 成 果 , 并 由 它 宣告 数理 逻辑 已 经 充分 成 熟 的 划时代 巨著 . ”3 
并 且 逻 辑 主 义学 派 的 工作 * 代 表 了 一 个 第 一 流 的 学 术 运 动 , 这 是 对 人 类 


,学 与 无 穷 观 的 轴 辑 基础， 
129 


Re 数学 与 无 穷 观 的 带 辑 基础 


130 


思维 力 的 美妙 的 巨大 贡献 . ” 


4.2 直觉 主义 学 派 


觉 主 义学 派 认为 ,集合 论 悖 论 的 出 现 不 是 一 个 偶然 事件 , 它 是 整 

个 数学 所 感光 之 疾病 的 一 种 征兆 :因此 : 悖 论 问 题 不 可 能 通过 对 已 有 数 
堂 作 某 些 技术 性 的 修改 或 限制 而 得 以 解雇 :必须 依据 可 信任 的 要 求 对 已 
有 的 数学 作 全 面 审 售 ,而 且 应 该 著 不 狂 歼 地 放弃 孝 些 不 符合 可 信和 性 要 求 
的 数学 概念 和 方法 . 因此,“ 认识论 上 的 可 信 性 就 唯一 地 决定 了 直觉 主义 
的 前 提 . ”直觉 主义 者 Heyting 说 :“ 当 你 们 通过 公理 和 演绎 进行 思维 
时 ,我 们 则 借助 于 可 信 性 进行 思维 .这 就 是 全 部 区 别 . ” 引 那 么 ,什么 样 的 
数学 概念 和 方法 闭 算是 符合 直觉 主义 的 可 信和 性 标准 呢 ? 这 个 标准 就 是 
直觉 主义 的 著名 口号 存在 必须 被 构造 .” 亦 即 数 学 中 的 概念 和 方法 都 
必须 是 构造 性 的 . 所 谓 概 念 和 方法 上 的 构造 性 ,就 是 按 固 定 方 式 经 有 限 
个 步骤 能 够 定义 的 概念 和 能 够 实现 的 方法 ,构造 性 亦 称 能 行 性 ,构造 性 
方法 亦 称 能 行 性 方法 .例如 : 求 两 个 正 整 数 a 和 6。 的 最 大 公约 数 , 可 用 
Euclid 除法 在 有 限 步 骤 内 实现 . 像 这 类 方法 就 称 为 能 行 的 或 构造 性 的 方 
觉 主 义学 派 的 主要 代表 人 物 是 Brouwer, 还 有 Heyting 和 Weyl. 

直觉 主义 学 族 与 还 辑 主 义学 派 相 反 ,他 们 认为 逻辑 不 在 数学 之 前 ， 
数学 的 概念 和 原则 不 能 归结 为 逻辑 的 概念 和 原则 ,相反 认为 逻辑 是 数学 
活动 的 结果 ,他 辑 需要 数学 作为 它 的 基本 构造 , 亦 即 视 逻 辑 为 数学 的 一 
部 分 . 直觉 主义 者 明确 指出 :“ 人 逻辑 并 不 是 我 们 站 立 的 基地 ,事实 上 , 它 不 
过 是 一 种 具有 特殊 的 一 般 性 的 数学 定理 ,让 妈 有 逻辑 只 是 数学 的 一 个 部 
分 ,而 决 不 能 作为 数学 的 基础 . ”! 当 直觉 主义 学 派 在 数学 上 的 出 发 点 也 不 
是 集合 论 , 而 是 自然 数论 . 这 就 是 Heyting 所 说 的 :“ 数 学 开始 于 自然 数 
及 自然 数 相 等 概念 形成 之 后 . ”围绕 着 自然 数论 的 可 信和 性 问题 ,直觉 主 
义 者 指出 :自然 数 来 源 于 Brouwer 的 “原始 直觉” 或 “对 象 对 偶 直 觉 ” 所 
亩 对 象 对 偶 直 觉 , 即 所 谓 人 和 皆 有 之 的 一 种 能 力 , 即 基 一 时 刻 集 中 注意 力 
于 某 一 对 象 , 紧 接 着 又 集中 注意 万 于 另 一 对 象 , 这 就 形成 了 一 个 原始 对 
偶 , 以 (1,2) 来 表示 它 ,; 有 了 这 个 原始 的 对 偶 对 象 , 便 可 根据 构造 性 的 要 
求 重复 一 次 而 产生 (2,3) ,再 重复 一 次 便 是 (3,4), 依 次 弟 推 下 去 , 则 任何 
一 个 自然 数 都 能 从 这 个 对 象 对 偶 直 觉 开 始 , 用 构造 性 的 方法 把 它 产 生出 
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来 .直觉 主义 者 认为 ,只 有 建立 在 这 种 原始 直觉 和 可 构造 性 之 上 的 数学 
才 是 可 信 的 :而 这 种 原始 直觉 “对 于 思想 来 说 是 如 此 直接 ,其 结果 又 是 如 
比 清 楚 ,以 致 不 再 需要 任何 别 的 什么 基础 ”. 55 

在 哲学 观点 上 上 ,直觉 主义 学 派 是 唯心 论 者 . Heyting 明确 指出 :如 
果 把 直觉 主义 的 断言 看 成 是 关于 事实 的 断言 : 屠 将 是 一 种 武断 ,因为 它 
并 不 具有 这 种 意义 .” “直觉 主义 的 推论 不 是 关于 事实 的 推论 .而 是 一 
种 理智 的 构造 .” “我 的 数学 思想 属于 我 个 人 的 理智 生活 ,并 限于 我 个 
人 的 思想 ,数学 思想 的 特性 在 于 它 并 不 传达 外 部 世界 的 真理 ,而 只 是 与 
心智 的 构造 有 关 . ”所 以 直觉 主义 者 的 所 谓 原 始 直 党 和 由 此 开始 的 构 
造 : 用 他 们 自己 的 话 来 说 ,万 是 一 种 内 省 直觉 能 力 的 发 挥 .如 果 立 足 于 直 
觉 主 义学 派 的 总 的 哲学 观点 , 则 Brouwer 自己 指出 :我 们 可 以 在 Kant 
屠 星 找到 直觉 主义 的 一 种 古老 的 形式 . ”但 Brouvwer 却 自 称 为 新 直觉 
主义 者 ,因为 他 “放弃 了 Kant 关于 空间 的 先 验 性 ,而 更 坚持 关于 时 | 间 的 
绝对 先 验 性 . ”事实 上 ,Rrouwer 所 说 的 原始 直觉 ,就 是 Kant 关于 时 间 
的 直觉 ,而 Brouwer 关于 自然 数 源 渊 于 原始 直觉 的 提 法 了 世 就 是 Kant 关 
于 自然 数 是 从 时 间 寺 觉 中 推演 出 来 的 主张 . 但 在 Kant 那里 , 除 掉 时 间 直 
觉 以 外 ,还 有 关于 空 闻 的 直觉 .几何 理论 则 产生 于 空间 直觉 . 在 Brouwer 
那里 ,除了 原始 直觉 以 外 ,不 再 需要 任何 别 的 纯粹 直观 . 因为 一 旦 有 了 这 
个 原始 直觉 :, 往 后 的 一 切 就 可 由 此 开始 去 构造 了 . 

直觉 主义 学 派 也 有 它 本 身 的 历史 发 展 过 程 . 如 果 单 纯 着 眼 于 无 穷 
观 , 则 直觉 主义 学 派 的 思想 一 直 可 以 追溯 到 古代 ,因为 从 “存在 必须 被 构 
造 ” 这 一 前 提出 发 ,势必 导致 彻底 的 潜 无 限 观 念 ,而 历史 上 第 一 次 明确 地 
只 承认 潍 无 限 而 反对 实 无 限 的 是 Aristotle, 如 所 知 ,Aristotle 这 种 无 穷 
观 也 是 往 后 数学 领域 中 一 切 潜 无 限 论 者 的 菇 本 观点 . 

直觉 主义 学 派 在 数学 上 的 直接 先驱 者 力 是 Kronecker, 因 为 他 明确 
提出 并 强调 了 能 行 性 ,主张 没有 能 行 性 就 不 得 承认 它 的 存在 性 . 在 无 穷 
观 上 ,他 又 是 实 无 限 概 念 的 激烈 攻击 者 ,他 与 Cantor 进行 了 长 期 的 、 针 
锋 相 对 的 争论 (关于 Kronecker 对 Cantor 实 无 限 论 的 攻击 ,请 参阅 文献 
[9Jj 中 1.2 节 的 相关 内 容 ). Kronecker 还 计划 要 把 数学 算术 化 ,并 在 数学 
领域 中 清除 一 切 非 构造 性 成 分 及 其 根源 . Poincare 也 是 直觉 主义 观点 在 
数学 上 的 先驱 者 ,因为 他 主张 自然 数 是 最 基本 的 直观 ,无 需 再 作 进 一 步 
的 分 析 就 可 以 认为 是 可 信 的 ,Poincare 也 曾 宅 次 批评 完成 了 的 无 穷 集合 
观念 ,并 主张 潜 无 限 观 念 ,他 也 不 赞成 形式 化 的 研究 方法 ,但 是 Poincare 
却 始 终 没 有 把 这 种 倾向 加 以 总 结 而 上 升 为 一 种 观点 . 另外 ,法 国 的 半 直 
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觉 主义 者 也 为 直觉 主义 学 沽 的 形成 作 了 直接 的 准备 ,因为 他 们 在 批评 选 
择 公 理 的 同时 强调 了 能 行 性 ,当然 ,只 有 在 Brouwer 邦 里 , 才 完 整 而 彻底 
地 从 哲学 和 数学 两 个 方面 贯彻 和 发 展 了 存在 必须 被 构造 的 观点 .所 以 大 
家 就 公推 他 为 直觉 主义 党派 的 奠基 者 和 代表 人 物 了 . 

直觉 主义 和 党派 在 数学 工作 中 的 基本 立场 是 : 

第 一 ,在 无 穷 观 的 问题 上 ,坚持 潜 无 限 而 排斥 实 无 限 . 

第 二 ,否认 传统 逻辑 的 普遍 有 效 性 ,而 重建 直觉 主义 逻辑 规则 . 

第 三 ,批判 十 典 数 学 ,拆除 一 切 非 构造 性 数学 框架 ,重建 直觉 主义 的 

根据 直觉 主义 学 派 的 基本 观点 ,势必 导致 对 实 无 限 概念 的 排放 ,四 
为 从 生成 的 观点 来 看 任何 一 个 无 穷 集合 或 实 无 限 性 对 象 都 是 不 可 构造 
的 . 若 以 最 简单 的 自然 数 集 合 为 例 ,按照 能 行 性 的 要 求 , 必 有 然 否 定 自 然 数 
全 体 这 个 概念 ,因为 任何 有 穷 多 个 步 又 都 不 能 把 所 有 的 自然 数 构 造 出 
来 ;更 不 能 在 构造 性 原则 下 去 谈 汇 成 整体 丁 . 而 且 即 使 先 假设 有 那么 一 
个 全 体 自 然 数 构 成 的 论 域 摆 在 那 时 的话, 直觉 主 义 者 也 不 能 承认 对 全 体 
自然 数 可 以 逐一 复查 完毕 的 , 即 不 能 接受 走 这 自然 数论 域 这 个 概念 的 . 
在 他 们 看 来 ,自然 数 1,.2,3,…， 只 能 永远 处 于 不 断 地 被 构造 的 延伸 状态 
中 .例如 ,直觉 主义 者 Weyl 明确 指出 :“Brouwer 使 这 一 点 明确 了 ,就 是 
没有 任何 证 据 能 够 证 明 所 有 自然 数 的 整体 的 存在 性 ,…, 自 然 数 列 , 它 能 
够 通过 不 断 地 达到 下 一 个 数 而 超越 任何 一 个 已 经 达到 的 界线 ,从 而 也 就 
开辟 了 通 向 无 限 的 可 能 性 ,但 它 永远 停留 于 创造 和 生成 的 状态 之 中 ,而 
绝 不 是 一 个 存在 于 自身 之 中 的 事物 的 封闭 领域 .由 此 可 见 , 在 无 穷 观 
的 问题 上 , 直 党 主义 学 派 是 十 分 彻底 地 采纳 了 游 无 限 论 者 的 观点 . 这 和 
实 无 限 论 者 对 自然 数 全 体 的 认识 与 理解 是 完全 不 同 的 . 实 无 限 论 者 不 仅 
完全 肯定 自然 数 全 体 这 一 概念 ,并 据 反 映 论 观点 作出 实际 的 解释 . 实 无 
限 论 的 反映 论 派 认为 ,人 类 对 自然 数 无 穷 序 烈 的 认识 是 经 过 了 儿 个 不 同 
等 级 的 抽象 才 完 成 的 ;第 一 是 由 具体 事物 到 自然 数 概 念 , 这 是 一 级 抽象 . 
第 二 是 由 具体 的 自然 数 到 一 般 的 自然 数 nn, 这 是 二 级 抽象 .第 三 是 从 任 
意 有 限 多 个 自然 数 到 自然 数 全 体 , 这 是 三 级 抽象 . 而 人 们 之 所 以 能 完成 
这 些 等 级 的 抽象 过 程 ,; 主 要 是 因为 思维 能 够 反映 事物 在 质变 过 程 中 的 飞 
获 . 在 这 里 便 是 和 具体 反映 了 从 延伸 到 穷竭 .有限 到 无 限 或 者 限量 到 质 的 
转化 . 今 借助 于 如 下 的 实际 考察 ,对 于 自然 数 全 体 的 概念 是 很 直观 的 . 如 
图 2.1 所 示 : 设 某 物 PP 沿 第 头 所 示 方 向 ,以 每 秒 一 个 单位 的 速度 从 1 处 向 
0 外 移动 .这 从 现实 的 位 移 运 动 观点 来 看 . 己 是 完全 可 以 实现 从 1 工 到 的 
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位 移 运 动 的 , 它 首先 以 二 秒 时 间 从 1 移 到 去 处 ,在 三 秒 时 间 后 就 经 过 了 
圳 处 ,而 在 闻 秒 时 间 后 经 过 了 计 处 ,以 此 类 推 ,总 共用 了 1 秒 钟 时 间 ,P 就 
由 1 移 到 了 0. 而 了 在 这 一 秒 钟 时 间 里 就 经 过 了 十 ,去 , 坷 ,… ,十 ,…, 其 分 
母 也 就 走 遍 了 全 体 自 然 数 而 使 之 汇 成 一 个 整体 .所 以 从 实 无 限 的 反映 论 
派 观 点 来 看 ,自然 数 全 体 这 一 概念 是 能 够 接受 的 ,其 中 关键 的 一 步 是 能 
和 否 承 认 患 维 对 延伸 到 穷竭 这 一 飞跃 的 正确 反映 . 但 从 构造 性 观点 出 发 ， 
就 必然 否认 思维 对 于 飞 贱 的 能 动 反 映 . 在 这 一 点 上 ,大 致 所 有 的 潜 无 限 
论 者 都 是 如 此 . : 


一 | 一 一 一 
亿 Pp 
图 2.1 


现在 讨论 直觉 主义 学 派 的 逻辑 观 . 直觉 主义 者 出 于 存在 必须 被 构 
造 的 等 虑 ,认为 必须 批判 传统 逻辑 的 普 届 有效 性 . Brouwer 认为 古典 导 
辑 是 从 有 穷 性 对 象 中 抽象 出 来 的 ,不 能 无 限制 地 使 用 到 无 限 性 对 人 象 上 
去 , 那 论 就 出 在 无 穷 上 . Brouwer 指出 :“ 人 们 把 人 逻辑 谋 认 为 是 某 种 超越 
和 先 于 全 部 数学 的 东西 ,并且 不 加 检验 地 把 它 应 用 到 关于 无 穷 集合 的 数 
学 . ”Brouwer 在 这 里 说 了 两 件 事 : 其 一 是 传统 的 逻辑 规则 不 应 该 无 条 
件 地 应 用 于 无 限 性 论 域 上 , 共 二 正如 前 文中 已 经 论 及 的 那样 ,认为 逻辑 
和 完 于 数学 的 看 法 实 是 一 种 错误 的 见解 .所 以 直觉 主义 学 派 从 构造 性 观点 
出 发 ,构造 了 他 们 自己 的 逻辑 ,这 是 一 种 与 传统 逻辑 大 异 其 趣 的 逻辑 ,一 
般 地 说 ,“ 这 种 不 同 之 处 主要 表现 在 理 定 性 质 的 推理 上 .”” 现 让 我 们 对 
此 作 一 番 具 体 的 分 析 讨 论 . 

CCI， 排 中 律 

设 S 表示 一 个 无 穷 论 域 , 则 实 无 限 论 者 认为 S$ 是 一 个 既 经 完成 了 的 
无 穷 总 体 . 因 之 ,建立 在 实 无 限 论 观点 上 的 经 典 数学 便 认 为 S 是 一 个 既 
经 构造 完成 的 封闭 域 , 从 而 能 把 S 的 全 部 元 素 ( 论 域 中 的 个 体 ) 逐一 检验 
完毕 ,也 就 是 我 们 在 数学 演绎 推理 中 常 说 的 “ 走 遍 S 的 一 切 元 ”等 等 . 然 
而 直觉 主义 学 派 既 然 认 为 任何 无 穷 都 只 处 在 无 止境 的 构造 中 ,不 是 已 经 
构造 完成 了 的 封闭 域 . 从 而 绝 不 承认 能 把 所 有 某 类 具有 性质 b 的 无 穷 个 
体 域 中 之 个 体 逐 一 检验 完毕 . 所 以 直觉 主义 学 派 不 允许 将 排 中 律 eV 一 户 
使 用 到 任何 无 穷 集 合 上 . 亦 即 只 承认 排 中 律 在 有 穷 集 合 上 的 有 效 性 - 例 
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如 ,直觉 主义 者 认为 能 对 {1,2.…,n}) 下 结论 :每 个 自然 数 或 者 是 偶数 ， 
或 者 是 奇数 (不 是 偶数 ). ”但 不 能 对 全 体 自 然 数 (1,2:….2…) 下 这 个 
结论 ;因为 对 有 限 多 个 自然 数 而 言 ,我 们 能 给 出 一 个 能 行 的 过 程 , 在 有 限 
步 缀 内 把 这 有 限 多 个 自然 数 一 一 检验 完毕 ,但 对 全 体 自 然 数 来 说 ,按照 
构造 性 观点 就 只 能 做 到 哪里 算 到 哪里 ,下 一 步 情况 如 何 : 等 做 出 来 之 后 
再 说 ,因而 在 下 一 步 还 没有 检验 之 前 ,我 们 是 不 能 对 它 作 出 什么 结论 5 如 
奇数 或 是 偶数 之 类 ) 的 . 由 于 这 种 一 步 一 步 地 检验 对 无 穷 多 个 对 象 来 说 
是 永远 做 不 完 的 ,所 以 也 不 可 能 存在 一 个 能 行 的 过 程 能 在 有 限 步 之 内 将 
所 有 的 自然 数 沉 查 完毕 ,以 致 能 对 所 有 自然 数 断 言 “ 每 个 自然 数 要 么 是 
偶数 ,要么 是 奇数 ”所 以 根据 构造 性 的 观点 .将 排 中 律 应 用 到 一 切 自然 
数 所 构成 之 整体 上 是 无 效 的 . 
今 设 N 表示 全 体 自然 数 构 成 的 集合 : 


{1,2,3,." ,7 ,."*) 9 
又 以 N" 表示 任意 有 穷 多 个 自然 数 构 成 的 集合 : 
{1 .2.3,."" ,7}. 


现在 直觉 主义 者 说 :“ 排 中 律 只 能 用 在 N” 上, 排 中 律 不 人 允许 用 在 N 上 .” 
那么 我 们 要 问 直 觉 主义 者 ;结论 “ 排 中 律 不 允许 用 在 NN 上 ”, 其 中 实 已 隐 
含 着 承认 NN 这 个 对 象 的 存在 性 ,因为 人 们 是 不 可 能 对 根本 不 存在 的 东西 
去 说 什么 的 : 亦 即 首先 要 承认 NN 的 存在 , 才 会 大 说 “ 排 中 律 不 可 用 到 和 N 
上 ”这 一 类 话 的 ,但 又 如 所 知 , 直 觉 主义 者 根据 构造 性 观点 ,一 开始 就 不 
能 承认 NN 的 存在 性 ,因而 直觉 主义 者 在 此 陷入 了 有 既 承认 NN 存在 又 不 承 
认 NN 存在 的 牙 盾 . 然而 直觉 主义 者 对 此 声称 :如 果 大 家 都 不 承认 N 的 存 
在 性 ,我 们 当然 无 需 去 说 “ 排 中 律 不 允许 用 到 N 上 去 ”这 一 类 和 多余 的 话 ， 
但 是 有 些 人 还 是 在 说 NN 是 存在 的 :这 本 来 已 经 是 一 个 氏 误 .如果 再 将 排 
中 律 使 用 到 N 上 去 , 则 是 错 上 加 错 了 ,因此 我 们 在 这 里 不 过 是 提醒 那些 
承认 N 存在 的 人 ,二 万 不 要 一 错 再 错 . 这 表明 直 党 主义 者 并 来 由 此 隐 人 
困境 . 

直觉 主义 者 又 明确 指出 ,所 谓 一 个 命题 是 真 的 , 指 的 是 存在 一 个 能 
行 的 过 程 在 有 限 步 又 内 已 经 证 明了 该 命题 是 真 的 . 一 个 命题 是 假 的 .也 
是 指 已 经 能 行 地 证 明了 该 命题 为 假 . 然而 事实 上 存在 着 大 量 的 数学 命 
题 , 既 没有 能 行 地 证 其 为 真 , 也 没有 能 行 地 证 其 为 假 . 对 于 这 些 未 证 命 
题 ;如果 为 数 有 限 而 且 只 是 时 间 问 题 , 证 一 个 少 一 个 ,那么 时 间 一 到 总 能 
知道 它们 的 真 假 .但 是 直觉 主义 者 认为 是 否 只 是 时 间 问 题 , 这 是 根本 不 
知道 的 ,而 且 从 历史 的 经 验 来 看 .未 证 命题 根本 不 是 证 一 个 少 一 个 ,而 是 
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越 证 越 多 ,一 个 多 年 未 决 之 难题 的 解决 ,往往 带 来 一 批 未 证 命题 . 因此 ， 
直觉 主义 者 更 认为 , 排 中 律 “ 命 题 人 或 命题 站 A 必 有 一 真 ” 是 不 能 承认 
的 . 根据 构造 性 观点 只 能 是 证 一 个 算 一 个 ,证 到 哪里 算 到 哪里 ,如 果 无 条 
件 承 认命 盘 A 或 命题 站 A 必 有 一 真 的 话 , 这 就 等 于 承认 了 所 有 命题 总 能 
构造 性 地 证 其 为 真 或 证 其 为 假 . 这 在 直觉 主义 者 看 来 是 没有 可 信和 性 杠 据 
的 . 这 就 是 Brouwer 所 说 的 :承认 排 中 律 实 际 上 就 等 于 承认 对 每 个 数学 
命题 都 能 证 其 为 真 或 证 其 为 假 . ”Fieyting 也 指出 :“ 由 Brouwer 的 基本 
观点 , 即 研究 心智 的 数学 构造 而 不 涉及 被 构造 对 象 的 性 质 , 这 就 立即 导 
到 了 对 排 中 律 的 拒绝 . ”但 在 经 典 数 学 中 ,由 于 承认 排 中 律 ,所 以 一 个 
命题 无 论 能 不 能 或 是 不 是 已 证 其 真 或 假 , 该 命题 要 么 为 真 , 要 么 为 假 , 两 
者 必 居 其 一 . 直觉 主义 则 不 然 . 

最 后 还 应 指出 .直觉 主义 者 不 斌 为 排 中 律 假 , 国 为 在 他 们 看 来 : 若 设 
排 中 律 为 假 . 即 有 一 (CAV 门 A) ,于 是 由 Demorgen 律 推 知 AAA ,而 这 
就 是 B 人 一 B, 从 而 与 无 巴 盾 律 了 (BAT1B) 相 政 盾 了 了 .所 以 直觉 主义 者 不 
说 排 中 律 汶 假 ; 而 只 说 排 中 律 不 能 普遍 使 用 ,或 说 对 排 中 律 的 使 用 要 作 
特定 的 限制 |. 

“ 卫 》 反 证 律 

直觉 主义 者 认为 , 欲 证 命题 A 为 假 . 可 设 A 为 真 ,然后 给 出 一 个 能 行 
的 过 程 , 在 有 限 步 又 内 引出 矛盾 ,从 而 结论 命题 A 为 假 , 亦 即 在 能 行 地 导 
致 了 矛盾 的 要 求 下 承认 如 下 的 上 归 继 律 : 

CHIT,A FB.NB—>THFA. 
但 是 对 于 一 个 命题 A 的 肯定 式 , 如 果 使 用 演绎 推理 中 的 反 证 法 来 证 其 为 
真 , 则 不 为 直觉 主义 者 所 接受 , 亦 即 尽管 在 能 行 地 导致 矛盾 的 要 求 下 , 直 
觉 主 义 者 也 不 了 生 认 如 下 的 反 证 律 : 

《一 ) 卫 ,门生 HB, BIT HA. 
因为 直觉 主义 者 从 构造 性 要 求 出 发 ,所 谓 一 个 命题 是 真 的 , 指 的 是 存在 
一 个 能 行 的 过 程 , 在 有 限 步 又 内 证 明了 该 命题 为 真 .在 这 里 ,仅仅 是 能 行 
地 在 有 限 步 又 内 引出 于 盾 , 这 和 能 行 地 证 其 为 真是 根本 不 同 的 两 回 事 . 
但 是 坦 觉 主义 者 并 不 排斥 轨 继 律 ( 辣 .因为 反 证 律 是 用 以 证 明 某 物 的 
存在 性 ,而 存在 必须 被 构造 ,能 行 地 导致 耶 盾 不 等 于 某 物 已 被 构造 . 而 归 
继 律 (下 ) 是 证 明 某 物 不 存在 ,既然 设 其 存在 能 够 能 行 地 导致 示 盾 , 那 也 
就 等 于 能 行 地 证 其 为 息 5C 不 存在 ) 了 . 总 之 ,直觉 主义 者 认为 (1) 这样 的 
推理 要 求 太 强 , 不 符合 构造 性 要 求 , 因 而 不 能 无 条 件 接受 ;( 人 人 个) 要 求 较 
弱 , 可 以 接受 . 从 辑 的 角度 来 看 , 反 证 律 (7 与 归 细 律 (TH， 有 些 相 似 ， 
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但 两 者 不 同 ,对 此 我 们 曾 于 文献 L8] 中 2.2 节 中 指出 过 了 . 

访 史 地 说 ,从 直觉 主义 者 Heyting 开始 ,一 些 学 者 设法 减弱 反 证 律 
一) 而 构造 出 各 种 不 同 的 轴 辑 演算 . 以 臻 有 此 说 法 ,凡是 承认 反 证 律 
(一 ) 的 逻辑 演算 称 为 古典 逻辑 演算 ,而 那些 不 承认 有 反 证 律 ( 下 〉 的 逻 辑 演 
算 都 叫做 非 古 由 逻辑 演算 . 由 于 各 人 对 反 证 律 ( 门 ) 所 主张 之 减弱 程度 的 
不 同 而 构造 出 各 种 强 弱 程度 不 同 的 非 古 典 逻 辑 演算 . 

如 所 知 :命题 逻辑 之 自然 推理 系统 PY 中 配套 于 其 形式 语言 La 的 推 
理工 具 是 下 述 12 条 形式 推理 规则 : 

CE AAA FAC = 12，…- 7) 

Ct) THACA FB FAS=THA 

Cr) FA—>A +A 

CPTA FB B=—TITHA 

(JA B.ATHFB 

(—.)T,A FB=>THA—>B 

A AABTH-A.B 

(A IA.BHF-AAB 

CVOAFCB FC—>AVB FO 

CVi AFAYV BBYVA 

(< ) A—B,A HB 

A>B,BT|-A 

Ce>. TT,AFBEHET,BHFA>THAOB 
显然 ,PY 是 上 文 所 说 之 古典 逻辑 ,因为 PY 承认 反 证 律 (). 又 如 所 知 ,在 
P” 中 有 如 下 两 条 形式 定理 : 

定理 (人 A) ,A 上 FFB, B 一 上 本 A, 此 即 0m-). 

定理 (B) A. 卫 A 上 -B., 记 为 (C.). 

现 将 P* 中 的 反 证 律 去 掉 .保留 其 余 11 条 形式 推理 规则 ,再 将 上 述 
《下 作为 公理 或 形式 推理 规则 引入 ,从 而 构成 一 个 新 的 形式 系统 , 记 为 
PY ,通常 称 为 极 小 系统 , 即 极 小 系统 P” 中 配套 于 其 形式 语言 La 的 推理 
l= 
(< ) > ) 等 12 条 形式 推理 规则 ,正如 文献 [8] 中 2.2 节 所 指出 的 那 
样 , 反 证 律 (部) 在 P” 中 不 可 能 成 为 可 证 之 形式 定理 .所 以 按 上 文 所 说 ， 
P” 是 一 种 非 古 典 逻 辑 演算 . 

现 若 将 上 述 定理 (B), 即 CC,) 作为 公理 或 形式 推理 规则 引入 到 已 ” 
中 去 , 则 又 构成 一 个 新 的 形式 系统 , 记 为 P", 并 以 直觉 主义 者 Heyting 的 
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名 字 命 名 . 即 称 为 Heyting 系统 , 故 Heyting 系统 P' 中 配套 于 其 形式 语 
言 La 的 推理 工具 是 (和 各)、(Crz) 、(Cro) C7、(C OC > )、( >.).、(N\.)、 
AACV CVD ) > 等 13 条 形式 推理 规则 . 同样 地 , 反 证 律 
( 门 ) 在 P 中 也 不 可 能 成 为 可 证 之 形式 定理 ,另外 ,(C,) 也 不 是 P* 的 形 
式 定 理 , 所 以 我 们 有 
‘THA) €E PY—>T FA) € P"~—>T FA) € P™, 

这 表明 在 PY、P"、P* 三 者 中 ,自然 推理 系统 P* 最 强 , 极 小 系统 P" 最 弱 ， 
Heyting 系统 P 较 弱 .又 如 所 知 , 排 中 律 在 PY 中 是 一 条 可 证 的 形式 定 
理 , 即 在 PY 中 有 如 下 的 形式 定理 : 

定理 (C) FAV 忆 A, 记 为 (FE.). 
但 是 上 述 (E.) 却 不 是 P” 和 PP” 的 形式 定理 , 现 将 (CE ) 作为 一 条 公理 或 
形式 推理 规则 引入 到 P” 中 去 ,因而 爸 成 一 个 新 的 形式 系统 , 记 为 P 个 ， 
亦 即 PN 系统 中 配套 于 其 形式 语言 La 的 推理 工具 是 (ED)、(t)、(t)、 
CD OCONEE AADACV CVD ) (1 )》 等 
14 条 形式 推理 规则 . 可 以 证 明 自 然 推 理 系 统 P” 与 上 述 形式 系统 王 几 是 
互相 等 价 的 : 亦 即 我 们 有 

THA € Po HA € PM. 

如 此 看 来 ,自然 推理 系统 PY 和 Heyting 直觉 主义 系统 P' 的 关系 是 P* 比 
Pr 多 了 一 条 排 中 律 . 而 排 中 律 对 于 直觉 主义 者 来 说 ,有 旋 是 不 允许 无 限制 
地 使 用 的 . 由 此 可 见 ,. 直 觉 主 义 考 对 反 证 律 5 门 ) 的 减弱 和 对 排 中 律 在 使 
用 上 的 限制 是 一 致 的 .限于 本 书 的 性 质 , 不 宰 对 上 文 所 论 之 各 个 形式 系 
统 之 间 的 关系 作 具 体 的 形式 论证 ,对 此 有 兴趣 的 读者 可 参阅 文献 [61]] 
中 1. 12 节 和 文献 L8] 中 2.2 节 的 相关 内 容 . 最 后 还 应 指出 ,对 于 上 文 所 
论 之 命题 逻辑 P* 和 己 ” 的 构造 ,可 以 完全 类 同 地 扩展 到 谓词 逻辑 中 , 即 
可 类 同 地 构造 请 词 逻 辑 FV 的 极 小 系统 F* 与 Heyting 系统 FF 人. 

( 耳 ) 量词 

由 于 直觉 主义 学 派 强 调 能 行 性 ,对 于 量词 的 解释 和 理解 也 要 贯彻 可 
构造 性 . 例如 ,对 于 表达 式 习 XA(X) 而 言 .直觉 主义 者 虽 也 读 为 “存在 XX 
使 ACX) 成 立 ”, 但 基于 构造 性 观点 ,此 言 指 的 是 有 一 个 能 行 的 过 程 , 在 
有 限 步 又 内 找到 了 那个 使 得 A(X) 成 立 的 X ,否则 不 能 算是 直觉 主义 观 
点 下 的 “存在 XX 使 ACX) 成 立 ”. 如 此 ,直觉 主义 者 对 于 下 述 形式 推理 

Cx) TIXACX FFB, B=-=>3 XA(X) 

是 根本 不 承认 的 . 因为 仅 由 “没有 XX 使 A(X) 成 立 而 导致 矛盾 ”这 一 点 ， 
并 没有 能 行 地 找到 那个 使 ACX) 成 立 的 外 ,所 以 直觉 主义 者 不 能 接受 上 
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述 形 式 推理 C* ). 另外 , 直 党 主义 者 也 不 承认 下 述 形式 推理 
Cx) TY XACX) HIXNACX) 

是 普遍 有 效 的 .因为 直觉 主义 者 不 承认 能 对 无 限 论 域 中 之 所 有 个 体 逐 一 
检验 完毕 .所 以 “不 是 所 有 的 X 使 得 AC(X) 成 立 ” 这 个 结论 ,对 于 能 行 意 
义 下 的 “有 X 使 得 门 A(CX) 成 立 ” 而 言 , 只 是 一 名 空话 ,因为 所 说 结论 没 
有 给 出 能 行 地 找到 使 站 ACX) 成 立 之 X 的 方法 . 又 车 你 是 在 已 经 能 行 地 
找 出 使 一 AC(X) 成 立 之 外 之 后 才 说 了 VXAC(XX) 的 话 , 则 直觉 主义 者 就 要 
请 你 直接 说 3X 忆 A(X), 而 不 必 青 说 站 VXA(X) 一 类 和 多余 的 话 了 .所 
以 对 于 传统 逻辑 中 的 下 述 形式 推理 关系 

VYV XAKX) H 习 和 全 ACX) 
而 言 , 直 党 主义 学 派 只 承认 其 中 的 

习 X 门 ACX) FY XACX) 


而 不 承认 其 中 的 
下 YXACX) -AIXTACX) 
即 拒绝 接受 上 文 所 说 之 形式 推理 C* ) . 
直觉 主义 学 派 基 于 构造 性 观点 ,势必 排斥 古典 数学 中 的 非 构造 性 数 
学 . 现 先 举例 说 明 非 构造 性 观点 与 构造 性 观点 处 理 问题 时 的 思想 方法 的 
不 同 之 处 . 
例如 ,让 我 们 考虑 病 周 率 的 十 进位 无 尽 小 数 表示 式 
x= 3.141 592 653 589 79-… 
令 fn) 表示 第 7 位 小 数 前 出 现 数 字 5 的 次 数 ,如 f(3) 一 0,f(4) 一 1， 
f(8) — 2,f(10) 一 3，…. 


试问 不 等 式 从 中 之 去 是 否 对 每 个 自然 数 7 部 成 立 ?对 此 问题 而 言 ， 
直觉 主义 学 派 认为 在 他 们 的 构造 性 数学 中 根本 不 能 回答 ,而 古典 数学 学 
派 在 非 构 造 性 观点 下 ,认为 答案 要 么 肯定 ,要 么 否定 ,两 者 必 居 其 一 . 

古典 数学 对 该 问题 的 处 理 方法 是 : 

cr 有 一 个 确定 的 解析 表达 式 ,r 的 十 进位 无 尽 小 数 表示 式 是 有 意 
义 的 . 

(2) {人 品 ) 构成 一 个 有 界 的 无 穷 数 集 , 其 中 0 反攻 于 一 1 ,而 ”一 1， 
2 .3，… 


c3) 根据 Dedekind 割 切 原理 ,有 界 无 穷 数 集 { 女 22 ) 必 有 确定 的 上 


确 界 sup{ LE 一 8.8< 反 1. 
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(4) 将 B 与 言 作 一 比较 ,根据 三 分 律 可 知 ,B 盖 于 与 8 二 证 两 者 中 有 
上 且 仅 有 一 式 成 立 . 

(5) 因此 问题 的 答案 要 么 被 肯定 ,要 么 被 否定 , 即 当 有 < 反 读 时 被 肯 
定 , 当 B > 万 时 被 否定 . 


按照 直觉 主义 学 派 的 构造 性 思想 方法 ,对 于 以 上 之 推理 过 程 根本 不 
能 接受 . 直觉 主义 者 首先 对 于 x 被 表示 为 上 述 十 进位 无 尽 小 数 展开 式 是 
不 接受 的 ,他 们 对 于 的 使 用 是 用 到 哪 一 位 展开 到 哪 一 位 ,而 计算 到 哪 
一 位 就 算是 展开 到 哪 一 位 ,根本 不 承认 有 什么 的 解析 表达 式 ; 其 次 , 直 


觉 主义 者 也 不 承认 什么 完成 了 的 有 界 数 集 {站 中) ,因为 自然 数 二 都 只 能 
在 永 无 止境 地 被 构造 变 程 中 ,六 2 当然 也 只 能 在 无 止境 地 被 构造 中 ,至 
于 sup| 友好 = 8 的 存在 性 更 是 违背 构造 性 要 求 的 怪物 ,按照 构造 性 观 
点 ,对 于 他 如 的 验算 ， 也 只 能 算 到 哪 一 步 把 话说 到 哪 一 步 , 所 以 要 对 所 


有 的 自然 数 来 问 妈 22 之 去 是否 成 立 ? 直 觉 主义 者 拒绝 回答 . 


又 如 所 知 , 数 学 分 析 中 是 用 反 证 法 去 证 明 下 述 关 于 连续 也 数 之 中 间 
值 定 理 的 . 

定理 ” 设 f(x) 在 [a,5] 上 连续 ,并 日 f(a)。f 了 C45) < 二 0, 则 存在 一 点 
ca < 二 Cc<b), 使 得 fl(c) 一 0. | 

由 于 这 种 反 证 法 的 证 明 过 程 并 没有 给 出 一 个 能 行 过 程 ,以 使 能 在 有 
限 步 又 内 确认 点 ec 的 存在 性 ,因而 是 一 种 非 构 造 性 证 明 , 直 党 主义 者 认 
为 这 种 证 明 是 无 效 的 . 

今 以 直 赏 主义 分 析 学 为 例 ,探讨 一 下 直觉 主义 学 派 如 何 建立 他 们 的 
直觉 主义 数学 . 如 所 知 : 古 典 分 析 建 基于 实数 连续 统 , 因 此 ,建造 直觉 主 
义 分 析 学 的 根本 问题 是 如 何 建立 构造 性 意义 下 的 实数 与 实数 连续 统 概 
念 . 为 此 ,直觉 主义 者 首先 引进 所 谓 “ 属 种 ”Cspecies) 这 个 概念 ,借以 取代 
Cantor 意义 下 的 集合 概念 .例如 ,只 要 能 给 出 一 组 确切 的 、 能 为 有 限 句 有 多 
辑 上 无 矛盾 的 语句 所 表述 的 规则 开 , 根 据 二 就 能 把 每 一 个 自然 数 一 个 接 
一 个 地 .无 止境 地 构造 出 来 这 就 算是 给 出 了 一 个 关于 自然 数 的 属 种 . 进 
一 步 ,Brouwer 又 引进 了 “选择 序列 ”的 概念 ,:“ 在 任何 时 刻 , 一 个 选择 
序列 a 是 由 一 个 有 穷 的 节 连 同 对 它 的 延伸 的 若干 限制 所 组 成 的 . ”3 
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如 此 ,直觉 主义 者 便 以 “有 理 数 选择 序列 ”取代 古典 分 析 中 之 有 理 数 
Cauchy 序 环 概念, 并 称 之 局 “实数 生成 子 ”. 相应 于 古典 分 析 中 把 实数 定 
义 为 有 理 数 Cauchy 序列 等 价 类 ,可 构造 意义 下 的 单个 实数 被 定义 为 实 
数 生 成 子 的 一 个 等 价 属 种 . 因此 ,直觉 主义 者 建立 构造 性 实数 概念 似乎 
没有 实质 性 的 困难 ,其 原因 在 于 Cauchy-Weierstrass 的 整个 极限 理论 建 
基于 潜 无 限 观 念 ,因而 在 实质 上 ,直觉 主义 者 在 这 里 不 过 是 在 能 行 性 的 
要 求 下 重 述 Cauchy 序列 而 已 . 就 是 说 ,在 相应 的 陈述 下 ,对 于 任 给 s 一 
0 ,必须 强调 能 够 能 行 地 找到 一 个 8 二 0:, 而 不 是 非 构造 性 地 存在 一 个 SS 一 
0 等 等 . 

建造 直觉 主义 分 析 学 的 真正 困难 还 在 于 “构造 和 性 连续 统 ” 概 念 的 建 
立 . 原因 在 于 可 构造 性 至 多 是 潜 无 限 , 因 而 泡 限 只 有 一 个 层次 ,但 实数 却 
有 不 可 数 儿 个 ,对 于 可 数 无 穷 来 涪 ,. 力 是 两 个 不 同 层 次 的 无 穷 . 因此 问题 
不 单 是 以 浒 无 限 取代 实 无 限 一 事 ,而 是 要 把 高 层次 的 无 穷 统 一 到 低 屋 次 
的 无 穷 上 去 . Heyting 对 此 指出 :“ 如 所 周知 ,递归 实数 没有 穷尽 连续 统 ， 
北 归 实数 是 可 数 , 而 连续 统 是 不 可 数 的 ,Brouwer 曾 尝 试 找 一 个 尽 可 能 
与 普通 的 连续 统 相 接近 的 构造 性 概念 . 他 为 这 个 问题 奋斗 终生 ,在 他 的 
1907 年 的 学 位 论文 中 ,他 引入 连续 统 作 为 初始 概念 , 因 六 人 有 连续 统 的 
一 个 直观 ‘(时间 直观 ), 靠 它 就 能 构造 一 稠密 的 、 可 数 无 突 的 标尺 ,连续 统 
上 的 一 个 点 是 用 这 标尺 的 点 的 一 致 收敛 序列 定义 的 . ”' 中 但 是 Brouwer 
一 旦 借助 于 时 间 的 直观 而 提出 “连续 统 也 是 原始 直觉 ”的 说 法 ,这 就 显 
然 违 背 了 直觉 主义 者 的 基本 立场 ,以 至 陷入 自 相 泌 盾 的 境地 . 直到 1919 
年 ,Brouwer 终于 利用 “ 展 形 ”Csprcad) 要 念 了 巧妙 地 建造 了 了 符合 构造 性 要 
求 的 连续 统 概念 . 其 中 关键 的 一 步 在 于 不 再 是 先 实 数 后 连续 统 , 而 是 把 
每 一 个 实数 和 连续 统 同 时 统一 在 一 个 潜 无 限 的 构造 性 状态 之 中 . 为 使 直 
观 图 像 简 单 明白 起 见 , 我 们 把 展 形 连 续 统 意 译 为 如 下 一 个 通俗 易 民 的 展 
形 图 像 , 并 在 解释 中 采用 二 进位 记 数 法 . 

不 妨 把 下 述 图 2.2 所 示 的 这 个 展 形 连续 统 理解 为 一 棵 永远 在 生长 
着 的 树 ,其 生长 规则 是 先 由 树 根 长 出 两 枝 , 每 枝 长 到 一 有 限 长 时 又 各 生 
出 两 枝 , 以 此 类 推 , 永 无 止境 地 长 下 去 ,每 一 个 长 出 分 校 之 处 称 为 “ 季 ”， 
又 把 每 个 “ 节 ” 生 出 的 两 枝 的 “ 节 ” 合 起 来 叫做 一 个 “ 节 对 ”, 于 是 除 掉 树 
根 的 那个 节 之 外 ,每 个 节 都 在 一 个 节 对 中 , 现 把 每 个 节 对 中 的 一 个 节 记 
为 0, 另 一 个 记 为 1 ,不 允许 同时 记 为 0 或 同时 记 为 1.0 与 1 称 为 节 的 标 
记 . 这 样 , 从 任何 一 个 节 到 它 紧 接 的 下 一 个 节 就 有 且 仅 有 0 或 1 两 种 选择 
的 可 能 ,我 们 把 树 根 以 下 的 一 个 节 开 始 一 个 接着 一 个 和 节 生 长 下 去 的 变 程 
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称 为 此 展 形 树 的 一 个 分 支 . 如 果 把 任 一 分 支 中 从 第 一 个 节 的 标记 依次 记 
录 下 来 , 便 形 成 一 个 可 构造 意义 下 的 实数 二 进 表 示 式 . 反 过 来 , 任 给 一 个 
可 构造 意义 下 的 实数 二 进 表 示 式 ,那么 按照 上 述 方法 . 必 能 在 此 展 形 树 
上 上 找 出 一 个 分 支 , 它 的 依次 相 接 之 节 的 标记 构成 这 个 可 构造 实数 二 进 表 
示 式 .在 这 里 要 注意 的 是 ,可 构造 实数 二 进 表 示 式 的 位 数 虽 然 可 以 无 止 
境地 增多 ,但 却 总 是 通 向 无 限 的 一 个 初始 片段 ,而 不 是 真正 的 无 限 , 并 且 
只 能 给 到 哪 一 位 算 到 哪 一 位 ,因而 完全 不 同 于 古典 分 析 中 实 无 限 意 义 下 
的 实数 二 进 表 示 式 的 含义 . 
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图 2.2 

如 此 ,直觉 主义 意义 下 的 单个 实数 就 既 不 是 在 连续 统 生 成 之 前 ,也 
不 是 在 连续 统 生 成 之 后 一 个 一 个 地 被 构造 出 来 ,而 是 在 构造 性 地 构造 连 
续 统 的 同时 构造 性 地 构造 每 一 个 实数 . 反之 ,在 构造 性 地 构造 每 个 实数 
的 同时 也 在 构造 性 地 构造 连续 统 . 从 而 直觉 主义 意义 下 的 连续 统 本 身 与 
每 个 直觉 主义 意义 下 的 实数 同时 处 在 能 行 的 、 潜 无 限 的 构造 状态 中 . 这 
就 真正 建造 了 直觉 主义 意义 下 的 构造 性 实数 连续 统 , 即 所 亩 展 形 连 续 
统 . 展 形 是 直觉 主义 数学 中 的 一 个 抽象 概念 ， 有 它 广 泛 的 普 所 性. 
Heyting 指出 :“ 展 形 是 用 一 个 确定 对 选择 限制 的 规定 来 限制 的 . ”所 
以 如 上 所 论 之 展 形 实数 连续 统 只 是 借助 于 展 形 概念 所 建造 的 一 个 具体 
展 形 的 实例 . 而 直觉 主义 连续 统一 旦 建成 ,就 完全 改变 了 古典 分 析 实 数 
论 的 面貌 ,直觉 主义 分 析 学 就 能 在 这 个 基础 上 建造 起 来 了 . 

普遍 认为 直觉 主义 学 派 的 观点 和 方法 ,本 来 也 是 出 于 解决 那 论 问题 
的 考虑 ,然而 限制 过 天 ,只 承认 一 部 分 最 保险 的 数学 ,被 抛弃 的 合理 因素 
太 多 .但 联系 到 计算 机 数学 的 发 展 , 构 造 性 观点 和 方法 却 有 重要 意义 . 详 
言 之 ,通常 有 如 下 几 点 评论 : 

《1) 能 行 性 问题 具有 十 分 重大 的 现实 意义 :正如 世 所 公认 的 那样 ， 
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在 使 用 电子 计算 机 时 ,尤其 不 能 不 注意 能 行 性 . 

(2) 直觉 主义 学 派对 非 构 造 性 数学 和 传统 逻辑 持 绝 对 排斥 的 观点 
是 错误 的 ,也 是 十 分 违背 客观 实践 的 ,尤其 不 能 解释 非 构造 性 数学 在 一 
定 范 围 内 的 应 用 上 的 有 效 性 . 在 这 一 点 上 .直觉 主义 学 派 理所当然 地 遭 
到 了 绝 大 多 数 数学 家 的 反对 . | 

(3) 直觉 主义 学 派对 实 无 限 概 念 的 绝对 排斥 也 不 符合 科学 认识 论 
原则 ,而 且 “ 直 觉 主 义学 派 否 定 了 关于 无 穷 过 程 的 大 部 分 推理 (不 论 是 经 
典 的 或 是 Cantor 学 派 的 ) 的 有 效 性 . 如 果 这 一 派 得 势 的 话 , 那 么 大 部 分 
数学 领域 内 的 研究 活动 就 会 遇 到 不 可 克服 的 困难 . 幸好 他 们 没有 得 
执 , . ??[63- 

C4)“ 直 觉 主义 因 反 对 古典 运 辑 ,从 而 需要 把 整个 逻辑 及 数学 全 担 改 
造 , 连 人 们 日 常 认为 最 简单 .最 明白 无 旋 的 部 分 也 需 重 新 审查 ,这 显然 是 
一 件 非常 艰巨 的 工程 . 再 由 于 直觉 主义 逻辑 强调 能 行 性 , 反 变 得 噜 苏 、 不 
方便 起 来 .从 而 这 个 数学 改造 运动 极 慢 ,几乎 可 以 肯定 难以 成 功 . ”1 


4. 3 ”历史 的 误解 


ee 


通常 认为 形式 主义 学 派 的 主要 代表 人 物 是 Hilbert ,其实 这 是 一 种 
历史 的 误解 . 形式 主义 学 派 的 主张 和 Hilbert 的 数学 观 并 不 相同 ,如 果 查 
阅 Hilbert 全 集 ,也 不 会 发 现 他 在 什么 地 方 发 表 过 与 形式 主义 学 派 完全 
相同 的 主张 ,和 更 不 会 发 现 他 在 什么 场合 表示 过 他 是 形式 主义 者 . 连 Hil- 
bert 的 学 生 Bernays 也 不 同意 把 Hilbert 列 为 形式 主义 学 派 的 人 物 . 特 
别 是 形式 主义 者 Curry 曾 明 确 指 出 :“ 现 在 有 许多 人 把 形式 主义 与 应 称 
为 Hilbert 主义 互相 等 同 起 来 ,这 是 不 对 的 . ”1 可 见 把 Hilbert 的 数学 
观 与 形式 主义 数学 观 画 等 号 是 不 正确 的 ,因而 把 Hilbert 作为 形式 主义 
学 派 的 主要 代表 人 物 之 说 就 更 有 问题 . 为 什么 会 造成 这 样 的 历史 误解 ， 
主要 是 因为 绝 大 多 数 形式 主义 者 “都 奉 Hilbert 为 祖师 ”中 时 间 一 长 ,大 
家 就 习惯 于 此 说 了 . 那么 形式 主义 学 派 的 主要 代表 人 物 应 该 是 谁 呢 ? 倒 
也 一 时 说 不 清楚 ,也 可 能 是 有 Hilbert 大 师 在 前 , 谁 者 只 好 让 位 .但 有 一 
点 是 大 家 知道 的 ,有 如 Curry、Robinson、Cohen 等 学 者 均 自称 是 形式 主 
义 者 . 基于 这 样 的 实际 情况 ,我 们 就 不 能 如 流行 的 说 法 那样 去 笼统 地 讨 
论 形式 主义 学 派 了 ,而 应 把 Hilbert 主义 学 派 与 形式 主义 学 派 的 基本 主 
张 分 别 讨论 之 ,借以 阐明 两 个 学 派 之 间 的 异同 和 关系 . 
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4 4 Hilbert 主 义 注 返 


ee 


Hilbert 在 数学 基础 问题 上 的 基本 观点 是 :“( 八 ) 只 要 有 一 线 希 望 ， 
我 们 就 将 对 那些 卓有成效 的 概念 结构 和 推理 方法 进行 仔细 研究 ,并 对 此 
了 予以 培育 、 加强 而 使 之 有 有 用. 任何 人 都 不 能 把 我 们 从 Cantor 为 我 们 所 建 
造 的 天 党 里 驱 趣 出 去 . (BB) 必 须 对 推理 建立 起 与 普通 初等 数论 同样 的 可 
靠 性 ,对 于 初等 数论 是 没有 人 怀疑 过 的 ,在 那里 ,了 矛盾 和 悖 论 只 能 由 于 不 
小 心 而 产生 . ”5 由 此 可 克 , Hilbert 的 基本 主张 是 :一 方面 希望 保存 古典 
数 尝 的 基本 概念 和 十 虹 膛 辑 的 推理 原则 .特别 是 那些 与 实 无 限 性 有 关 的 
概念 和 方法 ,有 如 无 穷 集 合 的 概念 和 排 中 律 在 无 限 集 上 的 使 用 等 等 . 但 
在 男 一 方面 ,Hilbert 同样 出 于 可 信 性 的 考虑 ,对 这 些 实 无 限 性 概念 和 方 
法 的 使 用 又 顾虑 重重 ,几乎 和 直觉 主义 者 一 样 地 认为 可 信 性 只 存在 于 有 
限 之 中 ;无 限 则 是 不 可 靠 的 ,这 一 有 穷 主 义 观 点 终于 贯彻 在 (下 文 即 将 解 
释 之 )Hilbert 的 元 理论 的 推理 规则 中 . 因此 ,Hilbert 基于 要 在 有 和 穷 主 义 
可 信 性 的 考 虚 中 保存 实 无 限 观 点 下 的 古典 数学 和 传统 逻辑 ,不 得 不 把 全 
部 数学 划分 为 有 具有 真实 意义 的 “真实 数学 ”和 不 具有 真实 意义 的 “理想 数 
学 ”. 把 那些 与 实 无 限 相 关 的 概念 和 方法 作为 理想 的 概念 和 方法 纳入 数 
学 领域 . 并 希望 通过 有 穷 主义 的 构造 性 方法 ,在 元 理论 的 研究 中 证 明理 
想 数 学 的 相 容 性 ,以 使 实 无 限 性 的 理想 成 分 在 应 用 上 的 有 效 性 与 上 述 有 
穷 性 立场 获得 统一 .这 就 是 Kriesel 所 说 的 :“Hilbert 是 从 有 有限 性 观点 出 
发 去 理解 超 穷 方法 之 应 用 的 .I 

在 陈述 和 讨论 Hilbert 规划 和 Hilbert 的 元 数学 过 程 中 ,需要 对 数 
学 系统 的 形式 化 、 公 理化 、 相 对 相 容 性 证 明和 直接 相 容 性 证 明 等 概念 有 
所 了 解 . 对 于 数学 系统 的 形式 化 ,我 们 在 文献 L8] 中 绪论 第 2 节 论 述 过 ， 
并 在 该 书 中 构造 过 许多 形式 系统 ,读者 不 妨 参 阅 之 . 至 于 公理 化 及 相 容 
性 证 明 等 概念 , 则 在 本 书 1.5 节 、1.6 节 、1.7 节 中 有 过 详细 讨论 . 如 所 
知 , 正 如 本 书 1.6 节 和 和 2.3 节 中 所 论 及 的 那样 ,如 果 和 集合 论 之 相 容 性 所 
处 的 这 种 危机 不 能 解脱 ,那么 由 JIo6adesckn 站 几何 系统 开始 所 搞 的 一 系 
列 相 对 相 容 性 证 明 就 要 全 部 落空 ,所 以 Hilbert 主张 摘 数 学 系统 的 直接 
的 相 容 性 证 明 ,他 为 此 而 提出 了 一 套 规 划 , 人 们 称 之 昌 Hilbert 规划 ,又 
该 规划 也 正 是 Hilbert 主义 的 于 要 组 成 部 分 . 而 Hilbert 的 元 数学 理论 
《< 即 证 明 论 ) 正 是 为 了 实现 Hilbert 规划 而 建立 的 一 整套 数学 理论 . 其 基 
本 思想 是 这 样 :Hilbert 认为 “我 们 必须 着 眼 于 把 整个 系统 作为 研究 对 
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象 ; 这 就 大 大 有 列 于 以 往 的 研究 方法 ;有 别 于 以 往 的 着 眼 点 .这 种 研究 叫 
做 元 数学 的 研究 . 被 研究 的 数学 理论 叫做 对 每 理 论 , 用 以 研究 的 、 作 为 研 
容 工 具 的 那个 理论 叫做 元 理论 . 所 获得 的 定理 ,有 关 整 个 数学 理论 之 性 
质 的 定理 5 当然 和 数学 中 的 定理 有 别 , 后 者 只 是 关于 数 的 性 质 的 定理 ) 叫 
做 元 定理 . 例如 ,我 们 想 证 明定 理 : 整个 数学 理论 是 相 容 的 :不 是 互相 也 
盾 的 . "这 便 是 一 条 元 定理 (因为 它 是 有 关 整 个 数学 理论 之 性 质 的 定理 )， 
它 不 是 数学 理论 内 的 定理 (因为 它 不 是 关于 数 的 性 质 的 定理 ).” 对 此 ， 
有 兴趣 的 读者 还 可 参阅 文献 L8] 中 绪论 的 第 1 节 和 第 2 节 , 在 第 1 节 中 
担 到 了 证 蚊 论 这 个 数理 加 和 尼 之 重要 分 去 在 中 来 意义 下 的 洱 义 ， 第 2 节 中 
人 及 了 关于 形式 系统 的 元 定理 和 形式 系统 内 的 形式 定理 ， 还 有 元 语言 
对 象 语言 之 区 分 等 等 这 些 都 有 助 于 我 们 理解 Hilbert 建立 证 明 论 ( 即 元 
数学 理论 ) 的 菇 本 思想 . 

Hilbert 规划 的 主要 内 容 是 : 

(证 明 古 典 数学 的 每 个 分 支 都 可 以 公理 化 .由 

(让 证 明 每 一 个 这 样 的 系统 都 是 完备 的 , 即 任 一 系统 内 的 可 表 命 题 
均 可 在 系统 内 得 到 判定 . 

(iii) 证 明 每 个 这 样 的 系统 都 是 相 容 的 . 

(iv) 证 明 每 个 这 样 的 系统 所 相应 之 模型 都 是 同 构 的 . 

Gv) 寻找 这 样 一 种 方法 ,借助 于 它 , 可 以 在 有 限 步 又 内 判定 任 一 命题 
的 可 证 明 性 . 

如 上 (io 一 v 统 称 为 Hilbert 规划 ,也 是 Hilbert 用 以 实现 Hilbert 
主义 的 方案 ,Hilbert 又 为 实施 这 个 规划 而 创立 证 明 论 , 即 元 数学 理论 . 
正 因 为 元 数学 理论 着 眼 于 整个 形式 系统 ,并 以 证 明 本 身 作 为 研究 对 每 ， 
因 之 才 被 称 六 证明 论 , 其 主要 内 容 是 : 

《OD 列举 出 数学 和 人 姑 辑 中 所 使 用 的 一 切 符 号 . 

Gii 明确 地 刻画 出 所 有 那些 代表 有 意义 的 命题 的 符号 组 合 , 并 称 之 
为 公式 . 

Ciii) 提供 这 样 一 种 构造 程序 , 它 能 使 我 们 依次 地 去 构造 出 万 有 那 绎 
相应 于 可 证 命题 的 公式 ,这 种 程序 称 为 证 明 . 

(iv)' 证 明 这 里 所 说 的 证 明 不 会 导致 错误 ， ne 于 可 
用 有 穷 方 法 来 判定 之 会 题 的 公式 来 说 , 当 有 是 仅 当 这 种 命题 为 真 时 ,相应 
的 公式 才能 用 上 述 5Ciii) 所 描述 的 方法 加 以 证 明 . 


@ ”这 里 所 说 的 公理 化 , 指 的 就 是 如 同 本 书 第 1. 5 节 中 所 论 及 的 那 种 公理 化 概念 . 
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稍 加 分 析 对 照 , 读 者 就 会 看 出 上 述 CD ”ii ii 实际 上 就 是 讲 的 
数学 系统 的 形式 化 (对 此 读者 要 参阅 文献 [8j 绪 论 第 2 节 的 相关 内 容 ). 
这 种 形式 化 对 于 证 明 论 本 身 的 目标 是 很 重要 的 ,因为 只 有 实现 了 这 样 的 
形式 化 :才能 使 理论 的 逐 辑 结构 得 到 充分 的 暴露 :从 而 才能 对 证 明 本 身 
去 进行 研究 . 另外 ,Hilbert 经 过 研究 并 证 明 下 述 结论 : 

Cx) 上 述 Civ) 中 关于 证 明 “ 证 明 ” 的 正确 性 等 价 于 对 数学 系统 的 相 
容 性 证 明 . 

根据 上 述 结 论 (x) 可 知 , 归 根 结 底 还 是 如 何 用 构造 性 方法 去 证 明 系 
统 的 相 容 性 . 特别 还 要 强调 指出 的 是 :“Hilbert 提出 有 穷 性 观点 ,作为 元 
理论 内 的 推理 依据 . ”2 如 此 ,在 Hilbert 那里 ,我 们 可 看 到 以 下 述 三 种 数 
学 系统 . 

”CAJ) 非 形式 化 的 数学 系统 :也 就 是 通常 用 自然 语言 加 上 一 些 数学 符 
导 描 述 的 素 杆 的 数学 系统 , 记 为 G. 在 G 中 允许 使 用 古典 逻辑 推理 规则 ， 
排 中 律 人 允许 使 用 于 无 穷 集合 等 等 . 

《也 ) 形 式 化 的 数学 系统 :这 是 那些 被 形式 化 了 的 形式 系统 , 记 为 HH. 
HH 中 的 那些 形式 符 导 、 公 理 或 推理 规则 等 等 都 是 形式 的 ,它们 在 未 加 解 
释 之 前 都 是 没有 内 容 和 意义 的 ,经 过 解释 之 后 便 是 G 中 相应 的 内 容 , 亦 
即 G 是 瑟 的 模型 ,H 是 G 的 形式 化 . 

(局 ) 元 数学 系统 :这 是 用 于 研究 形式 系统 互 的 直觉 主义 系统 , 记 为 
K. 亦 即 K 是 用 以 研究 HH 的 元 理论 ,在 民 中 所 有 的 推理 规则 都 必须 保 
持 有 穷 主 义 .直觉 主义 的 可 信和 性 . 例如 ,不 能 涉及 无 穷 , 不 允许 排 中 律 用 
到 无 穷 集合 上 去 等 等 . 

总 体 来 说 ,Hilbert 的 具体 方案 ,就 是 先 把 非 形 式 化 的 数学 系统 G 加 
以 形式 化 :使 之 成 为 形式 化 的 数学 系统 互 , 然 后 通过 元 数学 系统 开 中 的 
规则 .方法 和 理论 去 证 明 形 式 系统 互 的 相 容 性 ,再 用 形式 系统 的 互 的 
相 容 性 来 说 明 它 5 五) 的 模型 CG)? 的 相 容 性 . 而 在 用 以 研究 和 证 明 形 式 系 
统 开 的 相 容 性 等 等 的 元 数学 理论 K 中 的 推理 方式 ,必须 保持 有 穷 主 义 
的 构造 性 ,不 得 涉及 无 穷 集合 等 等 . 

综 上 所 述 ,Hilbert 主义 学 派 的 无 穷 观 ,应 该 是 理想 数学 中 的 实 无 限 
论 者 .元 数学 理论 中 的 有 穷 主 义 者 .但 在 Hilbert 那里 ,真理 性 最 终 还 是 
只 存在 于 有 限 性 之 中 .因此 :本 质 上 还 是 对 无 限 性 对 象 采 取 了 排 斤 的 态 
度 . Hilbert 认为 :“ 就 像 无 穷 小 的 运算 已 被 有 限 范 围 内 的 运算 所 代替 一 
样 ,… ,建立 在 无 限 之 上 的 推理 方法 也 必须 用 有 限 过 程 来 代替 ,…, 这 才 
是 我 的 理论 之 目的 . ”5 所 以 “Hilbert 是 希望 从 有 限 的 判断 中 去 排除 超 
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穷 概念 之 应 用 的 . ”因此 .形象 地 说 ,如 果 视 形式 系统 为 幕 , 则 Hilbert 
便 是 幕 前 的 实 无 限 论 者 .因为 他 视 无 限 集 理 论 为 天 党 .但 Hilbert 在 幕后 
却 是 有 窃 主 义 者 :因为 他 视 无 限 性 对 象 为 无 真实 意义 并 且 超 越 可 信人 性 之 
外 的 东西 ,从 而 他 住 元 数学 理论 的 推理 中 就 彻底 地 和 Brouwer 站 在 一 起 
了 . 此 时 再 看 Hilbert 视 无 限 集 为 天 堂 的 说 法 就 是 虚假 的 了 . 这 就 不 能 不 
使 我 们 回想 起 Hilbert 在 一 次 著名 的 讲演 中 所 说 过 的 几 人 铝 话 :“ 没 有 任何 
问题 能 象 无 限 那样 .从 来 就 深 深 地 触动 着 人 们 的 情感 ,没有 任何 观念 能 
像 无 限 那 样 . 曾 如 此 卓有成效 地 激励 着 人 们 的 理智 , 世 没 有 任何 概念 能 
像 无 限 那样 , 姐 此 迫切 地 需要 加 以 澄清 . ”5 

一 般 说 来 ,人 们 对 于 Hilbert 主义 学 派 的 评论 ,可 以 归结 为 如 下 几 


(1) 如 果 从 认识 论 的 角度 来 考虑 , 则 一 般 认 为 数学 中 的 无 限 性 概念 
是 对 现实 世界 中 之 无 限 原 型 的 能 动 反 上 映 : 因 此 ,Hilbert 把 所 有 涉及 无 限 
的 概念 和 方法 都 视 为 无 真实 意义 的 观点 是 不 科学 的 , 亦 即 从 根本 上 和 在 曲 
了 数学 和 真实 世界 的 关系 . 

2) Hilbert 在 他 的 规划 中 提出 要 证 明 每 一 个 这 样 的 系统 都 是 完备 
的 .但 Go6del 不 完备 性 定理 ( 详 见 3.4 节 ) 指 出 :即使 把 初等 数论 形式 化 
之 后 ,在 这 个 形式 演绎 系统 中 ,也 总 可 找 出 一 个 可 表 且 合理 的 命题 来 ,在 
系统 内 无 法 证 其 为 真 , 也 无 法 证 其 为 假 . 所 以 G6del 不 完备 性 定理 从 理 
论 上 论述 了 Hilbert 规划 不 能 实现 .不仅 如 此 ,由 Codel 不 完备 性 定理 还 
可 推 知 :对 任 一 有 穷 的 公理 化 的 形式 系统 来 说 ,都 不 可 能 有 这 样 的 关于 
系统 的 无 和子 盾 性 的 证 明 存 在 . 它 可 以 在 系统 内 得 到 表述 . ”这 就 直接 打 
击 了 Hilbert 关于 用 有 限 方法 证 明和 系统 无 予 盾 性 的 设想 , 亦 即 我 们 只 能 
侨 借 更 强 的 而 且 丰 系统 内 不 能 表述 的 方法 去 证 明 系 统 的 无 巴 盾 性 . 因而 
显然 这 种 证 明 的 意义 是 不 大 的 ,因为 我 们 首先 要 把 理论 分 成 对 象 理 论 和 
元 理论 ,对象 理论 也 许 是 紫 复 杂 而 又 有 疑问 ,因而 希望 能 证 明 它 的 相 容 
性 ,但 用 以 证 明了 这 一 点 的 元 理论 应 该 是 简明 而 可 信和 的 ,也 只 有 这 样 才 有 
意义 .然而 Go6del 却 证 明 丁 只 能 凭借 更 强 的 且 在 系统 内 不 能 表述 的 方法 
才能 去 证 明 对 象 理 论 的 相 容 性 , 亦 即 用 以 证 明 对 象 理 论 相 容 的 元 理论 势 
必 比 该 对 象 理 论 更 为 复杂 了 可疑, 所 以 这 种 证 明 的 意义 是 不 大 的 . 总 之 ， 
Go6del 已 从 理论 上 推断 了 Hilbert 规划 是 行 不 通 的 . 

(3) 昌 然 Hilbert 规划 行 不 通 , 而 且 Hilbert 关于 理论 的 相 容 性 的 有 
穷 性 证 明 这 样 一 个 主要 目标 也 无 法 实现 .但 他 为 实现 这 些 上 和 目标 而 创立 和 
发 展 起 来 的 证 明 论 及 其 思想 原则 孝 有 重大 意义 . 亦 即 Hilbert 为 了 搞 直 
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接 相 容 性 证 明 市 把 整个 系统 作为 研究 对 和 象 这 一 思想 非常 重要 . 正 因 为 证 
明 论 立足 于 这 样 一 个 高 度 ,才能 使 人 们 不 再 园 于 系统 内 部 ,而 能 站 在 系 
统 之 上 来 对 它 进行 研究 ,而 这 一 研究 由 此 而 获得 许多 重大 成 果 , 上 文 所 
述 之 G6del 不 完备 性 定理 便 是 一 例 . 又 如 法 国 的 Bourbaki 学 派 所 发 展 
起 来 的 结构 主义 ,也 是 立足 于 这 一 高 度 研 究 问 题 的 结果 ,因为 结构 主义 
之 主要 目标 ,就 在 于 想 通 过 对 备 个 具体 数学 理论 之 结构 分 析 来 揭示 整个 
数学 理论 的 结构 . 所 以 同样 是 立足 于 整个 系统 之 上 的 人 研究 成 果 . 

(4) Hilbert 所 倡导 的 数学 系统 的 形式 化 研究 方法 ,只 要 不 像 下 文 将 
要 论 及 的 形式 主义 学 派 那 样 走向 极端 ; 则 形式 化 方法 无 疑 是 一 种 有 重要 
意义 的 研究 方法 . 这 也 正 是 Engels 所 倡导 的 : “为 了 能 够 在 纯粹 的 形态 
中 去 研究 这 些 形式 和 关系 ,必须 使 它们 完全 脱离 自己 的 内 容 , 把 内 容 作 
为 无 关 紧 要 的 东西 放 在 一 边 . 

(5) 不 论 Hilbert 最 后 的 立足 点 如 何 , 他 曾 面 对 Brouwer 向 古典 数 
学 发 出 的 挑战 进行 了 激烈 的 斗争 ,力争 保存 古典 数学 ,并 且 声 称 Cantor 
的 无限 集 理 论 为 天 党 或 乐园 等 等 ,无 疑 是 受到 绝 大 多 数 数 学 家 的 欢迎 
的 . 


4. 5 形式 主义 学 派 


形式 主义 学 派 之 数 和 党 砚 的 核心 思想 是 : 

(让 无 论 是 有 逻辑 的 或 数学 的 公理 系统 ,其 中 的 基本 概念 和 和 公理 都 是 
些 毫 无 意义 的 符号 . 正如 形式 主义 者 Curry 所 指出 的 :“ 形 式 主义 者 关于 
数学 的 定义 是 这 样 的 .数学 是 关于 形式 系统 的 科学 . ”形式 主义 者 Co- 
hen 更 认为 :“ 数 学 只 是 一 种 纯粹 的 在 纸 上 的 符号 游戏 . 

《ii) 效 尝 的 真理 性 等 价 于 数学 系统 的 相 容 性 . 因此 ,“ 无 矛盾 性 在 形 
式 主 义 者 那里 便 成 为 对 于 数学 的 唯一 要 求 . ”和 当然 ,现代 形式 主义 学 派 
又 基于 进一步 考虑 形式 系统 的 有 效 性 和 简洁 性 等 等 而 派生 出 实用 形式 
主义 学 派 ,并 且 区 别 于 那 种 以 相 容 人 性 为 唯一 要 求 的 纯粹 形式 主义 观点 ， 
-一般 认为 Cohen 是 纯粹 形式 主义 者 ,而 Curry 是 实用 形式 主义 者 . 

形式 主义 观点 的 形成 和 发 展 , 一 方面 来 自 Hilbert 规划 和 形式 化 研 
究 方 法 走向 极端 ; 另 一 方面 也 导 源 于 非 欧 几何 的 出 现 而 引起 的 关于 数学 
真理 性 的 争论 ,当时 由 于 两 种 互相 牙 盾 的 几何 系统 得 以 互 为 相对 相 容 ， 
引出 了 关于 数学 真理 性 究 竞 体现 在 何 处 的 问题 .有 些 人 就 认为 ,几何 的 
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真理 性 只 在 于 如 果 这 些 公 理 是 真 的 ,那么 由 它 演绎 出 来 的 定理 成 立 这 样 
的 萤 涵 式 : 如 此 等 等 ,说 法 不 一 - 而 形式 主义 者 在 这 场 争 论 中 所 形成 的 基 
本 观点 ,就 是 几何 的 真理 性 体现 在 几何 系统 的 无 矛盾 性 上 . 

关于 形式 主义 学 派 的 代表 人 物 是 谁 的 问题 ,文献 L51] 的 条 目 “ 形 式 
主义 ”中 指出 :“Hilbert 通常 被 看 作 是 形式 主义 的 代表 人 物 , 但 这 是 不 受 
当 的 .… ,形式 主义 的 真正 代表 人 物 实 际 上 是 Robinson 和 Cohen. ”5 

可 以 认为 ,形式 主义 学 派 的 无 穷 观 和 Hilbert 的 无 穷 观 很 接近 ,或 者 
说 形式 主义 学 派 基本 上 继承 了 Hilbert 的 无 穷 观 .在 这 里 又 不 能 不 牵涉 
到 形式 主义 和 学派 与 现代 Plato 主义 学 派 关 于 数学 实 无限 性 在 Plato 哲学 
意义 上 的 实在 性 的 争论 .现代 Plato 主义 者 是 承认 那 种 具有 任意 大 基数 
的 超 穷 集合 在 哲学 意义 上 的 实在 性 的 ,只 要 下 人 
定义 :因而 和 (基本 上 继承 了 Hilbert 之 无 穷 观 的 ) 形 式 主 义 者 的 无 穷 观 
是 不 同 的 . 

顺便 指出 ,现代 Plate 主义 者 有 Bernays 和 Gedel 等 ,Bernays 指出 : 
“Plato 主义 是 这 样 的 一 种 倾向 : 它 把 数学 对 象 与 它 所 反映 的 客体 之 间 的 
一 切 联 系 都 加 以 切断 .并 赋予 它们 以 一 种 Plato 哲学 意义 上 的 实在 
性 . ”这 就 是 说 ,数学 对 每 存在 于 一 个 Plato 式 的 理念 世界 中 ,而 这 个 理 
念 世 界 完 全 独立 于 人 们 的 认识 而 存在 ,而 数学 命题 之 所 以 为 真 , 只 是 因 
为 它 陈 述 了 这 个 理念 世界 中 的 真实 情况 .应 当 指 出 :Godel 在 这 里 与 
Bernays 还 是 有 分 歧 的 ,Go6del 曾 指出 :对 我 来 说 . 那 种 关于 数学 对 象 的 
存在 性 的 假定 是 和 关于 物理 对 象 的 假定 同样 合法 的 ,有 同样 的 理由 相信 
它们 的 存在 性 . ”90 故 G6del 也 有 实在 论 者 之 称 . 

人 们 对 形 滤 主义 学 派 的 一 般 评 论 如 下 : 

(1) 一 般 认 为 ,数学 的 真理 性 仅 表 现在 数学 系统 无 了 开 盾 性 的 观点 是 
不 足 取 的 . 固然 真理 不 应 该 有 逆 盾 ,但 不 自 相 逆 盾 的 未 必 一 定 是 真理 . 反 
过 来 ;如 微 积 分 的 理论 基础 打 了 了 儿 白 年 ,无 限 集 理论 一 开始 就 陶 入 了 逆 
盾 ,恰恰 都 是 在 不 相 容 之 中 发 展 壮 大 的 ,所 以 不 能 把 相 容 性 视 为 真理 性 
的 唯一 标准 . 

C2) 公理 化 与 形式 化 人 研究 方法 的 出 现 本 来 是 一 种 进步 ,但 把 形式 化 
的 高 度 抽象 引 向 极端 ,片面 夸大 ,直至 视 数 学 理论 为 符号 的 游戏 的 观点 
也 是 不 足 取 的 : 亦 即 “庸俗 的 形式 主义 就 反对 住 数学 的 任何 部 分 放 进 客 
观 内 容 , 人 而 从 他 们 自己 的 假定 出 发 ,就 必然 地 反对 历史 上 确定 的 那些 数 
学 领域 的 重要 性 及 其 内 容 . ”i“ 一 个 关于 无 意义 的 符号 的 游戏 ,如 何 能 
对 物理 世界 的 过 程 具有 内 在 的 重要 关系 呢 ?”'3 
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4.6 关于 Hilbert 主义 学 派 与 形式 主义 学 派 的 
数学 真理 观 


关于 形式 主义 学 派 与 Hilbert 主义 学 派 的 区 别 和 联系 ,还 要 着 重 指 
出 如 下 两 点 : 

(13 自 Brouwer 开始 至 今 ,一 种 颇 为 流行 的 误解 依然 存在 ; 即 认 为 
Hilbert 也 和 形式 主义 者 一 样 地 把 真理 归结 为 系统 的 相 容 性 ,而 且 也 因 
此 而 对 Hilbert 加 以 批评 和 指责 ,其 实 这 种 批评 和 指责 正好 不 在 点 子 上， 
而 且 是 没有 根据 的 . 因为 Hilbert 的 基本 观点 之 一 就 是 把 全 部 数学 划分 
为 有 真实 意义 的 “真实 数学 ”和 没有 真实 意义 的 “理想 数学 ”, 上 既然 如 此 ， 
在 Hilbert 那里 ,理想 数学 的 相 容 性 证 明 也 就 只 是 相 容 性 证 明 而 已 ,不 会 
因此 而 给 理想 数学 增添 任何 真理 性 . 在 这 一 点 上 ,Hilbert 与 形式 主义 学 
小 是 不 同 的 .须知 ,Hilbert 的 数学 真理 性 只 存在 于 有 限 性 之 中 ,因此 对 
Hilbert 数学 真理 观 的 批评 不 应 与 形式 主义 数学 真理 观 纠 缠 在 一 起 . 

C2) 在 我 们 明确 区 分 了 Hilbert 的 形式 化 研究 方法 和 由 此 走向 极端 
的 形式 主义 观点 后 ,我 们 却 又 要 指出 :Hilbert 也 曾 有 过 片面 强调 形式 的 
倾向 . 例如 他 兽 说 过 :“ 数 学 思考 的 对 象 就 是 符号 本 身 , 符 号 是 这 个 思考 
的 本 质 , 它 们 不 再 代替 理想 化 的 物理 对 每. ”1 但 Hilbert“ 绝 不 是 一 个 狂 
热 的 和 彻底 的 形式 主义 者 . ”i 呈 
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_ 第 5 章 关于 模糊 数学 的 理论 基础 问题 me 


第 5 章 ”关于 械 枯 交 学 的 理论 基础 问题 


5. 1 _ 模糊 性 与 模糊 数学 


如 所 知 , 模 糊 数 学 是 20 世纪 60 年 代 , 由 美国 著名 的 控制 论 专 家 Za- 
deh 创立 并 发 展 起 来 的 一 个 新 兴 数 学 分 支 . 现在 ,无 论 在 理论 研究 方面 ， 
还 是 在 应 用 研究 方面 ,模糊 数学 都 已 取得 了 长 足 的 发 展 . 模糊 集合 论 、 模 
糊 拓扑 .模糊 测度 等 等 名 词 在 数学 文献 中 已 屡 抑 不 鲜 ;模糊 控制 ,模糊 决 
策 .模糊 评判 等 方法 也 已 为 各 部 门 专业 人 员 所 经 常 使 用 ;又 模糊 洗衣 机 、 
模糊 空调 之 类 的 家 用 电器 更 是 早已 面世 ,并 与 传统 电器 产品 争夺 市 场 . 
总 之 ,模糊 数学 30 年 来 发 展 迅 速 , 已 经 不 再 是 它 刚刚 诞生 之 际 那 样 , 被 
某 些 传统 数学 家 拒 之 于 数学 家 族 门 外 ,并 为 自己 能 争 得 一 席 之 地 而 四 方 
呼吁 了 . 既然 如 此 ,为 何 还 要 提出 :“ 模 糊 数 学 之 理论 基础 ”这 种 问题 呢 ? 
可 能 有 人 认为 ,模糊 数学 既 在 理论 上 获得 了 深刻 的 发 展 , 又 有 广泛 的 应 
用 成 果 ,难道 它 的 基础 还 不 牢 团 吗 ? 至 今 还 去 讨论 什么 模糊 数学 的 黄 基 
问题 ,是否 已 属 多 此 一 举 .须知 数学 可 以 先 长 树枝 ,并 且 开 花 结 果 , 然 后 
再 回 过 头 去 扎根 ,或 者 说 数学 可 以 先 构 作 “ 空 中 楼 阁 ”, 然 后 再 去 打 牢 地 
基 , 这 也 可 认为 是 数学 学 科 发 展 的 一 大 特色 . 数学 史上 这 种 情况 可 说 举 
不 胜 举 .例如 ,本 书 2. 3 节 中 所 论 及 之 微 积分 的 奖 基 问题 便 是 如 此 .如 所 
知 ,18 世纪 的 微 积 分 ,在 天 文学 、 力 学、 物理 学 和 工程 科学 等 各 个 学 科 中 
的 应 用 都 取得 了 巨大 成 功 , 但 在 当时 连 什 么 是 无 穷 小 都 说 不 清 , 更 谈 不 
上 什么 徽 积 分 的 理论 基础 了 ,直到 19 世纪 ,Cauchy 和 Weierstrass 等 才 
把 微 积 分 奠定 在 极限 论 的 基础 上 , 亦 即 直 到 那 时 才 给 徽 积 分 找到 一 个 合 
理 的 基础 . 模糊 数学 也 是 一 样 ,虽然 它 已 在 各 个 方面 都 取得 了 长 足 的 发 
展 ,但 其 理论 基础 究竟 是 什么 ? 却 至 今 没 有 一 个 统一 的 认识 .本 书 的 前 
面 四 章 讨 论 的 是 精确 性 经 典 数 学 之 理论 基础 问题 ,而 在 本 章 中 ,我 们 将 
专门 讨论 一 下 模糊 数学 (或 称 非 经 典 数 学 ) 的 理论 基础 问题 ,这 对 于 了 解 
和 认 误 模糊 数学 的 发 展 将 是 有 益 的 . 

数学 是 从 量 的 侧面 去 探索 和 研究 客观 世界 的 一 门 科 学 . 数学 有 精确 
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性 的 特点 ;这 种 认识 也 由 来 已 久 . 天 际 中 行星 的 位 置 可 借助 于 数学 公式 
计算 出 来 ,定向 爆破 中 的 泥 石 ,可 借助 数学 方程 设计 的 鉴 求 被 抛 酒 到 指 
定 地 点 - 因此 ,一 讲 到 “ 量 ”, 似 平 就 意味 着 精确 和 准确 .“ 定 量 分 析 ” 是 针 
对 不 精确 的 “定性 分 析 ” 而 言 的 . 如 此 看 来 ,数学 似乎 从 来 就 是 与 精确 相 
伴 ,而 与 模糊 无 缘 的 . 这 样 的 认识 不 仅 由 来 已 久 ,而 且 随 着 精确 性 数学 在 
各 方面 的 应 用 所 取得 的 巨大 成 功 而 目 益 强化 :以致 人 们 在 任何 地 方 使 用 
数学 工具 时 ,总 是 首先 想到 如 何 将 自身 之 各 种 概念 和 关系 精确 化 和 严密 
化 ,对 于 那些 一 时 难以 精确 化 的 学 科 或 领域 而 言 ,似乎 统统 难以 成 为 数 
学 的 用 武之 地 的 异域 . 

其 实 , 量 性 概念 并 不 总 是 精确 的 ,诸如 多 ,人 少 、 高 .、 低 、 快 . 慢 … 也 都 是 
刻画 事物 之 量 的 侧面 的 量 性 概念 ,而 这 些 量 性 概念 之 不 精确 性 是 显然 
的 , 指 着 一 堆 物 品 , 人 何谓 多 ,何谓 少 , 谁 能 精确 地 划 个 界线 ? 有 一 个 十 昔 
相传 的 悖 论 : 因 为 从 一 大 堆 砂 子 中 取 走 一 粒 砂子 , 仍 不 失 其 为 一 大 堆 友 
于 ,这 是 一 个 大 家 都 可 接受 的 命题 ,不 妨 记 为 (x*). 现在 我 们 就 不 断 地 、 
一 六 一 粒 地 从 这 一 大 堆 人 砂子 中 取 走 砂子 ,并 且 反 复 运 用 上 述 命 题 ( x )， 
那么 ,即使 一 直 取 到 只 剩 下 几 粒 丰 子 的 时 候 ,根据 命题 C* ) 可 知 , 这 仍然 
是 一 大 堆 砂 子 , 然 而 这 却 明 显 与 事实 不 符 . 故 为 一 悖 论 . 这 就 和 本 书 2. 2 
和 开头 所 论 及 的 那样 ,公理 和 推理 过 程 看 上 去 是 合理 的 ,但 推理 的 结论 
却 又 违背 客观 实际 ,但 要 注意 的 是 :尽管 刚才 所 说 的 取 砂 子 那 论 与 古代 
的 Zeno 悖 论 同 属 这 种 意义 下 的 一 类 人 悖 论 ,但 是 Zeno 悖 论 与 取 和 砂子 悖 论 
在 性 质 上 又 大 异 其 趣 ,两 者 不 可 等 同 视 之 .所 说 的 取 砂 子 悖 论 还 可 这 样 
那样 地 变形 ,其 中 “秃头 悖 论 ” 便 是 著名 一 例 , 因 为 一 个 人 拔 掉 一 根 或 长 
出 一 根 头 发 是 不 会 改变 这 个 人 是 或 不 是 秃头 这 一 事实 的 ,这 也 是 一 个 可 
公认 的 命题 . 于 是 ,对 于 一 个 头发 长 得 非常 浓密 的 人 来 说 ,他 当然 不 是 秃 
头 ,现在 我 们 就 在 这 个 人 冻 上 一 根 一 根 地 拔 头 发 ,那么 根据 所 说 的 命题 ， 
妈 使 拔 到 他 头 上 只 剩 3 根 头 发 ,甚或 全 部 拔 光 ,根据 所 说 的 命题 ,他 依然 
不 是 秃头 .从 推理 的 角度 看 .推理 过 程 没 有 问题 ,但 推理 结果 却 违背 客观 
事实 , 故 为 一 悖 论 . 但 这 种 悖 论 的 性 质 又 与 Zeno 悖 论 不 同 , 这 里 的 问题 
并 不 涉及 无 穷 级 数 求 和 之 类 的 命题 .那么 ,这 里 的 问题 出 在 什么 地 方 ? 
其 根本 原因 在 于 像 “ 一 大 堆 ” “很 和 多” “很 少 ” “秃头 ”( 即 “头发 很 少 ” 等 
等 刻画 事物 之 量 的 侧面 的 概念 本 身 具 有 模糊 性 ,但 我 们 在 上 文 所 论 之 命 
题 和 推理 过 程 中 , 却 把 这 些 具 有 模糊 性 的 量 性 对 象 一 如 上 是 往 地 当 作 精确 
性 量 性 对 象 那样 地 去 处 理 了 .实际 上 ,诸如 “一 大 堆 ” 和 “ 秀 ” 这 类 概念 是 
界限 不 分 明 的 . 你 能 规定 不 少 于 一 万 粒 砂 子 是 一 大 堆 , 那 么 九 千 九 百 九 


第 5 章 关于 模糊 数学 的 理论 基础 问题 


第 5 章 关于 模糊 数学 的 理论 基础 问题 ms 


十 九 粒 呢 ? 就 不 能 称 为 一 大 堆 了 ? 这 显然 是 说 不 通 的 . 你 能 说 一 个 人 头 
上 有 20 000 根 头 发 不 算 秃 头 , 那 19 9oo 根 头 发 又 如 何 ? 亦 即 多 少 粒 算 
一 大 堆 , 多 少 粒 不 是 一 大 堆 , 又 多 少 根 头发 不 算 秃 头 , 多 少 根 头 发 算 秀 
头 ,这 些 都 是 说 不 清 的 ,或 者 说 没有 一 个 分 明 的 界限 . 

既然 模糊 的 量 性 对 象 是 客观 存在 的 ,那么 过 去 的 精确 性 经 典 数 学 为 
什么 认为 量 性 对 象 总 是 精确 的 呢 ? 其 实 这 是 认识 上 的 一 种 历史 局 限 ,或 
是 一 种 故意 地 视而不见 ,因为 一 旦 涉及 模糊 的 量 性 对 象 ,许多 判断 不 好 
叙述 ,许多 推理 难于 进行 ,直至 许多 结果 不 能 明确 ,以 致 一 幅 精 确 完整 的 
数学 绘画 变 得 支离破碎 ,但 这 是 大 家 所 不 愿 看 到 的 ,所 以 干脆 就 把 模糊 
量 性 对 象 拒 之 于 经 典 数学 的 大 门 之 外 . 

其 实 , 纵 观 数 学 历史 的 发 展 , 数 学 研究 对 象 也 是 在 不 断 地 扩充 之 中 
丰富 起 来 的 . 圈 于 历史 的 局 限 , 往 往 对 某 些 量 性 对 象 ,暂时 无 法 去 作 数 学 
的 描述 和 分 析 , 以 至 于 不 成 其 为 数学 研究 对 象 , 从 数学 史 的 角度 看 ,这 是 
常 有 的 事 . 例如 ,证 希腊 的 Pythagoras 学 缴 原 和 完 只 研究 有 理 数 ,当时 对 
无 理 数 毫 无 认识 ,因而 无 理 数 在 当时 也 不 是 数学 的 研究 对 象 ,后 来 由 于 
Hippasus 的 发 现 , 才 促进 了 无 理 数 的 诞生 (参阅 本 书 2. 3 节 中 的 相关 内 
容 ) ,无 理 数 也 就 随 之 成 为 数学 研究 对 和 象 了 . Cantor 以 前 的 数学 家 ,只 研 
究 有 限 或 潜 无 限量 性 对 象 , 而 实 无 限量 性 对 象 不 是 数学 研究 对 象 , 直到 
Cantor 古典 集合 论 的 诞生 , 实 无 限量 性 对 象 才 成 为 数学 研究 对 象 . 又 随 
机 性 量 性 对 象 原 先 也 不 是 数学 研究 对 每 .但 它 最 终 还 是 进入 了 数学 领 
域 ,这 就 是 概率 论 这 个 重要 的 数学 分 支 的 诞生 . D 如 此 看 来 ,模糊 量 人 性 对 
象 被 精确 性 经 典 数学 拒 之 门 外 , 并 不 意味 着 它 不 可 能 成 为 数学 研究 对 
象 , 只 是 数学 暂时 还 没有 研究 和 处 理 它 的 办 法 . 直到 1965 年 ,Zadeh 首 
次 引入 模糊 集 的 概念 以 后 ,数学 才 真 正 开 始 直接 面 对 模 糊 性 量 性 对 象 ， 
数学 的 发 展 进入 了 数学 研究 对 象 由 精确 性 到 模糊 性 的 再 扩充 时 代 . 

所 谓 直接 面 对 模 糊 性 量 性 对 象 , 其 含义 是 ， 

(1) 直接 承认 模糊 性 量 性 对 象 也 是 一 种 数学 研究 对 象 ,不 再 把 它 拒 
之 于 数学 大 门 之 外 . 

‘2) 直接 用 数学 方法 去 研究 模糊 性 量 性 对 象 ,而 不 是 将 模糊 性 量 性 
对 象 转化 为 精确 性 量 人 性 对 象 后 再 去 研究 它 . 

对 于 上 述 (2) ,确实 有 人 想 过 ,或 说 潜意识 地 主张 过 , 先 将 模糊 性 量 


@ 在 本 书 中 有 三 处 论 及 数学 研究 对 象 的 再 扩充 ,除了 此 处 之 外 ,还 有 2.1 节 和 5.5.4 节 ,读者 不 妨 对 
照 参阅 之 . 
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性 对 象 转化 为 精确 性 量 性 对 象 后 再 去 研究 它 . 特别 是 由 于 电子 计算 机 的 
不 断 更 新 换代 和 迅速 发 展 , 更 是 刺激 了 人们 的 这 种 想法 或 主张 .然而 令 
人 失望 的 是 :无 论 计算 机 的 运行 速度 有 多 快 ,容量 有 多 大 ,依然 没有 办 法 
灵活 地 去 人 处理 模糊 性 的 问题 和 研究 模糊 量 性 对 和 象 .例如 ,有 人 请 你 到 车 
站 接 他 的 一 个 朋友 ,虽然 你 与 那 位 被 接 的 朋友 从 未 谋面 ,但 车 告诉 你 此 
人 个 子 高 ,又 结实 魁梧 ,鼻梁 特 高 , 厚 嘴 展 . 大 耳 采 ,头发 乌黑 而 十 分 浓 
密 ,根据 这 些 特 点 ,你 在 车 站 十 有 和 八 、 九 能 很 快 从 人 和 群 中 闪 认 出 这 个 人 
来 .如果 按 照 上 述 (2) 中 涉及 的 那 种 精确 化 观点 , 那 就 要 先 说 清楚 那 位 被 
接 的 朋友 身高 1. 82 米 , 体 重 93 公斤 ,鼻梁 高 度 是 多 少 公 分 , 涉 发 共有 多 
少 根 ,如 此 等 等 .那么 你 到 车 站 后 ,就 得 一 个 人 一 个 人 地 去 量 身 高 . 称 体 
重 , 数 头发 等 等 ,如 此 这 般 地 去 认 人 ,岂非 莫 明 其 阔 .然而 真 要 让 一 合 机 
器 人 去 车 站 接 人 :， 那 就 只 能 和 输 给 它 一 系列 数据 ,再 一 一 对 照 吻 售后 ,机 器 
人 才能 认 出 被 接 的 人 .这 就 是 先 将 模糊 概念 精确 化 后 再 处 理 的 办 法 ,而 
这 种 办 法 的 别扭 和 不 方便 是 显而易见 的 . 我 们 上 文 (2) 中 所 说 之 直接 处 
理 模 糊 量 性 对 象 的 方法 ,恰恰 要 扬弃 所 说 的 这 种 机 械 而 经 典 的 办 法 . 

应 当 指 出 ,上 文 所 论 及 的 有 如 多 . 少 、 大 .小 、 高 、 敌 等 一 类 模糊 性 晨 
性 对 人 象 ,其 实 都 是 在 人 的 观念 世界 中 所 构造 出 来 的 各 种 概念 . 现实 世界 
中 各 种 事物 的 许多 量 的 侧面 原来 都 是 一 清二 楚 的 ,并 不 带 有 模糊 性 . 例 
如 一 个 人 的 年 龄 ,从 出 生 那 一 刻 到 现在 ,共有 几 年 几 月 几 日 ,直至 和 多少 小 
时 多 少 分 秒 ,都 是 清 清 楚楚 的 ,同样 一 个 人 的 头发 共有 和 多少 根 , 身 高 多 少 
公分 等 等 , 均 为 一 些 准 确 无 误 的 数字 ,没有 什么 模糊 特征 ,但 是 人 们 为 了 
简化 和 使 用 上 的 方便 .就 会 引 人 模 糊 性 量 性 概念 ,例如 对 于 人 的 年 龄 来 
说 ,人 们 就 从 中 概括 出 所 谓 “ 童 年 “少年 ”“ 青 年 ”“ 中 年 ”“ 老 年 ”等 概 
念 , 这 些 概念 虽然 不 那么 一 清二 楚 , 带 有 模糊 性 ,然而 使 用 起 来 既 自 然 又 
方便 . 否则 ,如 果 没 有 这 些 带 模糊 性 的 概念 ,我 们 的 日 常 判 断 和 日 常 语言 
者 将 会 变 得 繁琐 各 困难 . 例如 有 人 说 :… 街 对 面 的 一 个 年 轻 人 在 欺负 一 位 
老者 ”. 如 果 没 有 "年轻 ”和 ”老者 ”这 种 模糊 性 概念 , 屠 么 内 能 这 样 说 : 街 
对 面 一 个 多 关 岁 至 尖 闪 岁 的 人 在 坎 负 一 位 关头 岁 以 上 的 人 ”. 诸如此类， 
岂 不 繁 开 别 扫 之 极 . 如 此 说 来 ,模糊 性 似乎 只 是 人 人们 为 了 使 用 上 的 方便 
而 构造 出 来 的 一 些 概 念 性 的 东西 ,进而 并 非 窜 观 事 物 的 固有 属性 了 .其 
实话 也 不 能 这 么 说 ,首先 ,有 如 人 们 构造 出 “中 年 ”这 样 一 个 带 有 模糊 性 
的 概念 之 后 ,中 年 这 个 带 有 模糊 性 的 性 质 也 就 成 为 所 有 那些 在 某 种 年 龄 
段 中 之 人 的 加 有 性 质 了 了 . 其 次 ,现实 世界 中 还 实际 上 存在 着 各 种 各 样 的 
对 象 ,模糊 性 本 身 就 是 这 些 对 象 的 存在 形态 , 那 就 是 对 立 物 企 转 化 过 程 
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中 的 一 种 中 介 状 态 , 亦 就 是 认识 论 中 常 说 的 那 种 始 非 对 立 甲 方 , 又 非 对 
立 乙方 的 “ 非 此 非 彼 ”或 “ 羡 此 亦 彼 ”状态 . 例如 ,导体 和 绝缘 体 是 一 种 对 
立 物 ,半导体 是 客观 存在 的 对 象 ,而 半导体 这 种 东西 就 星 现 为 部 分 地 具 
有 导体 的 性 质 ( 当 这 种 材料 在 一 定 温 度 之 上 而 使 之 自由 电子 多 时 ), 同 时 
又 部 分 地 上 共有 绝缘 体 的 性 质 ( 当 这 种 材料 在 一 定 温 度 之 下 而 使 之 自由 电 
子 少 时 ) ,因而 半导体 就 是 导体 与 绝缘 体 这 种 对 立 物 的 中 介 状 态 ,或 可 称 
为 该 对 立 物 的 中 介 对 象 . 如 果 将 所 有 的 导体 汇集 起 来 构成 一 集合 S, 则 
凡是 导体 均 属 于 S, 几 是 绝缘 体 均 不 属于 S, 而 凡是 半导体 就 只 能 说 部 分 
地 属于 S， 同 时 又 部 分 地 不 属于 S .我 们 也 可 用 图 形 来 表示 了 刚才 所 说 的 
这 种 状况 , 即 如 图 5.1 所 示 : 


图 5. 1 
又 如 黎明 和 黄 氏 是 一 种 客观 存在 的 形态 ,它们 本 身 就 具有 既是 白 慎 又 是 
黑夜 这 种 模糊 性 ,它们 呈现 为 由 黑夜 转化 为 白 避 和 由 白 和 名 转化 为 黑夜 的 
一 种 中 介 过 度 状 态 ,也 就 是 部 分 地 县 有 和 白 奈 的 性 质 , 同 时 又 部 分 地 具有 
黑夜 的 性 质 . 再 如 “中 性 人 ”是 一 类 客观 存在 的 对 象 ,那么 中 性 人 本 身 就 
具有 半 男 半 女 的 模糊 性 ,所 以 刚才 所 说 的 这 些 模 糊 性 ,就 不 是 先 构造 出 


具有 模糊 的 概念 之 后 ,再 去 归纳 具有 这 种 模糊 性 的 对 象 . 而 是 客观 上 存 
在 着 这 样 的 对 象 , 它 本 身 就 具有 亦 此 亦 徙 的 模糊 性 . 关于 中 介 对 象 和 中 
但 原则 等 等 ,该 者 可 参阅 本 书 的 5.5.2 利 5.5.3, 在 这 里 仅 通 过 实例 而 
作 些 描述 ,并 不 去 作 一 般 性 的 和 哲学 上 的 分 析 讨 论 . 总 的 来 说 ,模糊 性 这 
种 东西 ,究竟 是 主观 的 还 是 客观 的 ,应 该 说 有 晤 有 主观 的 ,也 有 客观 的 .但 
是 作为 数学 研究 对 象 而 言 , 都 是 数学 研究 的 客观 对 银 . 因为 数学 研究 对 
象 并 不 局 限于 现实 世界 中 的 量 性 对 象 , 同 时 也 包括 观念 世界 中 的 量 性 对 
象 ,诸如 数 . 几何 图 形 、 关系 结 构 等 等 ,都 不 是 现实 世界 中 的 某 物 ,而 是 观 
念 世 界 中 的 产物 ,然而 不 论 如 何 , 它 们 既是 现实 世界 的 客观 反映 ,也 都 是 
数学 研究 的 客观 对 象 . 
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5.2 _ 训 基于 精确 性 经 典 数 学 之 上 的 模糊 数学 


从 本 节 起 ,我 们 来 介绍 关 于 模糊 数学 问 基 的 种 种 方案 ,并 对 它们 作 
简短 的 评说 . 

1965 年 ,美国 控制 论 专 家 Zadeh 在 他 和 的 开创 性 论文 4+Fuzzy Set》 中 
首先 提出 模糊 集合 的 概念 ,这 是 利用 精确 性 经 典 数 学 的 工具 和 方法 刻画 
模糊 数学 概念 的 成 功 范例 . 

定义 1 给 定论 域 U, 其 上 的 一 个 模糊 子 集 A 是 指 对 任何 x EU 都 
有 一 个 数 palx) 与 之 对 应 ,并 称 之 为 工 属 于 模糊 子 集 A 的 隶属 程度 . 亦 
即 ,模糊 子 集 A 完全 由 映射 

LA:U— LO,1] 
决定 . 
为 简便 计 , 以 下 将 上 映射 值 ja 《x) 就 记 作 ACx).U 上 所 有 模糊 子 集 的 
合 记 作 ZCU). 在 这 个 定义 之 下 ,可 以 将 精确 集合 中 的 许多 概念 照搬 过 
来 . 

定义 2 设 A,B EE ICU), 车 对 任何 x EU,ACr) 过 BCx), 则 称 B 
包含 A, 记 作 AB, 或 B 二 A. 当 A 与 B 互相 包含 时 , 即 ACCB 并 上 且 B 
己 A 同时 成 立时 , 称 A 与 B 相等 , 记 作 A 一 B. 显 然 ,A 一 B 当 旦 仪 当 对 
所 有 xX,A(x) = B(x). 

定义 3 A,BE 10) ,它们 的 并 集 记 为 AU ,定义 为 :对 所 有 并 后 


tI, 
Al B(x) 一 max(A(r), BC(r)), 
它们 的 交集 AD 门 瑟 定义 为 :对 所 有 工 和 所 局 
‘ANM B(xr) 一 minCACz)y， 吾 (并 )). 
A 的 补 集 A" 定义 为 :对 所 有 xz 所 U， 
A'(xz) 一 1 一 ACzr). 
容易 由 定义 验证 ,模糊 子 集 的 并 、 交 、 补 运算 满足 精确 集合 运算 的 大 
部 分 性 质 , 比如 短 等 律 、 交 换 律 、 结 合 律 、 吸 收 律 ,分 配 律 、 零 壹 律 、 复 原 
律 、 对 偶 律 (De Morgan 律 ) 等 等 . 但 互补 律 AUA 一 UL 与 矛盾 律 
ANA’ 一季 者 不成立. 
如 此 定义 的 模糊 子 和 集 与 同一 论 域 上 的 精确 子 集 之 间 有 着 十 分 密切 
的 关系 ,这 种 关系 就 是 通过 “分 解 定 理 ” 与 “表现 定理 ”可 以 实现 两 者 的 
转化 . 
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定义 4 设 AE 230U),XE [0,1],A 的 4 截 集 是 指 如 下 一 个 精确 集 
合 和 A 一 {x1rzEUAA(X) 宇 4).A 的 4 强 截 集 是 指 精确 集合 A; 一 {z 
[ 工 所 UAAGz) 盖 和》). 其 中 的 ) 称 为 国 值 , 或 置信 水 平 . 

定义 5 A,X 同 上 ,A 与 的 数 冬 集 *A 是 指 如 下 模糊 子 集 :对 所 有 
XEU,AADCT) 一 min(A,ACT)). 

有 了 以 上 的 概念 ,我 们 不 难 证 明 如 下 的 分 解 定理 : 

定理 1( 分 解 定理 ) 设 A 和 所 UU), 则 

C1>A A (2)A 一 2: 

此 定理 是 说 , 模糊 子 集 A 可 以 分 解 为 一 族 1 截 集 A; 或 4 强 截 集 
A;( 它 们 都 是 精确 集合 ) 之 并 . 

此 外 ,我 们 若 定义 集合 套 如 下 : 

定义 6 设 有 -一族 集 合 {A, | we [o,1]) ,满足 条 件 :a 一 a 二 A 二 
A,,, 则 称 此 族 和 集合 为 一 集合 套 ( 或 集 轮 ). 

定理 2( 表 现 定理 )” 若 {A, 1a € [0;,1]) 是 一 个 集 轮 , 则 可 以 构造 一 
个 模糊 子 集 A 一 4 aA.… 

表现 定理 恰好 是 分 解 定 理 的 另 一 面 , 它 是 说 ,一 族 精确 集合 只 需 满 
是 一 定 的 条 件 , 就 可 用 以 表示 一 个 模糊 于 集 . 我 们 可 以 把 模糊 子 集 与 精 
确 集合 间 的 这 种 关系 类 比 于 实数 与 有 理 数 之 间 的 关系 ;一 个 实数 可 以 作 
为 一 个 有 理 数 序列 的 极限 ;反之 ,任何 一 个 收 化 的 有 理 数 序列 也 可 以 代 
表 一 个 实数 . 类 似 地 ,一 个 模糊 子 集 可 以 分 解 为 一 个 精确 集合 族 ; 反 之 ， 
任何 一 个 称 为 “ 集 轮 ” 的 精确 集合 族 也 能 表示 一 个 模糊 子 集 . 

以 上 两 条 定理 与 前 面 的 定义 清楚 地 表明 了 ,Zadeh 的 模糊 集合 论 是 
直接 奠基 于 精确 性 经 典 数学 之 上 的 ,模糊 集合 论 中 所 使 用 到 的 论 域 品 是 
一 个 精确 集合 ,了 闭 区 间 [o.1] 上 的 实数 是 精确 性 经 典 数学 中 的 重要 量 性 
对 象 ,隶属 函数 是 经 典 数 学 中 的 一 个 普通 映射 .所 以 ,一 个 模糊 集 , 就 是 
精确 性 经 典 数学 中 的 一 个 特殊 结构 而 已 . 也 就 是 说 ,可 以 认为 这 种 模糊 

合 论 完全 是 精确 性 经 典 数学 的 一 个 分 支 . 后 来 ,人 们 把 [0,1] 换 成 带 
补 的 完全 分 配 格 , 讨 论 工 模糊 集 . 原先 模糊 集合 论 中 相应 的 许多 结论 和 
概念 ,可 以 几乎 不 如 改变 地 搬 过 来 .但 从 理论 基础 的 意义 上 说 , 它 与 上 文 
所 论 之 模糊 集合 论 没 有 本 质 上 的 区 别 ,仍然 是 直接 黄 基 于 精确 性 经 典 数 
学 上 的 一 个 特殊 结构 . 但 是 ,我 们 却 不 可 由 此 (模糊 集合 论 是 精确 性 经 典 
数学 的 一 个 分 支 ) 而 武断 地 认为 ,模糊 集合 论 得 不 出 精确 性 经 典 数学 得 
不 到 的 新 结果 ,进而 认为 发 展 模 糊 数 学 是 不 必要 的 . 须知 任何 数学 理论 
的 发 展 都 有 很 强 的 实际 背景 ,入 们 无 非 是 把 实际 背景 中 所 体验 到 的 种 种 
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结论 抽象 为 用 数学 上 的 形式 语言 加 以 严格 的 表达 而 已 ,没有 实际 背景 而 
凭空 构造 出 来 的 数学 结构 是 不 可 想象 的 . 模糊 集合 论 这 种 数学 结构 之 所 
以 被 提出 并 得 到 很 大 的 发 展 ,这 是 由 于 人 们 迫切 需要 数学 地 处 理 模糊 量 
性 对 象 . 若非 如 此 , 某 个 数学 家 凭空 提出 研究 从 U 到 [0,1] 上 的 映射 , 那 
既 不 可 能 引起 众多 研究 者 的 注意 而 得 到 许多 结果 ,所 得 结果 也 不 可 能 获 
至 模糊 概念 之 关系 的 合理 而 生动 的 解释 ,并 得 到 许多 方面 的 应 用 . 如 此 
看 来 ,模糊 集合 论 的 结果 完全 可 以 在 经 典 数 学 中 作出 的 说 法 既 正 确 又 不 
正确 . 说 它 对 态 是 因为 模糊 集合 论 所 使 用 的 概念 .方法 完全 是 经 典 数学 
中 的 概念 和 方法 ;所 以 模糊 集合 论 的 任何 结果 都 无 一 例外 地 可 以 认为 是 
经 典 数 学 范围 内 的 结果 . 说 它 不 对 , 功 是 因为 模糊 集合 论 研究 的 对 象 毕 
竟 是 经 典 数 学 所 拒绝 研究 的 模糊 量 性 对 象 ,也 正 由 于 模糊 量 性 对 象 中 的 
天 量 事 实 为 模糊 集合 论 提供 着 生动 丰富 的 源泉 , 才 使 模糊 集合 论 有 了 入 
勃 的 发 展 , 这 绝 不 是 在 经 典 数学 中 简单 地 定义 了 一 个 从 避 到 Fo,1] 上 的 
映射 ,然后 进行 漫 无 目标 的 形式 推导 就 能 办 到 的 . 

其 实 , 综 观 全 部 数学 史 , 用 现成 的 数学 工具 和 和 方法 去 处 理 一 类 原来 
不 研究 的 数学 对 象 , 也 是 不 乏 先 例 的 . 为 了 类 比 地 说 明 这 一 点 ,最 好 的 一 
例 , 莫 过 于 用 测度 论 这 一 工具 去 研究 随机 现象 而 形成 的 公理 化 概率 论 的 
情况 了 . 我 们 知道 ,在 概率 论 诞生 之 前 的 经 典 数 学 只 研究 确定 性 现象 , 即 
在 一 组 确定 的 条 件 下 ,必然 出 现 唯 一 确定 的 结论 这 样 一 类 现象 ;而 不 去 
考虑 不 确定 的 随机 现象 . 即 在 一 组 确定 的 条 件 之 下 ,可 能 出 现 这 种 或 那 
种 不 同 结果 的 现象 . 但 是 反观 现实 世界 ,在 概率 论 诞 生 之 前 ,不 确定 的 随 
机 现象 比比 背 是 , 人 们 早 就 在 探索 从 数量 的 角度 去 把 握 随 机 现象 的 方 
法 . 于 是 “概率 ”的 概念 渐渐 产生 ,古典 概率 论 也 渐 趋 成 熟 . 直至 20 世纪 
30 年 代 , 由 前 苏联 数学 家 Konmorpos 构 作 的 概率 论 公 理化 系统 ,彻底 地 
解决 了 概率 论 之 奠基 问题 ,把 概率 论 完全 纳入 确定 性 经 典 数学 的 范畴 . 
例如 ,我 们 先 在 给 定 的 空间 Q 上 定义 一 个 so 代数 ,这 实际 上 是 0 的 某 些 
子 集 构 成 的 类 ,但 要 对 集合 的 可 数 ( 无 穷 ) 并 、 交 及 补 运算 封闭 , “事件 ” 
就 被 定义 为 7 的 元 素 ,而 “概率 ”P 就 被 定义 为 该 2 代数 上 的 一 个 正则 、 
规范 利 o 可 加 的 实 值 测度 , 即 概 率 是 映射 P:F 一 [0,1], 且 满足 条 件 

C1)>PCA) 汪 0 对 任何 A EE 成立 ， 

(2)P(O))=1,， 

(3) 若 A Ei 二 1,2,-…), 且 i 了 关 j 时 A; 门 A 一 名, 则 


PCU AD) 一 DD PA. 
1 i=1 
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从 而 ,随机 现象 中 许多 符合 实际 的 规律 ,就 都 能 表现 为 这 种 特殊 的 测度 
论 中 的 定理 . 如 此 ,人 们 在 这 个 系统 中 所 从 事 的 仍然 是 一 种 确定 性 经 典 
数学 的 工作 ,然而 它 所 表现 的 ,都 是 随机 现象 中 的 概率 论 规律 . 因而 所 说 
的 这 种 确定 性 经 典 数学 的 工作 ,实际 上 是 有 关 随 机 现象 的 研究 工作 , 亦 
即 着 眼 于 方法 和 和 手段, 它 是 确定 性 的 ;着 眼 于 对 象 和 结果 , 却 是 随机 性 
的 


基于 以 上 历史 事实 :可 以 类 比 地 说 明 旭 下 几 点 .首先 ,既然 能 运用 只 
人 处理 确定 性 现象 的 经 典 数 学 的 概念 和 方法 去 处理 和 人 研究 它 所 拒绝 考虑 
的 随机 现象 ,那么 将 当前 这 种 只 研究 精确 现象 的 经 典 数 学 的 概念 和 方 
法 :用 以 处 理 和 研究 它 所 拒绝 考虑 的 模糊 现象 的 做 法 ,同样 是 合理 可 行 
的 .其 次 ,正如 概率 论 只 能 成 为 经 典 数 学 的 一 个 分 支那 样 ,Zadeh 开创 的 
模糊 集合 论 也 只 能 成 为 经 典 数 学 的 一 个 分 支 . 这 桥 ,不管 是 概率 论 ,过 是 
模糊 集合 论 ,都 是 昔 基 于 精确 性 经 典 数 学 , 即 以 经 典 二 值 远 辑 为 配套 的 
推理 工具 的 近代 公理 集合 论 ZFC 之 上 .最 后 ,既然 概率 论 中 能 涌现 出 大 
量 的 .为 确定 性 经 典 数 学 所 没有 的 成 果 , 那 么 ,在 当前 的 研究 方法 之 下 ， 
模糊 数学 也 将 丰富 地 获得 精确 性 经 典 数 学 所 没有 的 成 果 . 

事实 也 是 如 此 . 自 Zadeh 创建 模糊 和 集合 论 以 来 ,模糊 数学 得 到 迅猛 
的 发 展 . 人 们 利用 将 从 非 空 集 X 到 非 空 集 了 的 点 上 映射, 扩 担 升 为 从 
FCX)CXK 上 所 有 模糊 子 集 的 集 ) 到 .FCY) 的 集 映 射 的 强 有 力 的 扩张 原理 ， 
以 及 依据 精确 性 经 典 数 学 中 各 种 概念 到 模糊 数学 中 的 合理 推广 和 移植 ， 
成 功 地 发 展 了 模糊 代数 .模糊 拓扑 、 模 糊 数 、 模 糊 测 度 与 积分 ,直至 模糊 
拓扑 线性 空间 .模糊 赋 范 空间 等 一 系列 模糊 数学 分 支 学 科 ,; 从 中 获得 一 
大 批 精确 性 经 典 数学 中 所 没有 的 结果 . 然而 无 论 如 何 ,这 些 工 作 都 是 直 
接 莫 基于 精确 性 经 典 数 学 之 上 的 . 

现在 ,让 我 们 稍 具 体 一 点 地 考察 两 个 例子 ,借以 进一步 说 明 上 文 所 
论 的 结论 ,为 此 , 先 给 出 扩张 原理 如 下 : 

扩张 原理 设 上 是 从 非 空 集 合 X 到 非 空 集合 YY 的 点 上 映射 , 则 可 
由 下 式 扩张 为 从 有 X) 到 ZCY) 的 集 映 射 f 及 由 ZCY) 到 25 和) 的 赣 映 射 
A: 
[supA Cz) 当 yE /CX) 时 ， 


rod 
lo 当 y 息 CX)》 时 ， 
站 CBY(CX) 一 BCfCx)), 对 所 有 x EE XX. 
是 然 : 当 和 A, 吾 分 别 是 X:.Y 的 通常 子 集 时 ， 
fA ={y| re A(y = fr} (B= (xr| fx) € B}. 


fCADCY) CO 


数学 与 无 穷 观 的 轴 辑 医 础 时 
159 


Dm _ 数 学 与 无 穷 观 的 逻辑 基础 


5.2.1 _ 模糊 拓扑 


定义 7 苦 AE 23CU) 满足 条 件 :A(x) 一 A 汪 0, 当 yy 了 工时 AC(y) 
一 0, 则 称 A 为 模糊 点 ; 记 为 .以 U' 记 U 上 所 有 模糊 点 之 集 . 

定义 8 设 zEU,AEIAU), 当 之 B 时 ,有 即 B(x) 汪 入 时 , 称 
模糊 点 x 属于 B, 记 为 x, E B. 若 ACrz) 十 A 汪 1, 则 称 x; 重 于 A, 记 为 


~ 


Xx EA. 

模糊 点 与 模糊 子 集 间 的 “属于 ”关系 (注意 这 不 是 清晰 集合 意义 下 
的 属于 关系 ) 以 及 “ 重 于 ”关系 ,都 是 通常 清晰 点 与 清晰 集合 之 间 属 于 关 
系 的 推广 “ 重 于 ”关系 是 1977 年 蒲 保 明 、 刘 应 明 提 出 的 ,这 个 关系 在 许 
多 方面 都 有 比 “ 属 于 ”关系 更 优 的 性 质 , 对 模糊 拓扑 学 、 模 糊 分 析 学 等 方 
面 的 发 展 都 起 着 一 种 根本 性 的 作用 . 


定理 3 设 {A,。|aE .是 U 上 的 模糊 子 集 族 , 则 模糊 点 x 全 WA 


当 上 且 仅 当 有 某 个 w< 使 过 A.. 
但 是 这 一 似乎 显然 的 基本 性 质 在 模糊 点 与 模糊 子 集 的 “属于 ”关系 
之 下 却 不 成 立 . 例如 ,就 取 模 糊 子 集 A, 为 模糊 点 zi Cn 一 41,2,…), 则 


U A, 一 x1, 于 是 依 定义 mm EU A,-. 但 对 任何 n,xl Ee A,. 

模糊 拓扑 学 的 研究 起 于 C. L. Chang 1968 年 发 表 的 文献 [72], 此 文 
给 出 了 模糊 拓扑 空间 的 一 种 定义 . 1976 年 R. Lowen 所 出 了 模糊 拓扑 空 
闻 的 另 一 种 更 强 也 更 适 宣 的 定义 5 : 

定义 9 设 工 是 非 空 集 X 上 的 一 族 模糊 子 集 : 工 三 ZX)，, 称 工 是 习 
上 的 模糊 拓扑 , 若 工 满足 : 

《1)》 对 任何 rE [0,1j,r*ET. 这儿 r E€ ICX), 对 任何 xX EE Xr' (Xx) 一 7 

(2) 对 任何 U,V eT, 有 UNMYVET; 

《3) 对 任何 UE Ta€E 只 ,有 WU ET. 
此 时 5CX, 工 ) 称 光 模糊 拓扑 空间 .而 UE 芽 称 汶 开 和 集 , 而 当 UU 的 补 集 U’€ 
荆 时 , 称 U 为 闲人 和 集 . 

在 定义 了 模糊 拓扑 室 间 之 后 ,我 们 就 可 以 仿照 通常 的 分 明 拓 扑 学 中 
那样 ,定义 “ 邻 域 ” 的 概念 如 下 : 

定义 10 ”在 模糊 拓扑 空间 (XX,T》 中 ,模糊 子 集 A 称 为 模糊 点 zx 的 
邻 域 ,车 有 开 集 BE TT, 使 x EBGCGA. 

但 是 这 个 邻 域 概 念 不 其 理想 ,分 明 拓 扑 中 的 某 些 关于 邻 域 的 性 质 不 
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能 平 称 到 模糊 拓扑 中 来 . 文献 L741 在 他 们 的 “ 重 于 ”关系 基础 上 ,引入 了 
“ 重 域 ” 概 念 以 代替 “领域 ”概念 :. 
定义 11 在 模糊 拓扑 空间 (XX,T) 中 ,模糊 子 集 A 称 六 模糊 点 xz; 的 


重 域 ,车 有 开 集 BE TT, 使 EB 和 CA. 这 儿 忆 是 模糊 点 与 模糊 子 集 的 
重 于 关系 . 

利用 这 个 重 域 概念 ,文献 [74] 建立 了 一 个 完整 的 模糊 拓扑 空间 的 
收 伍 理论 . 继 后 , 重 域 概 念 在 积 室 间 与 商 空间 、 紧 性 、 一 致 结构 与 竺 入 理 
论 等 方面 继续 发 挥 重要 作用 . 刘 应 明 还 证 明了 :在 模糊 拓扑 空间 中 ,在 
“扩充 原则 ”“ 包 含 原则 ”、“ 由 值 域 决 定 的 原则 ”及 “ 普 适 原则 ”下 确定 的 
点 与 集 的 邻 属 关 系 恰 是 重 于 关系 ,相应 的 邻近 构造 就 是 重 域 系 9. 这 就 
从 本 质 上 指出 了 重 域 概念 的 合理 性 . 

从 以 上 对 模糊 拓扑 中 最 重要 的 几 个 概念 的 定义 中 ,我 们 可 以 清楚 地 
看 出 ,不 管 引 入 的 概念 是 这 样 定义 或 是 那样 定义 (这 要 取决 于 数学 家 对 
该 领域 的 理解 和 他 本 人 对 数学 本 质 的 把 握 程度 ) ,它们 总 是 有 赖 于 模糊 
集 概 念 . 而 这 儿 使 用 的 模糊 集 又 总 是 在 精确 性 经 典 数 学 中 构造 出 来 的 一 
种 特殊 结构 . 所 以 ,模糊 拓扑 学 竟 基 于 精确 性 经 典 数学 ,应 当 是 明白 无 疑 
的 了 . 


$5.2.2 模糊 代数 


模糊 代数 是 专门 研究 模糊 集 的 各 种 代数 结构 的 ,诸如 模糊 群 .模糊 
线性 空间 等 .这 方面 最 早 的 工作 见于 1971 年 A. Rosenfeld 的 文献 L76j， 
其 中 首次 引 人 模 糊 群 . 而 模糊 线性 空间 则 是 1977 年 被 引 人 的 5 . 我 们 来 
看 一 下 它们 的 定义 : 

定义 12 设 G 是 一 个 群 ,A 是 G 的 一 个 模糊 子 集 , 称 A 是 G 上 上 的 模 
糊 子 群 ( 或 模糊 群 〉 ,如 果 对 G 中 任何 ,> 满足 : 

CIDACxy) = min(AC(r) ,AC(Yy)). 

C2)ACx') > ACX). 

易 由 以 上 定义 知 ,AC(x 1) 一 ACx), 若 e 是 G 的 单位 元 , 则 对 所 有 + EE 
CACr) EALle). 

定理 4 设 X 是 数 域 K 上 的 线性 空间 ,A,BE F(X). :XXX 与 g: 
KKxXX— XX 分 别 是 及 上 的 加 法 和 数 乘 映射 , 则 它们 的 提升 为 

f(A,B)(rX) Os (A B(xX) 一 sup min(A(s, BC(E), 
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| 当 R 尖 0 
ECR XY = (kA CK) 一 suPA 一 0 
| 一 4 当 k 一 0 
O， 妆 -下 上 晶 


特别 对 A,B 分 别 取 模糊 点 x; 与 >,， 有 
Ti i i 
kr — (kzr);. 

证 明 可 由 扩张 原理 直接 推 得 . 这 样 ,我 们 就 对 线性 空间 区 中 模糊 子 
集 间 引入 了 加 法 和 数 乘 运算 . 可 用 它们 来 定义 模糊 线性 空间 . 

定义 13 XX 是 数 域 K 上 的 线性 空间 ,A 是 XX 中 的 模糊 子 集 , 若 对 任 
何 mr,nEK, 都 有 mA 十 nA 叶 A, 就 称 A 是 模糊 线性 空间 . 

不 难看 出 , 当 和 A 是 XX 的 一 个 通常 的 清晰 子 集 时 ,mA 十 nA 性 A 也 表 
明和 人 A 是 XX 的 线性 子 空间 . 

内 以 上 关于 模糊 群 和 模糊 线性 空间 的 定义 看 ,它们 与 前 面 论 及 的 模 
粳 拓 扑 的 定 文 一样: 也 都 是 在 昔 基 于 精确 性 经 典 数 学 的 模糊 集合 论 上 ， 
再 附加 上 种 种 条 件 而 形成 的 ,因而 就 无 一 例外 地 是 直接 奠基 于 通常 的 经 
典 数 学 之 上 的 了 .不 过 这 儿 稍 有 不 同 的 是 ,模糊 群 是 通常 的 经 典 的 模糊 
子 集 ,模糊 线性 空间 是 通常 的 经 典 线 性 空间 的 模糊 子 集 . 也 就 是 说 ,要 定 
义 模 糊 群 .模糊 线性 空间 ,必须 先 有 通常 的 群 和 线性 空间 ,了 这样, 它们 就 
更 在 另 一 屋 意 义 上 直接 依赖 于 精确 性 经 典 数 学 了 . 

还 有 诸多 的 模糊 数学 分 支 , 比如 模糊 测度 、 模 糊 数 、 模 糊 集 值 映 射 、 
模糊 赋 范 空间 .模糊 拓扑 线性 空间 、 模 糊 拓 扑 群 等 等 ,也 都 是 类 似 于 上 面 
两 个 例子 ,在 经 上 典 数 学 理论 之 下 ,适当 引进 模糊 子 集 后 加 以 定义 和 展开 
的 . 因而 .就 像 上 面 所 分 析 的 一 样 ,也 都 是 直接 奠基 于 精确 性 经 典 数 学 之 
上 的 . 应 该 说 ,模糊 数学 沿 着 这 个 方向 发 展 下 去 ,将 是 有 生命 力 和 和 卓 有 成 
效 的 . 道理 也 很 清楚 :我 们 可 以 时 时 借助 于 十 分 成 熟 的 经 典 数 学 方法 和 
利用 十 分 丰富 的 经 典 数学 成 果 . 相信 模糊 数学 的 主流 ,在 今后 相当 长 一 
段 时 间 内 仍 是 这 个 方向 ,并 且 仍 可 不 断 地 取得 丰硕 的 结果 . 


5. 3 ”ZB 公理 集合 论 系 


如 所 知 ,由 Zadeh 首次 引入 模糊 集 定 义 之 后 ,为 了 数学 工作 的 广泛 
性 ,模糊 集 概 念 已 几经 修改 和 扩张 .Goguen 把 隶属 函数 的 值 域 L0,1] 闭 
区 了 间 改 为 可 传 的 半 序 集 .而 Brown 则 将 它 限 制 为 完备 布尔 格 . 我们 看 到 ， 
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不 论 这 样 或 那样 的 定义 方式 ,都 必须 依赖 于 一 个 事前 约定 的 集合 ,这 使 
得 这 些 模 糊 集 合 系统 都 要 奠基 于 经 典 集 合 论 比如 说 ,最 常用 的 ZF 
公理 集合 论 之 上 ,这 一 点 已 在 上 一 节 中 详细 分 析 过 ;并 且 , 这 些 被 
确定 了 的 模糊 集 的 元 素 和 模糊 度 本 身 却 都 不 再 是 它 自己 那 种 模糊 集 了 . 

为 了 使 我 们 一 开始 工作 就 始终 与 模糊 集 打 交道 ,并 且 所 考虑 的 模糊 
集 的 元 素 本 身 也 是 模糊 集 .我 们 自然 会 想到 布尔 值 全 域 ”. 

定义 。” 对 于 完备 布尔 代数 B= 二 (B, 十 ,* :一 ,0a,1n)， 令 V 风 一 (| 
FuncCx)ARanCxr) CBAIPTal(Dom(r) SC VED)}V™ —U V9 , 则 称 


V3 为 布尔 值 全 域 . 

这 个 定义 是 如 此 完成 的 :我 们 首先 依 层 次 递归 地 定义 V.”, 对 于 序 
数 xc, 第 wa 层 布 尔 值 全 域 vi 中 的 元 素 都 是 一 些 函 数 ,这 些 函 数 的 定义 域 
是 某 个 低层 次 Vi 的 子 集 , 而 它 的 值 域 有 力 是 布尔 代数 B 的 革 个 子 集 . 亦 
即 ,这 些 函 数 是 将 低层 次 布尔 值 全 域 中 的 某 些 元 素 上 映射 到 布尔 代数 妃 中 
去 . 在 对 所 有 序数 “都 定义 了 Yo2 之 后 ,它们 求 并 后 的 全 体 就 成 为 布尔 值 
全 域 ve . 

容易 证 明 ,x EE ve 当 且 仅 当 FuncCu) 人 人 Ran(u) 守 BADom(u) 三 
ve 即 布尔 值 全 域 vee 中 任何 元 素 x 都 是 一 个 定义 在 布尔 值 全 域 六 ”的 
某 个 子 集 上 、 取 值 为 布尔 值 的 函数 . 从 中 又 可 看 出 ,; 若 v EDom(wu);,; 刚 vv 
ce ve ， 即 二 的 定义 域 中 任 一 元 素 又 是 布尔 值 全 域 V2 中 的 元 素 ,; 也 即 它 
与 具有 同一 类 型 的 特征 .我 们 对 于 任何 x 所 Dom(Cx) ,如 果 将 utx) 的 
值 ( 它 是 一 个 布尔 值 ) 看 作 x 属于 w 的 程度 , 即 模糊 集合 论 中 的 隶属 度 ， 
那么 布尔 值 函数 即 可 考虑 为 模糊 集 , 布 尔 值 全 域 V'” 就 可 看 作 模 糊 集 的 
全 域 . 这 种 定义 方式 下 的 “模糊 集 ” 的 元 素 仍 是 “模糊 集 ”, 达 到 了 前 后 一 
致 的 要 求 ， 

但 是 ,这 种 将 布尔 值 函 数 就 “看 作 ” 是 模糊 集 的 直观 想法 毕 竞 还 不 
是 严格 的 数学 描述 ,那么 ,如何 将 这 种 想法 数学 化 呢 ? 

张 锦 文 引进 “正规 弗 晰 集合 结构 ”的 概念 ,证 明了 任 一 正规 弗 晰 集 
合 ( 即 模糊 集合 ) 结构 都 是 带 本 元 的 集合 论 公 理 系 统 ZFA 的 一 个 布尔 值 
模型 ,它们 能 够 作为 模糊 集合 论 的 理论 基础 中 , 张 锦 文 又 在 文献 L79」 中 
写 道 :* 我 们 的 工作 表明 :Cantor 集合 论 是 公理 集合 论 的 标准 模型 , 而 我 
们 的 结构 UTC 弗 晰 集合 论 作 为 口 的 部 分 ) 正 是 公理 集合 论 的 一 种 非 标 准 
模型 . 现代 模型 论 表 明 , 非 标准 模型 是 一 类 理论 (例如 形式 数论 、 实 数理 
论 . 集 合 论 等 ) 的 必然 的 肥 辑 结论 ,; 有 标准 模型 就 有 非 标准 模型 ,有 
Cantor 集合 论 就 有 布尔 值 集 合 论 ,也 就 有 弗 晰 集合 论 .” 
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就 是 说 , 张 锦 文 并 没有 为 模糊 集合 论 提 出 专 有 的 理论 体系 (公理 化 
系统 ) .而 是 找寻 到 经 典 公 理 集 合 论 ( 它 们 是 用 来 刻画 清晰 集合 的 集合 论 
系统 ,比如 ZF, 或 带 本 元 的 ZFA) 的 一 种 非 标准 模型 ,并 说 明 这 种 非 标 准 
模型 能 够 很 好 地 表现 模糊 集合 的 特性 ,因而 可 以 看 作 是 模糊 集合 论 的 模 
型 | . 

真正 利用 这 种 想法 .对 模糊 集合 论 建立 起 自身 的 、 不 依赖 于 经 典 的 
集合 论 系 统 的 新 的 公理 系统 的 , 当 属 Chapin 和 Weidner, 下面 就 介绍 他 
们 的 工作 . 

E. W. Chapin 1975 年 在 文献 L80] 中 提出 的 “和 集合 值 集 论 ” 公 理 系 统 
是 一 个 将 模糊 集合 公理 化 的 形式 系统 . 在 这 个 系统 中 ,属于 关系 s 看 作 
是 三 元 关系 sCzy,y:*z)，, 它 被 解释 为 “zz 以 至 少 思 的 程度 属于 >”, 也 就 是 
说 ,这 个 三 元 关系 在 满足 0 所 也 委 和 迪 Cz) 的 情况 下 都 看 作 是 精确 地 真 的 ; 
而 不 是 解释 为 “+ 以 程度 忆 属 于 y”, 即 不 被 解释 为 roCz) 一 ww. 当然 ,这 个 
pz) 是 我 们 借用 模糊 数学 的 惯用 记号 ,表示 x 对 于 > 的 隶属 程度 , 它 并 
不 是 系统 内 的 符号 . Chapin 的 形式 系统 虽 在 许多 方面 恰当 地 反映 了 模糊 
集合 论 的 本 性 ,但 也 有 一 些 不 甚 准确 之 处 , 即 不 太 适 合 模糊 数学 本 来 的 
意图 . 

因而 ,A.J. Weidner 在 分 析 了 Chapin 系统 的 某 些 不 足 之 后 ,又 提出 
了 一 个 新 的 模糊 集合 论 的 新 的 公理 化 系统 ,他 称 之 为 Zadeh-Brown 系 
统 ,简称 ZB 系统 ,以 表明 它 是 以 Zadeh 开创 的 模糊 集合 论 和 以 Brown 的 
工 模糊 集合 论 5 亦 即将 隶属 函数 扩充 为 从 X 到 一 个 完备 布尔 格 L 上 的 映 
射 ) 为 实际 背景 的 公理 系统 . 

Weidner 指出 ,Chapin 的 公理 系统 有 以 下 几 点 不 其 符合 模糊 数学 的 
本 来 意图 .第 一 :在 模糊 集合 论 中 的 隶属 函数 心 Cz) 可 以 看 作 二 元 阿 数 ， 
比如 就 记 作 (lx,y), 即 给 定 两 个 对 每 x 和 yy, 就 有 唯一 确定 的 值 ,使 x 以 
该 值 为 度 隶 属于 y. 这 样 , 将 映射 的 值 域 从 Lo,1] 变 为 其 他 代数 结构 ,就 
可 形成 种 种 模糊 集 之 变形 . 但 Chapin 的 三 元 关系 e 却 无 法 看 作 二 元 本 
数 , 因 六 对 给 定 的 x 和 和 ,将 有 许多 ww( 只 要 满足 0 所 马达 pC《x)) ,都 满足 
sCzryyya ,这 样 ,当然 不 可 能 将 ww 写成 x 和 ww 的 函数 值 形 式 . 因此 ,模糊 
集合 的 现代 变形 就 难以 仍然 看 作 Chapin 系统 的 模型 . 第 二 ,Chapin 系统 
中 的 关系 公理 使 得 “ 度 ” 的 每 个 模糊 子 集 也 是 “ 度 ”, 这样 对 于 那些 有 资 
格 充 任 “ 度 ”的 集 作 了 太 严 格 的 限制 ;“ 度 ”之 间 的 种 种 关系 仅 限 于 模糊 
子 集 间 的 关系 ,这 其 中 主要 的 就 是 包含 关系 三 - 显然 , 度 和 度 之 间 完 全 
没有 关系 是 不 适用 的 ,但 把 度 与 度 之 间 的 关系 严格 限制 为 集 之 间 的 包 合 
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关系 :性 人 也是 不 恰当 的 .第 三 ,Chapin 的 空 集 公理 假定 了 这 样 一 个 极 小 
度 的 存在 性 :每 个 元 素 xz 都 以 极 小 度 属 于 任何 元 素 y>;, 亦 好 sCzryy:0) 永 
真 , 这 儿 以 0 表示 这 个 极 小 度 . 在 任何 通行 的 模糊 和 集 系 统 中 并 不 存在 这 
种 统一 的 最 小 度 . 事实 上 ,“x 以 0 度 属 于 xy” 还 是 当 作 “x 不 属于 yy” 为 好 ， 
不 宜 与 “x 以 ww 度 属 于 x” 相提并论 . 因为 如 果 我 们 把 这 两 者 用 同一 种 关 
系 式 表达 .将 在 以 后 的 公理 、 定理 叙述 中 时 时 要 日 除 度 为 0 的 情况 而 给 
自己 带 来 麻烦 . 

Weidner 在 作 了 这 些 分 析 之 后 ,给 出 了 他 的 ZB 人 公理 系 统 . 我 们 在 下 
文 就 来 痢 述 这 个 公 埋 系统 的 序 始 符号 .公理 及 主要 结果 -. 主要 内 容 取 材 
于 文献 L81, 但 有 些 地 方 也 表达 了 我 们 的 意 邢 ,并 对 原文 的 少数 笔 误 作 
子 一 些 修 改 . 

ZB 系统 不 依 顿 于 事先 约定 的 其 他 集合 论 系统 4 比如 ZFC 系统 或 
ZFA 系统 )., 它 是 一 个 建 基 于 一 阶 罗 辑 之 上 的 独立 存在 的 公理 化 系统 . 它 
有 如 下 两 个 原始 符号 : 

es 一 一 三 元 亩 词 符号 ,sCryy) 解释 成 以 模糊 度 w 是 yy 的 元 素 ; 

<< -一 一 二 元 谓词 符号 .解释 成 模糊 度 的 序 . 模糊 度 是 一 个 定义 概 
念 , 将 在 下 文中 给 出 定义 ,因为 ZB 中 的 个 体 都 是 模糊 集 而 无 其 他 ,所 以 ， 
这 就 先 验 地 规定 了 ,模糊 性 的 质量 (模糊 度 ) 自身 也 是 模糊 集 . 

以 下 依次 给 出 ZB 系统 的 非 逻 辑 公 理 , 并 对 各 公理 作 一 些 说 明 . 

模糊 外 延性 公理 : 

ZB1 YrVyL VzVwele rw el, yy 一 并 一 yl. 

这 就 是 说 ,两 个 模糊 集 x 和 > 要 相等 , 仅 须 任何 无 素 在 相同 的 度 之 下 同 
上 时 属于 过 和 >- 须 指出 的 是 .这 也 包括 了 有 的 元 素 在 任何 度 之 下 既 不 属于 
工 也 不 属于 >. 

模糊 函数 化 公理 : 

ZB2 VvYVwYV ry zel(z x DANAsCzyrr) > v= vw]. 

此 即 若 一 个 模糊 集 以 某 个 度 是 另 一 模糊 集 的 元 素 , 则 这 个 度 是 唯一 的 . 
故 模 糊 s 关系 可 以 看 作 是 二 元 函数 , 妈 当 szyyye) 成 立时 ,rw 可 看 作 是 
由 一 yy 唯 一 确定 的 函数 值 wkr,Cz). 显然 ,这 与 Zadeh、Brown 等 人 的 模糊 集 
合 论 的 方法 是 一 致 的 . 

为 了 形式 化 地 定义 “zu 是 度 ”, 我 们 只 需 引 和 如 下 定义 : 

定义 T Dr)*> 了 丑 = 习 Cs(>. 工 ,2L))- 

我 们 想 使 记 有 的 度 二 的 之 关系 是 半 序 .并 且 其 中 有 最 大 元 ,任何 两 

个 度 有 最 大 下 界 . 这 都 反映 在 以 下 的 序 公 理 ZB3 之 中 . 
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序 公 理 : 
ZB3 YuVvvoV eol Cu 一 JaAPDPIrACDPDCa)y 一 2 < 2) 
人 《5 和 站 人 和 雪 下 一 下 二 DA 人 CE 雪人 人 委 了 友 一 区 委 世 ) 
ACDOu AD -> Fw ss As DA (Dw’) 
A 人 rz uNAw Lv A Iw DC 六 ) 
AVulCDeu) 一 < ww ))]. 
这 条 公理 较 长 ,实际 上 一 共有 6 个 句子 ,确定 了 6 件 事 情 . 第 1 人 各,w 过 
2 一 PCaADCu) 指出 凡 可 在 关系 和 之 下 进行 比较 的 模糊 子 集 都 是 “ 度 ”. 
当然 ,这 并 没有 说 任何 两 个 度 之 间 一 定 可 以 比较 . 以 下 3 名 分 别 确 定 了 
度 之 间 达 关系 的 自 反 性 、 反 对 称 性 及 可 传 性 :DOD 一 u 守 usu 寺 vAv 所 
uvAo 人 ww 第 5 人 句 是 DCwu)ADCv)~r Dw(rw<Eu 
人 wvAVw CD DA Aw vw 二 ro)) ,此 即 对 任何 两 个 
度 uu、v, 都 存在 一 个 最 大 下 界 xw, 它 既 不 超过 ,不 超过 v( 从 而 是 wu、wv 的 
公共 下 界 ), 又 比 uw 的 任何 下 界 w 要 大 . 最 后 一 名 本 PC 人 
VucDOww)—u < 之 ww)) 是 说 ,有 这 样 一 个 度 w, 它 比 任 何 度 w 都 要 大 . 第 
5、6 两 句 所 确定 的 wu、wv 的 最 大 下 界 和 整个 度 中 的 最 大 元 ,由 反对 称 性 可 
以 证 明 它 们 都 是 唯一 的 ;所 以 ,可 以 用 uv 来 记 w 和 ww 的 最 大 下 界 , 用 1 记 


， 度 中 的 最 大 元 ,又 称 为 最 大 度 . 
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以 上 三 条 公理 鹿苑 的 是 基本 概念 8 和 过 的 特征 . 下面 的 ZB4 ~ ZB7 
等 4 条 公理 则 是 由 已 给 模糊 集 造 新 的 模糊 和 集 的 几 种 方法 . 
模糊 对 偶 公 理 : 
ZB4 WYzxzyYyVuyv woL Du ADCV ACT 和 >V 
Cro yAu = v0) fCV ZY wlelz, fot) > 
(二 一 工人 A 记 一 LVCz yAw = wv)))] 
其 合 义 是 .对 任何 工 和 > 以 及 任何 度 w 和 zu , 当 工 和 >y 时 ,或 者 工 一 >y 且 
“一 ?时 ,一 定 存 在 一 个 慷 糊 无 序 对 六， 其 中 仅 有 和 yy 分 别 以 度 w 和 vv 是 
的 元 素 . 显然 ,由 ZB1 ,这 样 决 定 的 了 是 唯一 的 .我 们 记 之 为 1z,y)， 或 
者 {y, 工 } ,但 不 可 记 为 {xX,y)6,， 因 为 这 样 将 成 为 工 以 vv 度 、y 以 度 是 了 
的 元 素 了 .车工 一 > 必须 wz 一 总 就 将 这 个 模糊 无 序 对 (zz)… 记 作 {(z》， 
这 是 一 个 模糊 单 点 集 - 另外 .我 们 还 可 以 注意 到 ,在 经 典 集 合 论 中 , 含 工 、 
y 两 元 素 的 元 序 对 {x,y} 是 唯一 的 ,但 在 这 上 儿 , 由 于 度 的 变化 ,会 二 > 两 
元 素 的 无 序 对 (zy 却 有 无 穷 个 . 最 后 ,将 度 为 1 的 无 穷 对 1z,y) 就 
简 记 为 (zy ,它们 又 成 为 经 典 集 合 论 中 的 无 序 对 了 . 
下 一 条 公理 称 为 模糊 联 集 公理 ,这 是 近代 公理 (或 称 精 确 的 经 典 ) 
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合 论 ZF 系统 中 的 联 集 公理 在 模糊 集 论 中 的 平移. 显然 ,对 给 定 的 模糊 
集 , 我 们 希望 < 的 任 一 元 素 的 任 一 元 素 都 属 十 z 的 联 集 , 癌 题 在 于 它们 
属于 xz 的 联 集 的 度 该 是 多 少 ? 看 来 最 合理 的 规定 应 该 如 下 :假定 s(Ct, 工 ， 
uu》 及 elz:t,zw) ,直觉 地 ,我 们 置 = 以 度 uw 属于 x 是 恰当 的 . 这 好 像 1 与 
以 强度 为 wu 的 强 子 相 联 ,z 与 + 又 以 强度 为 w 的 绳子 相 联 , 则 zz 与 x 之 
间 联 结 的 强度 应 该 是 与 ww 的 最 小 值 . 不 过 我 们 以 和 w 的 最 大 下 界 uww 
来 代 蔡 两 者 的 最 小 值 而 已 . 因为 度 之 间 仅 有 半 序 关系 ,两 者 的 最 小 值 不 
一 定 存 在 ,必须 代 之 以 最 大 下 界 . 然 而. 如果 还 有 另 一 个 志 : 使 得 同一 对 = 
和 并 还 以 太 为 桥梁 相 联 :eCzoi ,ww) 和 elt zx 此 时 又 可 形成 一 个 
uw 成 为 = 属于 ~ 的 度 ,. 我 们 就 面临 着 究竟 选 哪 一 个 作为 = 属于 > 的 度 
的 问题 . 当然 .看 来 最 合理 的 办 法 是 在 ww 和 zw 中 选择 较 大 的 一 个 , 同 
上 理由 ,我 们 就 取 它 们 的 最 小 上 界 . 但 是 ,至 此 我 们 还 没有 此 定 过 度 的 集 
合 的 最 小 上 界 的 存在 性 ,然而 ,这 一 点 是 能 够 做 到 ,不 过 要 等 到 ZB6 给 出 
之 后 .为 了 缩短 模糊 联 集 公理 的 长 度 , 我 们 先 引 人 以 下 的 定义 . 

定义 2 UB(z, XWw DAVEIVuYV vlelz,t uNelt, x ,V0 uv 


< TD) |s 
wo LUBCE,XI > UB, Xs NAVY CUBG= rir rw < tw ). 
注意 =, 工 不 是 度 ,LUBCz=,zr) 也 并 不 是 =,z 的 最 小 上 界 , 而 是 联结 = 与 工 
的 “最 小 上 界 度 ”. 
模糊 联 集 公理 : 
ZBsS vxrjdIfvzCIridu dv(elz,t ,uu Aelt, rx,v)) 
— wlelz, ft) I A VY rolelz, fF, to) 
— ItIudvlelz,t,u Melt,r,v)) 
MAw— LUB(z,Xx))) 
要 注意 的 是 ,模糊 联 集 公理 的 这 种 表达 形式 ,实际 上 断言 了 度 的 其 个 育 
类 ( 即 所 有 联结 x 和 x 的 “上 界 度 ”w 的 类 , 即 满足 定义 2 中 的 BC=， 工 ; 
w) 的 所 有 忆 组 成 的 类 ) 之 最 小 元 的 存在 性 . 因为 它 断 言 :给 定 任 何 模糊 
集 Xx, 有 这 样 一 个 模糊 和 集 f 存在 ,使 得 对 于 任何 xz, 若 3tduvlelz,t,u) 
Ascriyz oo 就 有 也 满足 sCz=y,rr) ,并 且 这 个 ww 就 是 LUBC(z,X). 这 人 句 
话 已 经 断定 ILUBCz,Xx) 的 存在 性 了 ,除非 z 与 x 之 间 不 存在 :使 任何 e (xz， 
iua) 与 st za) 成 立 .假如 我 们 选择 模糊 集合 的 联 集 公理 如 下 : 
YrxIfVvzV welz, fr) ItIuIvle(z, tu) 
Aelts XU AWw OS LUB(z,XT)), 
则 在 满足 eC(zyiyu) 及 stro) 的 tu、wv 者 存在 之 后 ,我 们 还 不 能 断 谊 = 以 
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菜 个 度 ww 属 于 了 ,因为 我 们 尚 不 知道 是 否 存 在 一 个 也 使 世 一 LUB(z,Xx). 

易 证 满 是 ZB5 的 是 唯一 的 , 记 作 UU z. 

下 一 公理 是 模糊 替换 公理 模式 . 我 们 用 yi 记 wa yz ,uD) ,其 
中 sts,u, 都 是 yy 的 自由 变 元 . 

模糊 替换 公理 : 

ZB6 邻 yg(s.z;P1) 及 (zxz,tw;B:) 是 ZB 的 至 少 售 两 个 自由 变 元 的 
公式 ,出 


VBYVvBLVsVzVz Ch(s, zB) A s,z 3 五 ) 一 > 一 zz ) 


AVzVwY Ch lx tw PB) A(z rw ;Be) 
Oo we AD VAIy(YVzY wle(lz, yw) 
>»>9sIvClels Tro A Cs zB Ag Cz, tw Be))) 1]. 
这 就 是 说 , 若 ys;z;3B1) 及 gr (zytw;B1) 者 是 从 第 一 变 元 到 第 二 变 元 的 
( 单 值 ) 函数 :那么 :对 任何 模糊 集 z ,我 们 总 可 以 将 其 中 的 元 素 s‘ 它 以 模 
糊 度 习 属 于 zx) 替换 为 任 一 元 素 xz, 并 和 且 让 zz 以 某 个 度 忆 属于 新 构成 的 模 
糊 集 v 要 注意 的 是 ,在 经 典 集合 论 ZF 中 :替换 公理 是 把 集中 的 元 素 任 
意 替 换 为 其 他 元 素 ,而 在 ZB 中 .除了 元 素 的 任意 蔡 换 之 外 ,还 对 “ 度 ” 任 
意 替 换 . 故而 可 把 ZB6 看 作 是 替换 两 次 的 公理 .我 们 还 要 指出 ,公理 中 最 
后 一 式 gy(z,w;Bz) 中 的 z 并 不 是 yi(v,w;PB1) 之 误 , 因 若 写 成 J(v,w; 
五 : ) , 倒 反 而 会 引起 同一 元 素 以 两 个 不 同 的 度 属 于 同一 模糊 子 集 的 下 盾 . 
为 形成 相当 于 寡 集 公理 的 ZB7 , 须 先 引 人 模 糊 子 集 的 概念 . 
定义 3 cve>VzYyrocgeCzy Tw) uw xzAsC= yx))). 易 
证 模糊 子 集 关系 是 自 反 、 反 对 称 及 可 传 的 . 
模糊 窒 集 公理 : 
ZB7 YXIyVz 人 Cr Iwe(lz, yw )). 
注意 我 们 不 能 断言 x 的 模糊 答 集 > 的 唯一 性 ,因为 对 于 的 任 一 子 
集 zz. 我 们 没 法 确定 唯一 的 度 沁 使 (xz,y,w)， 这 诸多 满足 条 件 的 y,; 我 们 
都 称 之 为 二 的 寡 集 .有 人 会 认为 , 取 定 这 个 隶属 度 了 w 会 带 来 方便 ,但 问题 
在 于 ,这 个 唯一 的 隶属 度 记 的 待 选 者 从 直觉 上 看 是 难以 确定 的 .不 过 这 
种 不 唯一 性 并 不 妨碍 系统 的 建立 和 发 展 . 须知 即便 不 是 如 此 约定 ,利用 
ZB6 ,也 还 是 允许 我 们 将 度 加 以 变化 而 得 到 x 的 任何 其 他 的 模糊 舌 集 . 
由 已 知 模糊 集 而 造 出 新 模糊 集 的 4 条 公理 (ZB4 一 ZB7) 就 叙述 到 
此 ,关于 由 它们 还 可 定义 的 其 他 运算 待 稍 后 作出 . 现在 再 给 出 ZB 的 最 后 
两 条 公理 :模糊 正则 公理 ZB8 和 模糊 无 穷 公理 ZB9 ,它们 的 功能 与 ZF 中 
的 正则 公理 及 无 穷 公理 相 类 似 ,; 前 者 使 我 们 证 得 如 下 结果 :没有 一 个 模 
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精子 集 以 任何 度 成 为 自己 的 元 素 , 也 不 存在 无 限 递 降 的 模糊 s 串 . 后 者 
则 无 条 件 地 断定 售 有 无 穷 多 个 模糊 集 的 集合 之 存在 性 . 
模糊 正则 公理 : 
ZBS8 VxL jzIwelz, rx, IzI we(z, r,tw) 人 
yudvlel(y,2,u AeCy, x, vw) | 
模糊 无 穷 公 理 : 
ZB9 3xL 3dvw el rr AV EY welz, r,t) — 
ve {zs {2}} ,x 0) 1. 
至 此 ,ZB 公理 集合 论 i 完毕 . 
以 下 将 由 这 些 公 理 出 发 ,给 出 其 他 一 些 重 要 概念 的 定义 ,并 证 明 一 
些 重要 而 基本 的 定理 . 首先 ,我 们 来 定 义 一 种 “标准 集 ”, 即 其 元 素 都 以 最 
大 度 1 局 于 此 集 . 我 们 可 以 将 它们 视 为 精确 的 经 典 集 合 . 
定 久 4 STD(C(x)<*r VzVY welzy rT ti) rt 一 1). 
任 给 一 个 模糊 集 x, 我 们 可 以 证 明 , 由 之 得 以 确定 唯一 的 一 个 标准 


定理 1 VridlyCSTDCOYYV VzClelz,y 1)» Ivu(el(z, x ,Uv)))). 

证 明 定 尺 ksvz)ers 盖 (za 一 1， 再 用 ZEB6 即 得 . 口 ] 

定理 1 中 唯一 的 y 称 为 x 的 标准 化 集 . 记 作 民 .显然 是 标准 集 当 和 且 
仅 当 工 一 工 . 公理 ZB7 汤 言 让 任何 一 个 模糊 集 x 的 模糊 军 集 的 存在 性 , 然 
而 ,我 们 也 指出 它 不 是 唯一 的 . 不 过 .通过 对 这 些 寡 集 的 标准 化 :我们 可 
以 得 到 xz 的 唯一 标准 模糊 寡 集 ,这 个 守 集 称 为 < 的 强 窜 集 , 记 为 P(x). 

在 ZF 系统 中 . 子 集 公理 可 由 替换 公理 证 出 . 当 我 们 在 ZB 中 摘 清 子 
集 公 理 的 形式 之 后 ,类 似 的 结果 也 可 以 在 ZB 中 证 出 . 

定义 5 模糊 子 集 公 理 是 ZB 中 如 下 形式 的 公式 : 

VBLVzVwYV vo yr, ro PYAD Ev;B) YU 一 rw) 


VXxXIyC(YVzV welz, yt I ve(2, HX, Uv) 
和 ww < 0 A pI))J. 
定理 2 对 于 任何 y(z, 古 ;pp) , 子 集 公理 在 ZB 中 是 可 证 公式 . 
证 明 在 ZB6 中 令 ws,z)*>s 一 ze sp Pw; PB) 八 
习 CsCzyryoANA < 之 即 得 . 
实际 上 , 子 集 公 理 是 说 ,对 模糊 集 x 的 每 一 个 元 素 et 
它 属 于 ~ 的 度 较 小 的 度 ,使 = 以 此 度 属 于 新 造 的 模糊 集 >. 显然 ,这 个 > 是 
> 的 子 集 . 
作为 子 集 公 理 的 一 个 直接 应 用 ,可 以 证 明 模 糊 空 集 的 存在 性 : 
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定理 3 JlyVzy wl el(z, yy, ww)). 

即 伍 何 元 素 = 都 不 以 任意 的 度 属于 这 个 y， 称 这 个 唯一 存 住 的 > 为 
模糊 空 集 , 记 为 全. 

由 定理 2 还 可 以 得 到 . 

定理 4 若 w(xz;B) 是 ZB 中 至 少 有 一 个 自由 变 元 的 公式 , 则 

YBYXAI!lyC(VzVY we(z, yr wre(zr, Tt Ap ;BB))). 

此 定理 实际 上 更 接近 ZF 中 的 子 集 公理 . 

以 下 要 证 明度 的 最 小 上 界 的 存在 性 . 先 给 出 两 个 定义 : 

定义 6 Fsd(x) XxXOGAVZV we(lz, Tw)-* D(z)) 

这 个 工 是 度 的 模糊 集 (fuzzy set of degrees). | 

定 交 7 w= sup(x)™ ESsdGz) A D(C) 

AVzVulelz ru i AY tw (DOrw’) 
AVzVulelz rT Uz a A tw ). 

这 个 w 是 度 的 模糊 集 工 的 上 确 蜡 . 

定理 5 VxCFsd(zx)— 3 1lwlrw 一 sup(r))). 

此 定理 可 以 用 ZB6 和 ZB5 证 明 , 因 证 明 较 长 , 限 填 篇幅 , 略 去 . 作为 
定理 5 的 特例 ,考虑 两 个 庆 wx 和 wv,; 知 存在 唯一 的 避 一 sup({u,v}). 我们 
给 出 以 下 定义 . 

定义 8 今 DGD),DCv), 则 唯一 的 志 一 sup({uyv)》 称 汶 w 和 ww 的 
最 小 上 界 , 记 为 w 十 己 

前 面 已 定义 了 模糊 集 的 模糊 联 集 ,然而 在 那儿 并 没有 定义 两 个 模糊 
集合 的 模糊 并 集 . 我 们 知道 .在 精确 性 经 典 集 合 论 中 ,aa UP 被 定义 为 U 
(ap). 我 们 想 平 移 这 个 定义 ,似乎 应 当 考 虑 模糊 性 ,就 是 说 给 定 Xx,y>; 我 
们 可 以 有 许多 其 元 素 仅 是 zx 和 > 的 模糊 集 {x,y),,;,; 因 此 ,也 就 有 许多 不 
同 的 模糊 并 集 . 比 如 说 定义 Uwoy 一 U (CCzyyjo) 似乎 也 是 合理 的 . 然 
而 .由 这 个 定义 ,我 们 不 能 期 望 得 到 经 典 的 结果 的 类 似 物 ,比如 工 宇 工 
Uy. 因为 我 们 可 以 有 一 个 元 素 以 度 友 属 于 ,但 它 却 以 较 亡 为 小 的 度 
wu 属于 工 Uj iy. 

作 了 这 一 番 考 察 之 后 ,我 们 发 现 最 适宜 的 定义 是 Uy 一 《({zz， 
y)). 此 即 ,我 们 把 两 个 模糊 集 的 并 集 看 作 是 一 个 标准 集 的 联 . 换 句 话说 ， 
在 把 两 个 模糊 集 归 并 为 一 时 不 存在 模糊 性 ,模糊 性 仅 存 在 于 各 模糊 集 之 
本 身 . 由 这 个 定义 ,我 们 看 到 精确 性 经 典 和 集合 论 中 许多 关于 两 个 集合 之 
并 的 结果 ,都 可 类 推 到 ZB 之 中 . 

定理 6 VaVvVvbVvVvuvYVvVwyVez 
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《is(zy cy AN 人 sz zz) 一 sz 人 bu v), 
(iiDeC(zsas UA Vu elz PoD)) 一 ECzyc () b,u), 
《iii) eCzsa (br Dulelzsas uu Au < ww) 
V jvCelz, bv0) A < oO). 
定理 7 YavobYcewd 
(Da Lo 一 ppUaw， 
(iDacCaUb, 
(iiDDa SC bra (J b= b, 
(iv)e (ja 一 ca， 
(va LU 二 和 
CvibuecoAccGadauUc 一 5Uv， 
(vii)(a lj pc 一 atU BU oo. 
现在 来 定义 模糊 交 . 为 此 ,我 们 先 使 用 如 下 公式 的 一 个 简 记 : 
zo re Dw)A ViCAIule(lt,r,u)) 
— uezst,0)) A VtiVuV vlelt, Tu) Nelz,t, UU) 
ri AOA Vw Dw AVYVIVuYv vlelt,r,u) 
AeCzst Or EL ul) 一 <) 
显然 ,yy 是 以 它 的 第 二 个 变 元 ww 为 结果 的 一 个 函数 , 即 给 定 = 和 x 工 ,只 有 
唯一 的 一 个 wwC( 如 果 存 在 的 话 ) 使 y(z,w;X) 成 立 . 此 时 ,我 们 可 以 利用 
子 集 公理 得 到 下 面 结 
IIyCVzVwlelz, yr Tw) er dvlelz, LU vu) 
Nt Ev AW, Ts TT) ). 
定义 9 以 上 这 个 唯一 的 > 记 作 门 x, 称 之 为 zz 的 模糊 交 . 
有 些 不 同 于 精确 性 经 典 集合 论 的 情况 会 发 生 . 我 们 考虑 基 个 上 以 很 
小 的 度 2 属于 二 , 则 门 工 只 能 以 委 x 的 度 含 有 一 切 元 素 . 这 样 就 可 能 有 福 
yy; 但 却 门 x 生 门 y,; 这 与 精确 性 经 典 集 之 交 的 性 质 相 悖 .不 过 我 们 若 
按 如 下 方式 定义 两 个 模糊 集 的 模糊 交 之 后 ,它们 的 性 质 却 是 与 精确 性 经 
典 集合 论 中 两 个 集合 之 交集 的 性 质 相 同 . 
定 闵 10 amebP— 门 tia,b}. 
定理 8 Va VboVvzVwelzsa 门 btw er Ju Ivlelz,a,u) 
AN 人 asECzyovu)Am = uv) |]. 
这 个 定理 是 显然 的 .正面 的 这 些 性 质 则 全 是 精确 性 经 典 集 合 论 之 定理 
的 翻版 . 
定理 9 VaVpVcYVc 
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(Da Momo a,; 

CiDCa M6 Mec=oaNN (BN oo, 

(iiDa Noua, 

Civu coera 门 训 一 一 ， 

(va 站 ce 一 c， 

(vyvDaNgB = BS, 

(vi Da CbAcCECdrafcCobpNad, 

(viiDa lj Ca 和 5) = 4a, 

(ixa 门 (a Ub) = a. 

最 后 .利用 模糊 正则 公理 ,我 们 能 证 得 如 下 定理 : 

定理 10 VxVvy[rU {r=yU {yzr= yj. 

这 条 定理 是 说 :x 的“ 后继” 车 与 > 的 “后 继 ” 相 等 , 则 z 与 > 相等 . 显 
然 , 我 们 可 以 证 明 VY zxCz 了 U1{z) 天 = 这 与 定理 10 一 起 ,使 我 们 得 以 保证 
满足 模糊 无 穷 公 理 ZB9 的 任何 模糊 集合 x+, 都 必定 含有 无 穷 多 个 模糊 
集 . 

当然 ,我们 还 可 以 在 ZB 系统 中 定义 更 多 的 新 概念 ,证 明 更 多 的 定 
理 , 以 至 把 模糊 数学 所 需要 的 各 种 概念 间 的 关系 都 一 一 刻画 出 来 . 不 过 ， 
一 方面 限于 篇 幅 ,我 们 不 可 能 再 去 进行 这 种 展开 ; 另 一 方面 ,这 种 展开 也 
不 再 属于 数学 基础 的 范畴 ,因而 也 不 在 本 书 讨 论 范 围 之 内 了 . 

我 们 更 关心 的 却 是 这 样 一 个 问题 . 即 本 节 开 法 所 探讨 的 问题 :能 否 
将 布尔 值 模型 就 当 作 是 公理 系统 ZB 的 模型 .从 而 就 在 这 个 意义 上 说 ， 
ZB 就 是 模糊 集合 论 的 恰当 的 公理 化 系统 呢 ? 以 下 的 讨论 表明 ,布尔 值 全 
域 V” 确实 可 以 被 看 作 是 ZB 的 一 个 模型 ;而 前 文 已 指出 ,布尔 值 全 域 已 
经 能 被 很 好 地 看 作 是 模糊 集 的 全 域 ,那么 ,模糊 集合 的 全 域 也 就 能 认为 
是 ZB 系统 的 模型 .或 者 反 过 来 说 ,ZB 公理 系统 就 是 刻画 模糊 集合 论 的 
合适 的 形式 系统 . 

首先 不 难 证 明 ZB 公理 系统 相对 于 ZF 系统 是 相 容 的 . 

定理 11 车 ZF 相 容 ; 则 ZB 相 容 . 

证 明 将 ZB 这 样 解释 到 ZF 中 :把 s(Czvy，z) 翻译 作 工 所 >yA 人 zz 一 
1, 这 样 ,ZB 的 各 公理 都 成 为 ZF 中 的 公理 . 所 以 , 若 ZF 相 容 , 则 ZB 相 容 . 

DD 

本 节 开 始 ,我 们 已 经 用 超 穷 递归 的 方法 定义 了 布尔 值 全 域 V"”. 我 
们 再 依 s 层次 递归 地 定义 V 在 V'” 中 的 髓 入 . 

定义 11 工 二 11,5>|yEr), 这 儿 1 是 布尔 代数 B 中 的 最 大 元 . 
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为 使 V'"” 是 ZB 的 模型 ,进行 如 下 的 解释 : 
Cscxyrvz) 解释 为 
二 EE Donm(Cyry Ar 一 rx(2), 
(iDDw < 解释 为 
Iw vu ,sv E BAW Sv Au = 
其 中 委 是 B 中 的 自然 顺序 . 

定理 12 在 上 述 解 释 下 ,V'” 构成 ZB 的 模型 . 

本 定理 的 证 明 相 当 长 ,我 们 只 能 简要 地 叙述 如 下 : 

我 们 首先 指出 在 该 模型 中 的 度 就 是 B 的 元 率 在 定义 11 中 所 确定 映 
射 之 下 的 象 三 .5 等 等 .外延 公理 、 蚂 数 化 公理 、 序 公理 及 对 候 公 理 都 不 难 
得 到 . 

为 证 明 V'” 中 的 联 和 集 公 理 , 假 设 工 EE VW, 我 们 定义 了 EV” 如 下 

DomCf) = UDom(t) |tE€E Dom(l(xr)}, 
且 对 于 zxzE DomCf/) ,zz 一 ZieatCz) ct， 其 中 人 一 人 = 所 DormCr) 
Az EE Dom(rz)},“。” 表 示 B 中 的 乘法 算 子 . 这 样 我 们 可 证 f 符合 公理 中 
的 要 求 , 即 剖 表 了 并 . 

为 证 vv 中 替换 公理 模式 , 令 EV” 并 定义 yEVW 如 下 
DomCy) = {z €E VE | I €E DomC I AG GIA Iw rw EE 了 NA 办 (= 远 ))). 
里 zz EE Dom(y),y(z) 为 使 得 gr(z,iw) 成 立 的 唯一 ww EE B. 

模糊 子 集 关系 的 定义 之 解释 为 : 工 是 Vv” 中 > 的 模糊 子 集 当 且 仅 当 
PDom(C(x) 守 Dom(y) 生 VzE€ DomCzrz)Crz) < yz)). 为 证 明 V 中 的 
寡 集 公理 ,对 于 了 所 V4 定义 yy 后 V 为 :Dom(Cy) 二 {zEVY|Domt(z) 
< DomCxz)y A YI EE DornCz) 一 zi) < ‘x(t))}， 且 对 于 任何 x EE 
DormCy) ,有 yw(z) 一 工 . 

正则 公理 被 下 述 论 汤 所 证 实 ; 若 xEV” 且 x 了 名 , 则 3xz EE 
Dom(Cx) 满足 Dom(Cz) 门 Dom(x) 一 证 .最 后 ,无 穷 公 理 可 以 利用 通常 的 
归纳 法 来 定义 而 满足 :fo 一 名, fforyfoj 一 1}, 以 及 xx:{f.|ln€ 
ww 一 11 }. 这 个 工 即 为 所 断定 存在 的 无 穷 集 . 

这 就 完成 了 本 定理 的 证 明 . 

最 后 还 可 指出 一 点 ,在 这 个 模型 中 (以 及 更 一 般 地 ,在 ZB 中 ) ,以 度 
0 最 小 度 ) 的 隶属 并 不 是 严格 地 与 ^ 非 隶属 ”同样 ,当然 这 将 与 Zadeh 模 
糊 集 合 论 不 相 吻 合 . 然而 我 们 可 以 从 “外 部 ”就 将 最 小 度 的 隶属 看 成 是 
丰 隶 属 . 
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5.4 中 介 数 学 系统 


至 此 ,我 们 已 讨论 了 两 种 为 模糊 数学 竟 基 的 方案 :其 一 是 直接 利用 
精确 性 经 上 典 数学 的 所 有 工具 和 方法 ,来 构造 各 种 数学 结构 (它们 仍然 是 
经 典 数 学 的 数学 结构 ) ,以 表示 我 们 所 期 望 的 模糊 数学 应 具有 的 各 种 特 
征 ,也 就 是 直接 奠基 于 精确 性 经 典 数 学 之 上 的 方案 . 其 二 则 是 独立 于 已 
有 的 精确 性 数学 之 外 ,重新 专 为 模糊 数学 构造 一 个 公理 化 集合 论 系 统 
ZB. 然而 我 们 要 指出 ,配套 于 ZB 的 逻 输 工 具 仍 然 是 经 典 的 二 值 逻 辑 系 
统 . 我 们 知道 ,二 值 双 辑 是 为 刻 曾 那 类 非 此 即 第 、 非 真 即 假 的 判断 而 建立 
的 ;而 模糊 现象 却 并 不 具有 如 此 的 特性 . 因而 ,用 二 值 逻 辑 作 为 逻辑 工具 
来 构建 刻画 模糊 现象 的 公理 系统 ,与 用 精确 性 集合 论 工 具 来 刻画 模糊 现 
象 一 样 , 虽 也 可 以 取得 成 功 , 却 依然 难于 充分 体现 模糊 性 . 

沟 了 改 袜 这 种 状 沈 ,应 该 构建 特有 的 反映 模糊 性 的 人 逻辑 系统 ,再 以 
这 个 逻辑 系统 为 配套 的 推理 工具 ,建立 特别 反映 模糊 性 的 集合 论 系 统 . 
这 项 工作 已 经 完成 ,这 就 是 本 节 中 将 要 介绍 的 中 介 数 学 系统 . 

我 们 之 所 以 把 该 系统 称 为 “中 介 数 学 系统 ”:, 而 不 称 为 “模糊 数学 系 
统 ”, 一 是 以 示 它 与 现 有 通行 的 直接 奠基 于 精确 性 经 典 数 学 之 上 的 模糊 
数学 有 重大 的 区 别 , 二 来 也 指明 该 系统 建 基 于 “中 介 原 则 ”之 上 . 中 介 原 
则 是 说 :有 些 谓 词 是 有 一 类 所 谓 中 介 对 和 象 的 , 即 该 对 象 对 这 个 请 词 而 言 ， 
既 不 能 说 是 严格 意义 下 的 “ 真 ”, 也 不 能 说 是 严格 意义 下 的 “ 假 ”, 我 们 将 
一 律 称 之 为 “中 介 ” 状 态 . 

这 样 ;我们 首先 就 应 建立 具有 三 种 真 值 ( 即 真 、 中 、 假 ) 的 还 辑 系 统 
以 直接 反映 中 介 原 则 . 中 介 逻 辑 演 算 系 统 CMedium Logic, 简 记 为 ML) 
就 是 这 样 的 逻辑 演算 系统 . ML 由 中 介 逻 辑 的 命题 演算 系统 MP 及 其 扩 
张 系统 MP' .中介 j 偿 辑 的 谓词 演算 系统 ME 及 其 扩张 系统 ME ” 、 中 介 同 
异性 演算 系统 ME、ME' 组 成 .在 ML 中 ,我 们 直接 引 和 对立 否定 词 导 和 
模糊 否定 词 一 ,其 售 义 是 :对 于 谓词 忆 C.) ,如 果 PCx) 为 假 , 就 说 于 P(x) 
真 ;如 果 了 C(x) 沥 中 介 , 则 说 一 PCx) 真 .中介 逻 辑 的 命题 演算 系统 MP 除 
了 它 的 形成 规则 及 其 归纳 定义 之 外 ,共有 十 二 条 形式 推理 规则 ,其 中 内 
有 肯定 前 提 律 (EE).、 传 弟 律 (cr) 和 万 证 律 ( 门 ) (注意 否定 词 站 在 MP 中 被 
定义 汶 卫 PP 二 P 一 一 P, 即 习 PV 一 了) 已 为 经 典 二 值 逻 辑 系 统 所 具有 ,其 
余 缘 为 中 介 逻 辑 演 算 系 统 所 特有 . 具体 内 容 请 读 考 参见 文献 [82]. 

为 了 下 面 阅 读 的 方便 ,我 们 再 指出 ML 中 几 个 符号 的 合 义 . 我们 用 
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AHB 表示 两 个 合式 公式 A 与 B“ 等 值 ”, 姑 对 于 任何 指派 ,A 的 真 值 与 B 
的 真 值 完全 相同 . 注意 它 与 二 值 逻 辑 中 AHB 的 意义 相当 ,但 在 中 介 有 逻辑 
中 ,AHB 却 不 再 表示 A 与 B 等 值 ,而 只 表示 :A 真 时 B 一 定 真 ,B 真 时 人 A 
也 一 定 真 ,但 A 取 中 或 假 值 时 ,对 B 就 没有 限制 要 求 了 .我 们 在 MP” 中 
证 明了 ,AB 当 且 仅 当 : (1)A FB 有 是 一 AF 一 BH 有 AFF 避 B, 或 者 (2)A 
HB 上 且 习 AH 导 TB, 或 者 (3)A <※B 是 永 真 式 . 

现在 , 我们 就 来 简略 介绍 中 介 数 学 系统 中 的 中 介 公 理 和 集合 论 
CMedium Axiomatic Set Theory， 简 记 为 MS) 的 内 容 . 由 于 内 容 较 多 ;， 依 
发 表 时 的 顺序 分 为 六 小 节气 述 . 

首先 ;中 介 公 理 集合 论 系 统 MS 除 承 认 和 使 用 中 介 逻 辑 演算 系统 的 全 部 
形式 符 导 .定义 符 号 和 推理 规则 外 ,还 要 引入 两 个 基本 的 常 谓词 :其 一 是 二 元 
谓词 和 ,解释 并 读 为 “属于 ”, 其 二 是 一 元 常 谓词 ,解释 并 读 为 “小 ”. 


5. 4.1 两 种 谓词 的 划分 与 定义 


先 给 出 精确 谓词 和 模糊 谓词 这 两 个 重要 概念 在 MS 中 的 形式 定义 ， 
并 讨论 和 建立 MS 的 外 延性 公理 和 对 偶 公 理 . 

公理 于 ( 外 延性 公理 ) 4 二 bYVz(zEa~“zE€b). 

这 条 公理 相当 于 ZFC 中 的 外 延 公理 .但 在 MS 中 ,a 与 5 的 相等 由 任 
何 元 素 属 于 两 者 都 要 等 值 来 决定 . 

定义 1( 子 和 集 ) aa 所 bec3uzCz E4 二 过 后 0) 

定义 2( 真 子 集 ) <a CoOuaCCCbA(taZbVa 守 0). 

定理 1 ac 一 大 二 DADCS a. 

公理 下 (对 偶 公 理 ) 3eYVrx EE cL xr aVr = 5)). 

定义 3( 对 偶 集 ) x E€ {a,b}) Ou (TT 一 aVXx ~—= 0. 

定义 4( 单 点 集 ) {a) 一 ula,a). 

定义 5( 有 序 对 ) 人 (a,6> 一 ua({a},{a,bD}}. 

定义 6( 单 点 序 ) 《a》 二 ua. 

定义 7( 有 序 组 ) 《yasy od) 一 ua ar ar nN 一 2,3,4,……. 

以 上 这 些 定 义 都 是 ZFC 系统 中 相应 定义 的 简单 平移 ,但 是 都 必须 考 
虚 到 被 定义 式 取 真 . 假 值 以 及 取 中 值 的 情况 下 的 合理 性 . 以 下 则 要 引入 
MS 中 特有 的 “模糊 谓词 ”和 “清晰 谓词 ”概念 了 . 

定义 8( 模 糊 谓 词 ) fuz Poa 3 3 I Pn ee A 7) 


定义 9( 清 晰 谓词 ) dis ,PO fuz 五 . 
习 四 《1 i 


+ 
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我 们 说 谓词 P 对 于 它 的 变 元 (x1,… ,xs》 是 模糊 的 ,是 指 有 一 组 该 元 
的 值 使 得 忆 取 中 值 . 在 定义 8 中 ,谓词 忆 之 前 的 模糊 否定 词 之 所 以 不 取 
一 ,而 取消 晰 化 后 的 一 ,是 要 保证 , fuz 已 这 个 谓词 本 身 不 再 是 模糊 谓 
词 . 否则 的 话 ,“P 是 模糊 谓词 ”也 不 能 确定 真 假 , 那 就 太 复杂 了 .事实 上 ， 
在 这 两 个 定义 之 下 ,我们 有 

定理 2 dis PVA MATEPCr Tt VAP se xnst) 


定理 3 fuz PV dis PP. 
ER TET 


定理 3 恰好 反映 了 我 们 的 意愿 :一 个 请 词 要 么 是 模糊 请 词 , 要 么 是 
清晰 谓词 ,而 不 可 能 有 这 两 者 的 中 介 . 这 也 说 明 ,我 们 昌 认 为 有 许多 反对 
对 立 均 其 有 中 介 过 下 ,但 并 不 坚持 认为 一 切 反 对 对 立 均 具有 中 介 过 渡 ， 
这 儿 的 “模糊 " 与 “清晰 " 这 一 对 反对 对 立 面 就 是 一 例 . 有 了 清晰 .模糊 请 
词 ,我 们 不 难 定 义 清 晰 集 和 模糊 集 , 并 且 可 以 证 明 已 经 定义 过 的 一 些 集 
合 的 清晰 性 . 

定义 10( 清 晰 集 ) disatSu dis(x EE a). 

定义 11( 模 糊 集 ) fuzasSa fyz(x EE a). 

定理 4 dis{a.b}). 

定理 5 disdal:… ya)? Cn 2 2). 

定理 6 disa 作 disb=—>a 守 bVa 壬 5b 


这 儿 起 是 本 Ce 天 及 的 缩写 . 此 定理 说 ,a 与 5 都 是 清晰 集 ,a 守 bC( 即 一 
Ca SO) 就 不 可 能 发 生 , 同样 < 兰 0( 即 一 《a 一 的 ) 也 不 可 能 发 生 , 见 下 面 的 定 
理 . 

定理 7 disaAdisp=>a< 二 bVa = p. 

最 后 ,我们 可 以 期 望 有 序 对 人 a,p》 具有 与 ZFC 中 之 有 序 对 有 类 网 的 
性 质 , 即 下 述 定理 8. 该 定理 的 证 明 比 较 长 且 有 一 定 的 复 困 性 . 

定理 8 (‘a,b) = (ed) XAa = cAb 一 dd). 


5.4.2 集合 的 运算 


我 们 将 在 本 段 建立 “ 恰 集 ”这 一 重要 概念 ,并 且 引 入 由 集合 造 出 新 
集 的 若干 运算 ,包括 联 、 交 、 外 集 、 中 介 集 .清晰 集 、 卡 氏 积 、 帘 集 等 . 其 中 ， 
处 集 .中 介 集 .清晰 集 是 ZFC 系统 所 没有 的 . 

定义 12( 恰 集 ) a exaP Cryti)cd 了 CT 各 渤 PCz,2)). 上 比 即 ,a 是 
谓词 关于 变 元 x 的 恰 集 ,是 指 x Ea 的 真 值 与 PCx) 的 真 值 完 全 相同 . 
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定理 9 a exaP(x,.t) MAMb exaP (rx,t)->a ©— b. 

此 定理 表明 一 个 谓词 关于 茶 变 元 的 恰 集 是 唯一 的 ,这 使 下 面 的 记号 

定义 13( 恰 集 简 记 ) aa 一 人工 | 已 (zt))》 ca exaP (x,t). 

以 下 将 利用 恰 集 人 简 记 来 引入 一 系列 的 集合 运算 . 

公理 亚 ( 联 集 公 理 ) bb 一 {x 13yCy Ear EE »y))). 

定义 14( 联 集 ) Ua=a(trr| Jy(yE aN\x EE yy)}. 

定义 1S( 联 ) aaUeo 一 aU {a,b}. 

定义 16( 多 元 集 ) (ta ae) 一 da Gary) Le 一 34 

注意 联 与 联 集 的 区 别 : 给 定 a.a 的 联 集 U a 是 用 ea 的 元 素 的 元 素 为 
元 率 的 ;而 对 于 两 个 集合 4a 和 5, 它们 的 联 4a4 U5 是 用 a 的 元 素 以 及 的 
元 素 作 元 素 的 . 

不 难 想 见 , 当 a 是 清晰 集 ,a 的 元 素 也 是 清晰 集 时 ， 联 集 Ua 也 是 清 
上 晰 集 ; 当 ao 都 是 和 清晰 集 时 ,a 与 5 的 联 a U5 也 是 清晰 集 . 这 反映 在 以 下 
定理 中 : 

定理 10 disua 作 Vr(r 所 a>disr)—~>dis (J a. 

定理 11 disa 作 disb=>dis(a (J 5b). 

定理 12 jbp={r|rEaVr eb}. 

定理 12 在 ZEFC 系 统 中 是 很 显然 的 :但 在 MS 中 ,由 于 命题 可 取 中 值 ， 
情况 就 变 得 复杂 了 .依照 前 面 的 定义 :我 们 须 证 3yC(y € (a,b} 人 XE y) 
HxEaVxEb, 可 以 通过 如 下 4 个 推理 的 证 明 而 证 之 :(1)y(yE€ {a， 
bp} AXE y) FxrEaVrEb 2 rEaVvrEbHIyly EE (ablAr EE »), 
(3) 93y(yE fab}ArE yw FACxrE avriED,4 NrEaVvrEb)F 
IyCy EE ab Nr 和 y). 

紧 接 着 的 交集 运算 与 上 面 平 行 展 开 . 

公理 人 (交集 公理 ) 35(6 一 {XX| Vy(yEaxrE€E yy)}). 

定义 17( 交 和 集 ) 站 a 一 (x1 Vy(yEa Kr EE >))， 

定义 18( 交 ) a 门 5 一 «4 门 (ao). 

定理 13 disaNA Vxcr EE a>disr)=—>dis 门 a. 

定理 14 disaAdise 一 dis(a 门 2). 

定理 1S 2 和 门 2 一 (人 rz 工 所 CAE ob}. 

下 一 个 要 定义 的 集合 Ce 我 们 


知道 ,在 ZFC 系统 中 ,通常 的 一 个 集合 之 补 不 再 是 ZFC 中 的 集合 , 因 若 
阶 认 补 集 的 存在 将 会 在 ZF 这 中 引起 入 论 ， 所 以 只 能 讨论 差 集 或 相对 补 
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集 . 然而 从 我 们 的 思维 规律 看 ,有 了 集合 ,立即 就 会 想到 它 的 (绝对 ) 补 
集 , 这 是 很 自然 的 事 .- 在 ZFC 中 不 允许 补 集 的 存在 是 为 了 避免 悖 论 , 而 不 
是 对 思维 规律 的 最 恰当 的 反映 ; 当 我 们 能 用 其 他 的 办 法 (不 是 像 ZFC 系 
统 , 用 限制 集合 大 小 的 办 法 ) 避免 迟 论 之 时 ,我 们 当然 希望 引入 补 集运 
算 ,现在 我 们 更 确切 地 称 之 为 “外 集 ”: 

公理 V (外 集 公理 ) 5p 一 {x | 区 a}). 

定义 19( 外 集 ) co 一 ur | 工人 a}. 

下 面 这 几 条 关于 外 集运 算 的 性 质 是 易 证 的 . 

定理 16 uu-- ua. 

定理 17 (au Up) =a No. 

定理 18 (a 站 6 一 ua Ub. 

定理 19 disa > disaw -. 

处 集 是 把 集合 外 面 的 元 素 ( 即 不 属于 a 的 元 素 ) 变 为 本 上身 内 部 的 元 
素 . 下 面 的 中 介 集 则 是 把 “中 介 属 于 ” 某 集 合 的 元 素 汇 集 而 成 的 集 ( 当 
然 , 同 时 也 把 集合 外 部 的 和 内 部 的 元 素 都 变 为 中 介 集 的 “中 介 对 象 ”). 

公理 (中 介 集 公理 ) 了 习 6(CG2 一 人 并 | 工 和 所 a}). 

定义 20( 中 介 集 ) a 一 (zl 全 ac). 

定理 20 cc- 一 cr. 

定理 21 -~ 一 aUu. 

定理 22 CU = Ca No DU Ca Noe) UU ca- Neo ). 

定理 23 (CaN = Ca Noe DUCa NU Caf oy. 

正 像 中 介 远 辑 演 算 系 统 ML 中 有 清晰 化 算 符 一 样 ,在 我 们 的 中 介 公 
理 集 合 论 中 也 将 引进 清晰 算 子 , 它 可 将 任何 集合 改造 成 清晰 集 

公理 姬 (清晰 集 公 理 ) db= (xr| rx EE a)}). 

定义 21( 清 上 晰 化 集 ) a 二 {x | 人 (x EE a)}. 

所 谓 a 的 清晰 化 集 , 是 将 a 的 边界 上 的 中 介 对 象 和 外 部 元 素 全 都 推 
向 外 部 ,内 部 元 素 保 持 不 变 而 形成 的 清晰 集 . 清晰 化 集 一 定 是 清晰 的 . 

定理 24 disa.“. 

定理 25 disa=>au” 二 a. 

定理 26 wu?” 一 a". 

定理 27 x EarEeua'. 

定理 28 a4” 一 (a (J a-).. 

定理 29 Cab "=a Ub®. 

定理 30 (CaN ma Neo 
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为 了 以 后 使 用 的 方便 ,我们 还 定义 一 个 集合 的 “ 缩 集 ”如 下 : 
定义 22( 编 集 ) al 二 wa” 门 a. 


定理 31 (1) 所 vc=>z 代 wl， 


(2)x 全 a>ra', 

(3) 工 区 a 一 工区 a!. 

仿照 ZFC ,我 们 再 引入 卡 氏 积 和 适 集 . 

公理 许 ( 卡 氏 积 公理 ) cc 二 {Xx| yjzCyE aN\zEbAA2I= 
Cy,z))}). 

定义 23( 卡 氏 积 aXxXpbp=a{xr| 习 >y> 习 zy 后 <AzE DANA< 工 一 《yy， 
过 >》)》} - 

定理 32 disa 人 disb—>dis(a Xx 6). 

公理 区 ( 宕 集 公理 ) bb 一 {x|xC 和 a}). 

定义 24( 寡 集 ) 纺 二 {xX|XCa}. 

定义 2S( 罕 清晰 集 ) 7c 一 :02 ) . 


s.4.3 谓词 与 集合 本 


本 段 将 给 出 “ 概 集 ”这 个 重要 概念 的 形式 定义 ,并 讨论 和 建立 MS 的 
泛 概 括 公 理 、 替 换 公 理 、 选 择 公 理 和 后 继 怡 集 公理 ,其 中 泛 概 括 公 理 的 建 
立 和 讨论 是 本 d 段 的 中 心 内 容 , 也 是 整个 MS 系统 的 一 个 中 心 内 容 . 

定义 26( 概 集 ) a comP(x,DSr VXC(P(XD>x EE 4)A 人 (了 了 (Cr， 
Li) 一 > 工 乞 c)). 

定义 27( 正 规 谓词 ) 〈i) 若 zy 是 项 , 则 二 和气 y: 工 一 yy 都 是 正规 谓 
词 | ， 

(ii) 车 PP.Q 是 正规 谓词 ,; 则 P 一 Q, 习 PP, 一 PP 都 是 正规 请 词 ， 

(iii) 若 PCait) 是 正规 谓词 ,个体 词 a 在 其 中 出 现 ,z 不 在 其 中 出 现 ， 
以 替换 4 的 所 有 出 再 (相应 地 ,部 分 出 再 ), 则 VY xP(Czx,D( 相 应 地 ， 
xPC(x,t)) 是 正规 谓词 . 

MS 中 的 谓词 是 正规 谓词， 当 且 仅 当 它 能 由 上 述 形 成 规则 
CD (iiD (iii) 经 有 限 步 生成 .PP 是 MS 中 的 正规 谓词 记 为 NorP. 

由 此 定义 知 , 凡 MS 中 谓词 含有 一 或 叶 , 或 售 有 定义 符 导 类、 一 、 妈 、 
一 .当时 ,该 谓词 就 不 是 正规 谓词 . 

公理 X ( 泛 概 括 公 理 ) 对 任何 NorP, 只 要 共 中 不 含 a 的 自由 出 
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dalacomda dx Lx xs ,TA PCr ,srt) )). 

定理 33( 泛 概括 定理 ) 对 于 任何 NorP(zx,z) ,只 要 其 中 不 含 a 的 自 
由 内 现 , 则 ala comP(xr,1)). 

此 定理 就 是 Cantor 概括 原则 的 推广 . 它 断 言 , 对 于 任何 正规 谓词 
PCr) ,不 管 它 是 清晰 的 ,或 是 模糊 的 ,我 们 都 可 以 用 它 来 造 集 ,这 个 集 的 
元 素 是 如 此 确定 的 : 凡 满 足 Pr), 亦 即使 该 谓词 为 真 者 ,就 在 集合 的 内 
部 ; 几 满 足 习 PCx), 亦 即使 该 谓词 为 假 者 ,就 在 集合 的 外 部 ,但 要 注意 , 几 
满足 一 已 Cxz) 者 , 亦 即 使 得 该 谓词 取 中 值 者 .我们 没有 肯定 落 在 集合 的 
何 处 . 事实 上 ,我 们 允许 它们 落 在 集合 外 部 、 内 部 或 边界 上 . 这 样 生成 的 
集合 当然 不 是 唯一 的 ,我 们 将 它们 都 称 为 谓词 P 的 概 和 集 . 初 看 起 来 ,这 种 
由 谓词 仅 能 造 概 集 的 规定 不 符合 Cantor 概 插 原 则 的 要 求 , 因 为 依据 概 
括 原 则 , 任 给 谓词 :应 该 能 造 相 应 的 恰 集 . 不 过 , 当 把 谓词 限定 为 清晰 谓 
词 之 时 ,就 能 得 出 所 要 求 的 结论 了 ,对 此 请 参阅 下 文 5. 5.4 的 相关 内 容 ， 
在 那里 将 会 有 更 直观 的 认识 和 理解 . 

定理 34 disPCz)Aa comP(x)=> disaN\a exaP (x). 

定理 35 对 任何 NorP(x,t) ,只 要 其 中 不 含 a 的 自由 出 现 , 则 
disP(l(xr,1)=> dala exaP (x ,1)). 

因为 不 难看 出 ,Cantor 所 用 来 造 集 的 谓词 全 都 是 MS 中 的 正规 清晰 
谓词 , 故 定理 35 表明 MS 中 全 面 保留 了 Cantor 意义 下 的 概括 原则 . 至 于 
为 什么 Cantor 的 概括 原则 会 引起 导论 (例如 Russell 导 论 ) ,而 我 们 在 MS 
中 辐 样 使 用 之 却 不 会 引起 悖 论 , 将 在 5.4.6 中 专门 讨论 . 

现在 我 们 有 这 两 条 定理 来 构造 全 集 和 空 集 , 并 初步 讨论 全 集 与 空 集 

定理 36 a(a exa(Czr 一 工 )). 

定义 28( 人 全集) 人 一 4 人 (| 工 一 工 }- 

定理 37 YL 所 VV. 

定义 29( 空 集 ) 纪 一 aoV . 

定理 38 VxCxr& GB). 

定理 39 VV 一 OO . 

定理 40 (1)VrCrEV DI),(2Y rreE GY). 

定理 41 VxClx&a) 《a= 9. 

定理 42 disa=>a™”" 一 2. 

定理 43 名 人 一 V "=. 
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为 了 给 出 替换 公理 , 须 先 定义 单 值 谓 词 . 
定义 30( 单 值 调 词 ) ,320x.pCT Trytc3d 了 Ti Ta TaC9DCZI r,t) 人 
1 772 


pTX1 ,Xi3 ,Lt) > 二 一 3 ) 
公理 并 ( 兰 换 公理 ) 对 任何 %Wn glxi,xs,t), 只 要 其 中 没有 4。 的 自 
Tl ro 


由 出 现 , 则 

ValLMea) = Io Mb 人 AP exal I zr E a Agplr, yt))))1. 

替换 公理 是 说 ,对 于 任何 小 集 a ,可 以 用 单 值 谓 词 将 其 内 部 的 元 素 
换 为 其 他 元 素 , 从 而 形成 新 的 小 集 ,这 个 新 集 称 为 a 被 zo 替换 而 得 的 替 
换 集 . 

定义 31L( 和 替换 集 ) repa 一 wy | 本 rz 和 wa ApGzyy)))， 其 中 oCz， 
>y) 是 单 值 谓词 . 

由 替换 公理 不 难得 出 如 下 的 子 集 定 理 : 

定理 44 MCa)=> Ib ME AP exaly € ao 人 wy))). 

下 面 再 给 出 MS 中 的 选择 公理 . 

定义 32( 么 元 素 集 ) Ia)ce2> 习 Ca 一 {x}). 

公理 旭 ( 选 择 公 理 ) 嘱 Ca)AVYzVYyCCzEaAy 和 aAmCz 一 yy))》 一 工 
My= C= IoME AYVrxr EE aNzr CGI NM x)). 

这 就 是 说 ,如 果 小 集 a 中 任何 元 素 两 两 不 交 , 则 可 以 找到 一 个 “选择 
集 ”5, 它 也 是 小 集 , 且 5 与 a 中 每 个 元 素 之 交 为 单 点 集 . 注意 元 素 两 两 不 
交 的 刻画 是 Cz EaAy 后 aAD 门 (zz 一 3)) 一 工 门 一 所 ,而 不 是 Cz E a 人 
y EaAIr = yy) =rN y= 因为 依 后 一 条 件 , 有 时 将 找 不 到 选择 
集 6. 

以 下 我 们 来 讨论 后 继 、 后继 集 和 后 继 恰 集 , 然 后 给 出 后 继 恰 集 公 理 ， 
由 后 继 恰 集 的 存在 性 立即 可 推出 无 穷 集 合 的 存在 -所 以 在 MS 中 我 们 不 
再 另 列 励 穷 公理 . 

定义 33( 后 继 ) of 一 sa UU {a}. 

定义 34( 后 继 集 ) 6 suc acesua CAAM VrtrEbX<rieb. 

定理 45 Ya3bcb suc a). 

定理 46 ~ (bsuca) 和 ~ (aCDANAVrirEboe Ke bb). 

公理 XII( 拓 继 怡 集 公 理 ) 了 MCa)=> 35[5 了 MCbyAbexaV yl(y suca-<x 
所 >y)]. 

定义 3s( 后 继 恰 集 ) a* 一 sf{z | MC(a}y 人 Vyly suca<xE€ yy)). 

所 亩 后 继 恰 集 ,是 针对 小 集 才 设置 的 .实际 上 ,小 集 a 的 后 继 恰 集 是 
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a 的 所 有 后 继 集 之 交 , 也 就 是 a 的 “最 小 后 继 集 ”, 这 一 点 将 在 后 面 证 明 . 
如 果 我 们 能 把 4 的 所 有 后 继 集 组 成 一 个 集合 S, 那 么 后 继 恰 集 a 就 是 S 
的 交集 门 S, 然 而 遗憾 的 是 ,我 们 做 不 到 这 一 点 , 即 无 法 用 泛 概 括 公 理 或 
其 他 公理 将 a 的 所 有 后 继 集 聚拢 为 一 集 , 所 以 我 们 需要 后 继 恰 集 公 理 . 

定理 47 -Maa 一 . 

定理 48 (a)—>a 和 a7. 

定理 49 YXxCxrEar <x Ea’). 

定理 50 Ma a suc a. 

定理 50 是 定理 48、 定 理 49 的 直接 结论 , 它 表 明 小 集 的 后 继 恰 集 必 
是 后 继 集 ,我 们 还 可 证 : 

定理 S51 Ma)-> 306M A suc a). 

定理 52 VCy suca—at CC y). 

这 又 表明 .a 的 后 继 恰 集 是 a 的 所 有 后 继 集 的 子 集 ,因而 (再 加 上 年 
理 50) 是 a 的 一 个 最 小 后 继 集 . 

定理 53 MCao >VYVr(r EarEaVvV jy(yEar:Ay' = rT))) 

此 定理 又 指出 ,小 集 &a 的 后 继 恰 集 a: 中 任何 元 素 , 要 么 是 a 的 元 素 ， 
要 么 是 at 中 别 的 某 元 素 的 后 继 , 而 无 其 他 什么 元 素 . 这 从 另 一 角度 刻画 
了 后 继 恰 集 的 极 小 性 . 

最 后 ,我们 还 通过 如 下 几 条 定理 指出 ,清晰 小 集 的 后 继 怡 集 仍 是 清 
晰 小 集 . 

定理 54 dis AP suc aw=>p”stuc a., 

定理 SS dis a=>dis a”. 

定理 56 MCa}) Adis a 一 习 5( 男 Ce) Adis BAbLb suc a). 
后 继 恰 集 a* 即 为 定理 56 中 存在 的 2. 

这 样 ,如 果 我 们 取 4a 一 名 , 则 知 后 继 恰 集 安 * 是 小 集 , 且 是 清晰 集 ， 
它 就 是 ZF 中 的 ww. 


5.4.4 小 集 与 巨 集 


本 段 引 人 小 集 与 巨 集 的 概念 . 虽然 前 文 已 出 现 了 小 集 符号 只, 并 在 
后 继 恰 集 处 讨论 了 它 的 一 些 性 质 , 但 还 没有 系统 全 面 地 刻画 这 一 基本 概 
念 . 本 段 将 用 一 系列 公理 来 完成 这 种 刻画 ,同时 也 就 结束 了 构造 MS 整 
体 框 架 的 工作 . 
公理 XN (清晰 公理 ) dis 了 (x). 
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即 ,“ 小 集 ” 这 个 概念 认定 为 清晰 的 . 当然 ,这 只 是 我 们 把 自己 的 工作 限 
定 在 清晰 范畴 内 ,以 求 得 问题 的 简化 ;并 不 排除 以 后 再 发 展 为 考虑 "小 
集 ”、“ 巨 集 ”、“ 中 集 ” 的 可 能 性 . 
”定义 36( 巨 集 ) GIG 时 i 习 轴 (0). 

公理 义 V ( 巨 集 公理 ) GICa)VGIC-)VGICa ). 

公理 XV (小 清晰 公理 } (Ca) 早 吸 (a). 

公理 XW( 单 点 小 集 公 理 ) ITC) 二 (Ca). 

公理 X 旭 (小 联 集 公理 ) CODY 人 VrCr Ea=>M(Cr)) 一 了 WCU a). 

公理 X 区 (小 交集 公理 ) 只 (a)A3zrcz EE aA 和 MCr)) 二 了 MCN a). 

这 一 系列 公理 指明 了 我 们 约定 哪些 集合 是 小 集 .它们 的 意义 都 是 清 
楚 明 和 白 的 .由 它们 出 发 ,我 们 可 以 证 明 以 下 这 些 集 合 的 “小 集 性 ”. 

定理 57 MC({a,5}). 

定理 58 Co) AME Ma UP). 

定理 59 Ca Vv MD)—>Ma 门 2)- 

定理 60 (wD Ab Ex 一 中 Co). 

定理 61 MC). 

定理 62 GICV). 

定理 63 MC{a,as, ,0 ). 

我 们 已 经 讨论 空 集 、 单 点 集 、 多 元 集 , 以 及 在 一 定 条 件 下 小 集 的 
并 、 交 . 子 集 等 都 具有 小 集 性 . 我 们 知道 , 当 a 是 小 集 时 ,a 的 清晰 集 a ”也 
是 小 集 . 但 a™ 及 ai 不 一 定 是 小 集 , 并 且 aW 与 a- 中 至 少 有 一 个 是 巨 集 . 所 
以 ,小 集 的 概念 是 针对 集合 的 “内 部 ”元 素 多 少 而 定 的 , 它 与 其 边界 上 的 
元 素 和 外 部 元 素 无 关 . 

为 了 讨论 余下 的 寡 集 运算 、 卡 氏 积 运算 的 小 集 性 ,我 们 又 需 加 和 新 
公理 ,这 也 是 MS 中 最 后 一 条 公理 : 

公理 XX( 小 寡 集 公理 ) 嘱 (Ca)A 嘱 Ca- ) 一 名 (2 ). 

这 是 说 : 当 = 和 a 的 中 介 集 47 均 为 小 集 时 ,a 的 寡 集 天 也 是 小 集 , 初 
看 起 来 ,只 需 规定 中 Ca) , 即 可 认为 和 M(B4) ;然而 在 经 典 集 合 论 中 成 立 的 
事实 到 中 介 和 集合 论 中 将 变 得 复杂 起 来 ;如 果 不 规定 Mca ) ,那么 a 的 子 
集中 可 以 有 许多 许多 个 其 “内 部 ”元 素 相 同 , 但 “边界 ”元 素 各 不 相同 ( 它 
们 仍 算是 不 同 的 子 集 ) ,所 以 此 时 就 不 能 保证 其 罕 集 SC( 以 a 的 这 些 子 集 
为 元 素 ) 仍 是 小 集 了 .不 过 , 当 a 是 清晰 和 集 时 ,我 们 只 需 a 是 小 集 即 可 保 
证 2 是 小 集 . 

定理 64 Mca) 人 dis a— MI ). 
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定理 65 MC(a)=> 350Mb) Ab exalx Ca Adis xr)). 

对 于 小 集 a, 我 们 可 以 把 a 的 清晰 集 a" 的 一 切 清 晰 子 集 工 概括 成 小 
集 5, 这 个 小 集 称 交 a 的 清晰 军 集 ,注意 它 与 定义 25 中 的 窒 清 晰 集 有 所 不 
同 . 

定义 37( 清 晰 宪 集 ) Sd(a) 二 s(x | MC(a) Ax Ca Adis zx}. 

易 证 以 下 两 条 定理 . 

定理 66 (dCa)). 

定理 67 dis(d(a)). 

最 后 来 讨论 卡 氏 积 的 小 集 性 . 为 此 ,只 需 用 某 个 小 集 作 为 a X55 的 扩 
集 凤 可, 我们 通过 下 面 的 各 定理 做 到 这 一 点 : 

定理 68 和 RCO YAMOOAT EE aNy E 6 一 人 zy) € Gd(Dd (a UP)). 

定理 69 MC AAMCO ->a 0 uda UU 65)). 

定理 70 叫 Cc)A 中 io) 一 只 (Ca x bb). 

至 此 ,各 种 运算 之 后 对 于 集合 小 集 性 的 影响 讨论 完毕 . 


5.4.5 MS 与 ZEC 之 间 的 关系 


如 所 知 , 作 为 精确 性 经 典 数 学 的 理论 基础 的 ZFC 公理 集合 论 系 统 ， 
通常 包括 外 延 、 对 偶 、 空 集 、 详 集 、 和 大 和 集 、 替 换 、 分 出 、 无 穷 、 选 择 、 正 则 等 
10 条 非 逻 辑 公 理 . 但 其 中 分 出 公理 可 由 替换 公理 推出 ,而 正则 公理 又 仅 
是 为 避免 悖 论 而 设置 的 ,对 于 由 ZFC 推出 整个 精确 性 经 典 数 学 不 起 作 
用 .所 以 ,我 们 只 要 在 MS 中 对 个 体 和 谓词 加 以 适当 限制 后 ,能 把 上 述 10 
条 公理 中 除 正 则 公理 和 分 出 公理 之 外 的 各 条 公理 均 作 为 定理 推出 ,就 表 
明 整 个 精确 性 经 上 典 数 学 也 能 华 臣 于 MS. 但 同时 ,MS 还 研究 和 人 处理 模糊 
谓词 和 模糊 集合 等 模糊 性 量 性 对 象 , 因 为 MS 在 中 介 原 则 和 泛 概 括 公 理 
的 观点 下 ,不仅 承 认 中 介 对 象 的 存在 ,同时 还 接受 模糊 造 集 谓词 的 使 用 . 
因而 ,可 以 更 广泛 地 说 ,MS 已 经 成 为 精确 经 上 典 数 学 和 研究 模糊 现象 的 不 
确定 数学 的 共同 基石 . 

我 们 首先 指出 ,车 将 中 介 收 辑 演算 系统 ML 中 的 形式 符号 站. 一 、Y、 
一 分 别 视 为 经 典 二 值 还 辑 中 的 否定 词 . 理 洒 词 、 全 称 量 词 及 等 词 , 则 经 
上 典 二 值 居 辑 便 是 ML 的 子 系 统 , 因 为 这 些 轩 和 辑 联 结 词 满足 下 列 推理 规 
则 5 : 

CE AAAICG 一 ,2.…，72). 

(Cr 如 果 了 上 人 (不 室 ) 上 FA, 则 工 上 FA. 
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(一 如 果 工 ,了 A FB,71B, 则 工 上 A. 

‘(=>_) A—B,A FB. 

《=>.》 若 ,A 上 FB, 则 工 上 AB. 

CVY_) VxACxr) FACa). 

CY+) 如 果 研 上 Ala) ,a 不 在 荆 中 出 现 ,; 则 上 FV xACz). 

CI) AGay ae 一 pHFAGC) ,其 中 人 Co) 是 由 ACa) 中叶 的 某 些 出 现 替 换 
六 5 而 得 . 

(C(I; Fa = a. 

再 将 A、V 、 后 、 习 视 为 导出 符 导 ,这 就 形成 通常 使 用 的 经 典 二 值 还 
辑 演 算 系 统 F", 它 仍然 是 中 介 巡 辑 演算 系统 ML 的 子 系统 . 下文 就 以 该 
系统 作为 近代 公理 集合 论 系 统 ZFC 的 配套 逻辑 工具 . 

我 们 用 这 些 有 逻辑 工具 先 在 MS 中 定义 自然 数 系 统 . 

定义 38( 递 归 集 ) Ind(oOSAM(OWAGD E aNAVri(r EE a>rt€ a). 

定理 71 dal(lInd(aDAV rr EE aOVv y(nd(y >xr EE yy))). 

实际 上 ,递归 集 就 是 至 少 含 元 素 放 的 后 继 集 ,而 定理 71 所 肯定 存在 
的 是 最 小 的 递归 集 ,也 就 是 我 们 在 前 文 指出 的 好 的 后 继 恰 集 名 *. 当然 ， 
这 里 的 命题 联结 词 做 了 更 动 ,. 这 是 为 了 使 本 段 的 工作 全 部 能 找 人 ZEFC 中 
而 做 的 技术 处 理 , 但 在 一 定 和 条件 下 ( 即 当 所 考虑 的 集合 均 是 清晰 集 时 )， 
这 种 表达 与 前 文 使 用 一 等 符号 的 表达 是 一 致 的 . 

定义 39( 自然 数 集 ) ca)c3dIndCa2NAVY zz E a Vy(Ind(WY)—>r € »)). 

将 定理 71 中 所 肯定 存在 的 集合 a 称 为 自然 数 集 . 此 集 是 唯一 的 ,但 
我 们 没有 使 用 这 一 性 质 , 这 里 只 约定 “a 是 自然 数 集 ” 这 个 谓词 的 定义 ， 
这 种 记 法 比较 方便 . 自然 数 集 的 元 素 即 自然 数 . 

定义 40( 自 然 数 ) NO Eu aw la) Ab EE a). 

定理 72 VxCN(CGrX)=—>dis(xr)). 

定理 73 (1) NN(0). 

(2)YV CNTICz) 一 人 (Crz+)). 

(3)VZzCNCz) 一 (zz 一 0V 习 >yCNCy)A 工 一 办 ))). 

(4)VrYwCCNICz) AN ATz 一 ) 一 工 一 y). 

《5) Vwx(CNTCz) 一 下 (zf+ 一 0))。 

证 明 (1)、(2)、(5) 都 是 显然 的 , 现 证 (3) 和 (5C47)- 

证 (C3)〉” 设 NCz), 即 存在 a; 使 wla) 人 人 x Ea: 则 由 忆 Ca), 及 定理 
44( 子 集 定理 ) ,存在 下 列 集 合 : 

b={y|lyE€EaA\(y— OV dz(z 所 2A 人 二 一 yy))) 


- 灼 学 与 无 家 现 的 运 辑 茜 融 
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因 0OE5, 且 VyCyEb>y ED), 存 Ind(b) ;从 而 区 E65. 即 x 一 OV 
yyEdAy 一 ) ,显然 这 里 yx 满足 N(y), 故 (3) 得 证 . 

EC4) 设 NCX)ANCy) 作 xX! 一 y', 则 存在 集合 a.5; 使 XE aANw(la) 
及 yEDPAwD). 因 Indla) 及 oo) ,有 > Eu 再 由 只 Cao) 及 定理 44, 存 在 

合 c 王 {zxz|zxEaAUz=z). 因 Uo 一 UU (0U 1{0)) 一 0, 故 0E€Lc. 
设 zEc, 由 本 定理 (2) ,可知 U (x+ 一 UsU {xi}) 二 (Uz)UCU 
{zzUz=z (zz) 一 zy {zz})= zi, 从 而 z+Ec, 苑 Ind(e). 
由 此 可 得 过 所 c 且 > 各 cc 因此 工 一 U 关 一 U y! 一 y.- 故 (4) 得 证 . 癌 ] 

容易 看 出 ,定理 73 中 的 (1) ~- (5) 即 为 Peano 自然 数 系 统 的 5 条 公 
理 . 以 此 5 条 性 质 为 公理 ,并 以 前 述 之 逻辑 系统 为 推理 工具 , 即 可 在 MS 
中 推出 所 有 自然 数 性 质 . 特别 地 ,可 在 下 文中 使 用 自然 数 上 的 归纳 原理 
和 递归 原理 等 .以 下 将 用 和 .ER 等 字母 表示 自然 数 . 

定义 41(n 次 联 集 ) 一 az UMzr =u UY CU"x). 

定义 42( 良 集 ) wxr)eoudisCr) AMCrIA VnY yly 

E Ur—>dis(y) AMCY)). 
我 们 所 定义 的 良 集 , 就 是 本 身 是 小 的 清晰 集 ,其 元 素 也 是 小 的 清晰 集 , 其 
元 素 的 元 素 , 以 及 再 其 后 的 元 素 的 元 素 的 元 素 , 等 等 ,直至 任何 一 层 的 
“子孙 ”, 都 仍 是 小 清晰 集 . 良 集 有 一 个 很 好 的 性 质 , 即 其 元 素 仍 为 良 集 : 
定理 74 wa V(r EC 一 CCz))ANAdis aAMa). 

我 们 在 ZFC 中 所 遇见 的 所 有 集合 都 是 良 集 ,因此 ,我 们 就 把 这 儿 所 
定义 的 良和 集 作为 ZFC 对 象 的 代表 . 为 方便 起 见 , 下 文中 几 良 和 集 均 用 希腊 
字母 g、B、Y 等 表示 之 . 即 YV al"…) 表示 VrCogz) -> …), 习 BC…) 表示 
习 yzrogy7A) 等 . 接 下 来 ,可 以 证 明 下 述 8 个 定理 ,它们 是 : 

定理 75 VaVBGV7yCy Easy € Ba 一 D. 

这 是 ZFC 中 的 外 延性 公理 . 
定理 76 VaVvPBIyYV65C5 € yc 一 av 一 6)). 
这 是 ZFC 中 的 对 偶 公 理 . 
定理 77 习 ucVARB(D 站 (8 所 oa)). 
这 是 ZFC 中 的 空 集 公 理 . 
定理 78 Va3jBVYyY(Y E BI GE acAy € 5)). 
这 是 ZFC 中 的 联 集 公理 . 
定理 79 Va3BVYCY € Be> VSC EE 7y>6 € oa)). 
这 是 ZFC 中 的 寡 集 公理 . 
定理 80 设 w%z,y) 为 只 含 亩 词 € 及 形式 符号 门 .一 人 、V、 了 3、V 、 
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二 的 合式 公式 , 则 
VaVBVY(YaB Away) 一 8 一 7) 
> VadBVvVYy(y € BO I € w 人 WCG 7y))). 
这 是 ZFC 中 的 替换 公理 ,我 们 简要 地 证 明 如 下 : 

证 明 由 MS 的 公理 X (替换 公理 ) 知 , 对 任何 a, 存在 和 集合 5 满足 : 
MbIADL exa( jxlrt oa Avrx, yAwl yy)), 
注意 我 们 取 公 理 XI 中 的 单 值 亩 词 为 %zyy)Azcy)， 易 知 它 仍 是 单 值 谓 

词 . 从 而 有 : 

MOAVYCY E bOILr EE aA r,s y)A 人 roCy)))- (Cx) 
注意 我 们 使 用 的 是 导 符 导 ,所 以 yYE65b 习 xC…) 完全 可 推出 > 所 
5 和 伟 习 xC…), 并 且 a 是 清晰 的 ,a 一 a, 所 以 上 式 中 的 5 加 闭 以 及 a 不 加 图 
都 是 合法 的 . 特别 地 ,我 们 有 VyCy E55>wCy)), 故 wC5”). 可 记 这 个 5 
为 局 

对 任意 YB, 由 上 式 (x*x) 知 ,存在 6 使 6 Ea 且 y(5,7Y). 反 之 ,对 任 
何 y, 若 存在 5 使 SEa 且 yw(6,7), 则 和 习 xCx EE aAyCrz,7Y) 人 wl《yY)), 于 是 
依 上 xx):y 和 所 B. 综 上 知 ， 

Va 习 BYVyCGy 所 BIS 所 aA 6,7))). 

定理 81 3a(0O 所 wa 人 A 人 VBGB8E a—>pB' EE a)). 
这 是 ZFC 中 的 无 穷 公 理 . 

定理 82 Val(YVBVY(BEaNY EaN\ B= 7 > 686€E BNASE 
Y=—> IV Hwy EE aN 0—> I EE SAY € DD)). 

这 是 ZFC 中 的 选择 公理 . 

赋 已 证 明了 对 于 良 序 集 而 言 ,ZFC 中 的 外 延 、 对 偶 、 空 集 、 联 集 、 害 
集 .` 替换 无穷. 选择 等 8 条 公理 都 为 真 :* 又 知道 分 出 公理 可 直 替 换 公 理 
证 出 ;那么 就 把 ZFC 中 除 正 则 公理 之 外 的 所 有 公理 都 在 MS 中 作为 定理 
证 月 出 来 了 .我们 把 ZFC 中 除 正则 公理 以 外 的 所 有 公理 所 构成 的 公理 系 
统 记 为 ZFC ,因而 ZFC 是 MS 的 子 系 统 . ZFC 之 配套 的 推理 工具 已 在 
本 般 开 冻 陈 述 过 了 . 总 之 ,至 此 已 达到 了 本 段 开 头 所 说 的 目的 . 


5.4.6 ”逻辑 数学 悖 论 在 MS 中 的 解释 方法 


我 们 在 5. 4.5 节 中 指出 ,ZFC 中 的 所 有 公理 均 可 在 MS 中 对 个 体 和 
谓词 加 以 限制 后 得 以 证 明 . 我 们 又 曾 指 出 :对 于 展开 精确 性 经 典 数 学 而 
言 ,ZFEC 系统 已 足 , 因 为 正则 公理 在 ZFC 系 统 中 只 是 为 了 避免 悖 论 才 设 
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置 的 ,该 公理 对 于 推出 整个 经 典 数 学 不 起 作用 . 读者 也 许 会 认为 MS 中 
没有 正则 公理 , 则 可 能 要 出 问题 ,例如 MS 能 够 避免 悖 论 的 发 生 吗 ?或 者 
最 起 码 的 ,ZFC 能 得 以 避免 的 悖 论 ,在 MS 中 还 能 有 效 地 避免 吗 ? 本 段 的 
讨论 将 表明 ,历史 上 种 种 逻辑 数学 那 论 ,包括 过 去 在 ZFC 中 无 需 解释 的 
著名 的 关于 多 值 逻 辑 的 莫 绍 控 悖 论 以 及 无 穷 值 导 论 ( 详 见 3.3 节 ), 都 可 
以 在 MS 中 得 到 合理 的 解释 . 

定理 83 acem 人 P(X NL com 一 PCX)—> Ca U Cel ) ) exaP Cr). 


定理 84 VSCDmCS exaxr 全 x))). 
这 两 条 定理 表明 , 若 任 何谓 词 ( 不 管 是 不 是 正规 谓词 ) 都 允许 造 概 
集 , 则 我 们 可 对 任何 谓词 造 恰 集 ,但 如 果 对 任何 谓词 《哪怕 是 正规 谓词 ， 


例如 定理 84 中 的 x EE x) 可 造 丛 集 , 即 会 引起 了 矛盾. 所幸 的 是 ,在 我 们 的 
中 介 公 理 集 合 论 系统 中 ,只 人 允许 正规 请 词 才 可 造 集 , 而 县 只 允许 造 概 集 ， 
这 就 使 得 直接 用 概括 原则 引起 悖 论 的 道路 被 切断 了 .但 是 ,人 允许 正规 请 
词 可 以 造 概 集 是 否 会 引起 子 盾 呢 ? 下 面 的 定理 表明 , 虽 在 二 值 罗 辑 中 可 
能 会 引起 的 矛盾 ,在 多 值 运 辑 中 却 能 得 以 避免 . 


定理 85 a com(x EE zx) Ta € a). 


定理 86 a com(x 区 x)—> (a € a). 

证 明 ” 依 概 和 集 的 定义 ,所 有 xX,X 多 Xx 一 XE a.(x&rx)—> A(x € a),， 
即 二 所 一 * 和 cs 以 并 一 和 人 代 人 ,有 aa 所 aa 入 aa 扣 ca 一 a 冬 aa 亦 即 有 
aa 所 au EE au. 这 在 经 典 逻 辑 中 是 一 个 悖 论 ,也 就 是 著名 的 Russell 悖 论 . 
但 在 中 介 有 逻辑 中 ,这 不 是 说 a 所 4 与 a 皇 a 等 值 , 而 只 是 当 < 冬 4a 真 即 a 和 所 


a 假 时 ,a EeE a 也 真 ; 反 之 ,aa ee a 真 时 ,a 区 a 也 真 . 只 是 我 们 令 a a ,这 
一 切 都 仍 是 可 成 立 的 . 
类 似 地 ,也 可 以 在 MS 中 找到 对 沈 有 罗 悖 论 5 详 见 2.4 节 ) 的 解释 . 
定义 43(n 循环 集 ) cyci(x) 人 OUT 息 工 ， 
Cyc XIA I XI rr EE TAT 各 TAN 人 人 zl 和 TX). Cn 2) 
定理 87 a com 下 cyc(X)—> ~ cyc(a). 
此 定理 之 证 明 与 定理 86 的 证 明 相 做, 即 若 设 cycsCa), 则 会 引起 政 
盾 ,车 设 cyecsCa) ,也 会 引起 矛盾 .所 以 只 有 cycsCa) 取 中 值 才 可 ， 即 有 一 
cycrCa). | 
如 此 看 来 ,在 中 介 逻 辑 中 ,避免 产生 子 盾 的 办 法 是 将 一 些 命题 的 真 
值 推 向 怒 不 走 又 不 假 的 中 间 值 :那么 .对 于 多 值 逻 辑 悖 论 , 又 将 向 何 处 推 
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移 呢 ? 

我 们 先 在 ML 中 定义 一 个 新 的 昔 词 一 : 

Pp qu (pq Vv p. 

又 定义 Cp gorp gq Cp gosap (pg 7 一 1， 2， 

易 证 (1)p 一 gq,;pP Fgq;C(2) 车 TT,p Fgq; 则 TFHp 王 gq,(3)Cp 一 "gH 
《Cp 一 )"q. 这 说 明 一 满足 文献 L140j」 和 文献 L45」」 中 关于 蕴涵 词 的 要 求 . 

定理 88 对 任何 自然 数 n, 总 有 

TpHFva Ta exalr € xz)"p). 

定理 89 a com(lz EE x) "p>aE€E ua. 

定理 88 表明 , 当 了 是 命题 变 元 时 ,谓词 Cz 和 x 一 )"p 的 恰 集 不 存在 
《因为 此 时 可 取 pb 为 不 真 , 依 定理 88 ,就 有 

VaTl(la exak 工 所 x)"p)). 

在 文献 L40] 和 文献 [45] 中 , 莫 绍 把 悖 论 和 无 穷 还 辑 悖 论 都 是 利用 概括 
原则 将 谓词 Cx € x 一 )"p 造 集 而 产生 出 来 的 . 我 们 在 中 介 公 理 和 集合 论 中 
并 不 允许 任何 谓词 均 可 造 恰 集 , 这 当然 使 上 述 两 种 悖 论 无 法 产生 . 此 外 ， 
定理 89 还 表明 ,谓词 (x EE€ xz 一)"p 可 以 造成 概 集 ,并 且 这 个 概 集 a 将 具有 
a Ea 的 “怪异 ”特征 . 

最 后 我 们 来 讨论 Cantor 的 最 大 基数 迟 论 . 由 于 还 没有 定义 “基数 ” 
这 个 概念 ,我 们 可 以 用 “等 价 ” 的 概念 引出 “ 基 小 于 或 等 于 ”、“ 基 等 于 ”、 
“ 基 小 于 ”这 些 概念 ,它们 实际 上 就 代替 集合 取 基 数 之 后 的 比较 大 小 . 


; 
定义 44( 等 价 ) a~~boOrf Ca XbAVrrE a~>Iy(yELDN 
Ty E FAYVYYCY Eb >AIrrE a NAl(r,y) 
EE f° DAWUn CC EE fAUn Cy, x) E€ ff). 
f 
a 一 ba a AME A 3 fla 一 5). 
定义 45( 等 价 ) 《〈 基 小 于 或 等 于 、 基 大 于 或 等 于 、. 基 小 于 等 ) 
a 之 bula CO)YV declc Cb Na cc), 
Ca Ca Ua Ca Ca 
a = bb Aa, a = brula OA Ta), 
Ca Ca Ca Ca Ca 
a < buad oANICOD aa), bo 一 acsada < 一 bb. 
定理 90 和 MM(0)=a 和 之 BU (a). 
Ca 
定理 91 多 (o)=> DUC(a) a). 
由 以 上 两 定理 ,立即 得 : 


定理 92 NM(a)—>a 二 Fd (a). 
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也 就 是 说 .任何 小 集 “ 基 小 于 ” 它 的 清晰 寡 集 . 但 同时 ,我 们 还 有 如 下 的 
定理 . 


Ca 
定理 93 VXxlV 2 zx). 


定理 94 V 学 guUCV). 

定理 95 VzxMr)—=>r € MD)= 3 MND. 

时 然 有 的 集 基 大 于 或 等 于 它 的 寡 集 ,但 它 不 会 是 小 集 , 而 是 诸如 人 
之 类 的 巨 集 . 而 如 果 把 所 有 的 小 集 组 成 一 个 集 ,此 集 不 会 再 是 小 集 5 定 理 
95) ,由 此 可 想见 ,把 所 有 “基数 ” 放 在 一 起 从 合成 一 个 集 , 也 不 会 是 小 
集 ,对 于 这 个 集 :, 它 与 其 寡 集 之 间 的 关系 不 会 再 是 “ 基 小 于 ”关系 . 当然 ， 
有 关 Cantor 最 大 基数 悖 论 的 完全 解释 有 待 于 MS 中 基数 概念 的 精确 建 
立 . 这 儿 仅 是 类 比 地 说 明 一 下 . 


5.5 ”从 计算 机 科学 与 数学 研究 的 角度 
看 中 介 系 统 的 发 展 


$5.5.1 中介 系统 目前 的 发 展 概况 


关于 中 介 系 统 第 一 篇 论文 (文献 L103]) 发 表 于 1984 年 7 月 .如 果 依 
此 计算 的 话 , 则 可 认为 中 介 系 统 的 研究 、 建立 和 发 展 , 已 经 25 和 年 了 . 中介 
系统 是 在 中 介 原 则 观点 下 建立 起 来 的 .并 以 中 介 肥 辑 演算 为 逻辑 工具 的 
一 种 新 的 数学 理论 系统 . 

狭义 的 中 介 系 统 仅 指 中 介 逐 辑 滨 算 系 统 Ml, 它 由 中 介 命 题 逻 辑 演 
算 系 统 MP 及 鞭 扩 张 系 统 MP', 中介 谓词 逻辑 演算 系统 MF 及 其 扩张 系 
统 MF* ,以 及 带 等 词 的 中 介 亩 词 演 算 系 统 ME' 等 5 个 演算 系统 构成 .有 
关 MLCMP.MP .MF、MF* ME- 的 严格 的 语义 研究 ,已 由 潘 振 华 教 
授 等 多 位 到 辑 工作 者 进行 并 完成 , 即 共 可靠 性 、 相 容 性 和 完备 性 均 已 被 
严格 证 明 . 

MI 作为 一 种 有 其 自身 特色 的 三 值 逻 辑 演算 系统 而 言 ,既是 广义 中 
介 系 统 的 基础 部 分 ,也是 构造 中 介 公 理 集 合 论 系统 并 使 之 严格 形式 化 的 
本 套 工 具 . 

广义 的 中 介 系 统 , 则 除了 包含 其 基础 部 分 MI 之 外 ,还 应 包括 下 列 
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已 经 建立 并 发 展 起 来 的 研究 内 容 和 方向 : 

C1) 中 介 代 数 系 统 ( 吴 望 名 . 潘 吟 . 张 东 摩 ). 

(2) 中 介 模 态 逻 辑 系 统 ( 和 分 员 、 张 东 靡 ). 

C3) 中 介 公 理 集 合 论 系统 ( 朱 梧 模 、 肖 问安 ). 

C4) 中 介 证 明 论 系统 ( 钱 舌 ). 

5) 中 介 模 型 论 系 统 ( 朱 朝晖 、 钱 舌 )- 

C6) 中 介 模 型 态 迫 论 系 统 5( 朱 朝晖 ). 

(7) 中 介 不 完全 信息 推理 系统 ( 邓 国 彩 ). 

C8) 中 介 程 序 设计 语言 MILL 及 其 解释 系统 ( 打 云 波 、 徐 宝 文 ). 

C9) 中 介 自 动 推理 的 理论 与 实现 系统 ( 张 东 摩 ). 

C10) 中 介 直 觉 主义 系统 ( 钱 舌 ). 

C11) 中 介 逻 辑 的 非 标 准 化 扩张 系统 ( 富 宁 生 . 张 东 摩 ). 
限于 本 节 的 性 质 与 篇 幅 , 此 处 不 能 对 上 述 种 种 研究 内 容 与 方向 作 进 一 步 
的 详细 介绍 ,只 能 请 有 兴趣 的 读者 去 查阅 相关 的 文献 . 

20 世纪 90 年 代 中 期 以 来 ,又 有 不 少 逻 辑 工 作者 在 中 介 逻 辑 方面 做 
了 有 意义 的 工作 , 详 见 参考 文献 [160] 一 [18o] ,而 其 中 有 如 下 两 项 工作 
值得 专门 指出 如 下 

C1》 由 潘 正 华 教授 所 完成 的 中 介 有 逻辑 之 无 穷 值 模型 的 建立 及 其 在 
知识 表示 与 知识 推理 方面 的 应 用 . 关于 中 介 到 辑 之 无 穷 值 模型 的 建立 有 
重要 意义 .因为 这 样 一 来 .上 文 所 指 ML 作为 一 种 有 其 自身 特色 的 三 值 
逻辑 演算 ,实际 上 只 是 中 介 逻 辑 的 一 个 三 值 模 型 而 已 . 50 

《2) 由 洪 龙 教授 所 完成 的 中 介 真 值 程度 词 的 数值 化 工作 ,并 由 此 而 
开辟 了 中 介 逻 辑 在 工程 科学 方面 的 应 用 前 景 .1 并 且 在 数字 图 像 处 
理 .计算 机 网 络 等 方面 取得 了 令 人 满意 的 应 用 效果 ,其 中 用 于 图 像 滤波 
的 效果 明显 优 于 模糊 数学 方法 和 其 他 方法 . @ 


@ ”相关 论文 已 被 国际 会 议和 杂志 录用 ,2008 年 内 均 可 发 表 , 具 体 作者 和 文章 如 下 : 
[1] 周 宁 宁 , 赵 正 烛 .图像 的 中 介 滤 波 器 算法 与 图 像 中 介 保 真 度 度量 . 电子 学 报 . 
[2] Ning-ning Zhou, Zheng-xu Zhao, Long Hong and Yu-long Deng. “A New Image Edge Detection 
Algorithm Bascd on Measuring of Medium Truth Scale” ,5 IEEE International Conference on 
networking,Sensing and Control, to be published. 


[3] 成 卫青 , 获 俭 、 丁 伟 ,基于 流 特性 和 真 值 程度 的 VOIP 语言 语言 质量 单 端 客 观 评价 ,通信 学 报 . 
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5.5.2 中介 系统 的 哲学 背景 加 


如 所 知 , 向 从 Aristotle 以 来 ;形式 钦 辑 就 区 分 了 反对 对 立 和 蔬 盾 对 
立 . 妇 果 两 个 概念 都 有 其 自身 的 肯定 内 容 ,; 并 在 同一 内 涵 的 一 个 更 为 高 
级 的 概念 中 ,二 者 之 间 存 在 着 最 大 的 差异 ,那么 这 两 个 概念 就 是 反对 对 
立 概 念 . 例如, 善 和 有 恶 , 美 和 丑 , 和 男人 和 女人 等 等 . 又 当 两 个 概念 中 ,其 中 
一 个 的 内 涵 否 定 另 一 个 的 内 涵 , 那 么 这 两 个 概 食 就 是 牙 朱 对 立 概 念 . 例 
如 ,劳动 和 非 劳 动 ,资本 和 非 资 本 ,男人 和 非 男 人 等 等 .其 实 反 对 对 立 概 
念 在 上 日常 生活 、 社 会 科学 和 自然 科学 中 都 是 经 常 使 用 和 无 处 不 有 的 , 数 
学 领域 亦 当 不 会 例外 - 

设 P 为 一 谓词 (概念 或 性 质 ) ,车 对 任 一 对 象 zx 而 言 ,总 是 要 么 完 
全 满足 P, 要 么 x 完全 不 满足 P, 亦 即 不 存在 这 样 的 对 人 象 , 它 部 分 地 满足 
忆 ; 部 分 地 不 满足 P, 则 我 们 就 说 PP 是 清晰 谓词 ,并 简 记 为 disP. 又 若 对 
谓词 已 ,有 某 个 对 象 z, 它 部 分 地 具有 性 质 P, 部 分 地 不 具有 性 质 已 , 则 称 
PP 是 模糊 谓词 ,并 简 记 为 fuzP. 我 们 把 形式 符号 一 叫做 模糊 否定 词 , 解 
释 并 读 为 “部 分 地 ”于 是 一 PCz) 表 示 对 象 zx 部 分 地 具有 人 性质 书 ,而 已 Cz) 
表示 对 象 x 完全 具有 性 质 己 .我们 把 形式 符 导 导 叫 做 对 立 理 定 词 ,解释 并 
读 为 “< 对立 于 ”. 并 把 谓词 P 的 反对 对 立 面 记 为 9P. 如 此 ,我 们 就 用 已 和 
习 P 抽象 地 表示 一 对 反对 对 立 概念 . 而 以 P 和 一 了 P 抽象 地 表示 一 对 蔬 盾 
对 立 概念 . 如 所 知 , 在 经 典 二 值 逻 辑 中 ,形式 符号 一 的 名 称 是 否定 词 , 解 
释 并 读 为 “ 非 ”. 

现任 给 P 和 导 忆 ,如 果 对 委 工 满足 ~-PCx) 区 一 习 PCx), 即 部 分 地 
具有 性 质 P, 又 同时 部 分 地 有 共有 性 质 习 忆 , 我 们 就 说 为 P 和 涪 P 的 中 介 
对 象 , 这 也 就 是 哲学 上 常 说 的 “ 亦 此 亦 彼 ”. 所 谓 “ 此 ”与 “ 彼 ”, 指 的 就 是 P 
与 习 P. 而 “ 亦 此 亦 彼 ”就 是 对 立 面 在 其 转化 过 程 中 的 中 介 状 态 , 即 同一 性 
在 质变 过 程 中 的 集中 表现 . 它 星 现 为 赋 是 对 立 面 的 “此 ” 方 , 又 是 对 立 面 
的 “ 彼 ” 方 . 例如 ,和 茸 明 就 是 黑夜 转化 到 白昼 的 中 介 , 而 黄昏 则 为 白 层 转化 
为 黑夜 的 中 介 . 这 种 对 立 面 的 中 介 概 念 或 对 象 , 从 日 常生 活 到 各 个 自然 
科学 或 社会 科学 领域 中 ,也 是 经 常 运 用 和 处 处 皆 是 的 ,诸如 中 年 就 是 老 
年 与 少年 的 中 介 ,0 是 亦 正 亦 负 的 中 性 数 , 半 导体 就 是 导体 与 绝缘 体 的 
中 介 ,如 此 等 等 . 如 所 知 , 认 识 论 中 也 有 所 谓 对 立 面 总 有 中 介 对 和 象 存 在 的 
基本 原则 ,其 中 所 说 的 对 立 面 ,实际 上 就 是 指 的 反对 对 立 概 念 已 和 习 P. 
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综 上 所 论 :就 是 构造 中 介 系 统 的 哲学 背景 . 


5.5.3 中 介 系 统 的 思想 原则 


如 所 知 ,在 经 典 的 二 值 逻 辑 和 精确 性 经 典 数 学 中 ,除了 拒 不 考虑 和 
研究 普遍 存在 且 为 人 们 所 经 常 使 用 的 模糊 性 质 或 模糊 概念 外 . 特别 是 在 
论 域 的 适当 限制 下 :首先 否认 中 介 对 象 的 存在 .进而 使 在 所 给 论 域 中 , 反 
对 对 立 与 子 盾 对 立 被 视 为 同一 ,以 致 六 已 就 是 汪 已 , 即 如 非 美 即 丑 , 非 善 
即 亚 , 非 真 即 假 等 等 . 

这 就 是 说 ,在 经 典 二 值 迎 辑 演 算 中 :无形 中 贯彻 了 如 下 一 条 原则 :在 
论 域 的 适当 限制 下 , 任 给 谓词 已 和 对 象 上 ,要 么 有 P(x), 要 人 么 有 P(Xz). 
也 就 是 无 条 件 认 为 ,对 任何 谓词 P, 都 没有 工 能 使 有 一 已 Cz) ,不 妨 将 这 
一 原则 叫做 “无 中 介 原 则 ”. 但 应 注意 ,经 典 数 学 并 不 把 该 无 中 介 原 则 作 
为 一 条 公理 明确 列 出 ,只 是 在 系统 的 建立 和 展开 中 无 形 地 把 这 一 原则 的 
精神 贯彻 始终 . 

然而 ,我们 主张 建造 一 压 队 认 中 介 对 象 存 在 的 钦 辑 演算 系统 ML 和 
公理 集合 论 系 统 MS， 即 所 谓 中 介 数 学 系统 MM. 在 MM 中 ,要 贯彻 一 
条 相反 于 “无 中 介 原 则 ”的 原则 . 那 就 是 无 条 件 承 认 , 并 非 对 于 任何 谓词 
P 和 对 得 工 , 总 是 要 么 P(X) 真 ,要 么 习 PCx) 真 . 亦 即 存在 这 样 的 谓词 卫 ， 
有 对 象 zx 使 得 Px) 和 习 PCx) 都 部 分 地 真 . 我 们 把 这 条 原则 叫做 "中介 原 
则 ”. 同样 地 ,我 们 在 中 介 系 统 或 中 介 数 学 系统 中 ,也 不 把 中 介 原 则 作为 
一 条 公理 明确 立 出 ,而 是 在 系统 的 建立 和 展开 中 ,无 形 地 将 中 介 原 则 的 
精神 贯彻 始终 .但 应 注意 ,中 介 原 则 并 不 主张 任何 反对 对 立 面 都 有 中 介 ， 
而 只 是 认为 并 非 任 何 反 对 对 立 面 都 没有 中 介 . 


$. 5.4 数学 研究 对 象 的 再 扩充 


数学 是 从 量 的 侧面 去 研究 客观 世界 的 一 门 科 学 . 它 以 客观 世界 中 的 
量 性 对 象 为 自己 的 研究 对 象 , 但 在 一 定 的 历史 阶段 中 , 园 于 历史 的 局 限 ， 
总 有 这 样 或 那样 的 未 被 数学 地 考察 和 研究 过 的 量 性 对 象 . 例如 ,在 很 长 
的 历史 阶段 中 ,数学 只 能 处 理 静态 的 .有 限 性 的 和 洪 无 限 性 的 量 性 对 象 ， 
这 就 是 常量 数学 的 发 展 和 研究 . 直到 18 世纪 以 后 ,数学 才能 处 理 动 态 的 
量 性 对 象 , 这 就 是 从 微 积 分 学 创立 以 后 的 变量 数学 的 发 展 和 研究 . 而 19 
志 纪 古典 集合 论 的 创立 .标志 着 数学 进 人 处 理 实 无 限量 性 对 象 的 时 代 . 
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这 就 是 Hausdorff 所 说 的 ;:“ 从 有 有限 推 进 到 无 限 , 力 是 Cantor 的 不 朽 功 
续 . ”再 如 确定 性 的 经 典 数 学 只 处 理 确定 性 的 量 性 对 象 , 对 于 随机 性 的 量 
性 对 象 不 作 分 析 研 究 ,而 后 由 于 概率 论 的 诞生 和 发 展 , 标 志 着 数学 研究 
对 象 由 确定 性 到 随机 性 的 再 扩充 . 

20 拱 纪 60 年 代 , 由 Zadeh 创始 而 被 发 展 起 来 的 模糊 集 理论 ,标志 
着 数学 研究 对 条 由 精确 性 量 性 对 和 象 到 模糊 性 量 性 对 但 的 再 扩充 . 问题 在 
于 这 一 扩充 并 没有 在 纯 数 学 的 基础 理论 意义 下 彻底 实现 . Zadeh 的 历史 
功绩 ,在 于 他 是 第 一 个 十 分 明确 地 指出 ,必须 数学 地 分 析 处 理 模 糊 现 象 ， 
同时 又 提供 了 一 种 相对 合理 可 行 的 处理 方法 ,这 就 是 当前 发 展 起 来 的 、 
用 精确 性 经 典 数 学 手段 去 处 理 模糊 现象 的 方法 . 如 所 知 ,Zadeh 是 一 位 
著名 的 控制 论 专家 ,大 量 的 涉及 模糊 现象 的 实际 问题 ,刺激 他 考虑 如 何 
数 党 地 分 析 处 理 这 些 模糊 现象 .加 上 他 的 才智 和 思想 活 坚 .使 他 创建 了 
当今 的 模糊 集 理 论 . 但 因 Zadeh 不 是 纯粹 数学 家 ,专业 的 限制 ,决定 了 
Zadeh 不 能 在 数学 基础 理论 意义 下 去 解决 数学 研究 对 象 的 再 扩充 问题 ， 
同时 也 决定 了 Zadeh 只 能 提供 当前 这 种 相对 合理 的 、 人 处 理 模 糊 现 象 的 方 

中 介 系 统 是 在 中 介 原 则 之 下 建立 起 来 的 一 套 以 ML 为 逻辑 工具 的 
数学 理论 系统 . 不仅 在 ML 中 直接 引进 了 模糊 否定 词 一 和 对 了 江 人 否定 词 刁 ， 
而 且 在 中 介 公 理 集 合 论 MS 中 给 出 了 有 如 模糊 谓 闻 fuz , 卫 ; 清 晰 谓词 


_dis 已 , 概 集 4 comP, 恰 集 a exaP 等 概念 的 形式 定义 . 这 表明 中 介 系 统 


已 在 数学 基础 理论 意义 下 解决 了 模糊 谓词 的 造 集 问 题 . 因而 也 在 数学 基 
础 理论 意义 下 完成 了 数学 研究 对 象 由 清晰 量 性 对 象 到 模糊 量 性 对 象 的 
再 扩充 . 

素 朴 地 说 ,可 将 上 述 概 集 ` 恰 集 等 描述 如 下 : 

定义 1 给 定 谓词 已 .如 果 集 合 A 满足 条 件 : 

(17PKz> FrEA, 

(2) 导 已 Cxr) Fr A. 
则 称 A 为 对 应 于 己 的 概 集 , 记 为 A cemP. 

定义 2 给 定 谓 词 已 ,如 果 集 合 A 满足 条 件 : 

C1>PCXIHXEA, 


(2)~— PCrYH zeEA, 
(3) 导 PCxHZzrEA, 
则 称 A 为 对 应 于 PP 的 恰 集 , 记 为 A exaP. 
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此 处 XA 读 为 x 部 分 地 属于 A. 当然 ,在 精确 性 经 典 数 学 中 , 任 给 
一 对 象 x 和 一 集合 A, 要 么 EA, 要 人 么 x 区 A. 但 在 中 介 系 统 中 ,由 于 对 
立 和 否定 词 习 和 模糊 否定 词 一 的 引进 ,对 象 与 集合 的 关系 也 相应 地 扩张 了 . 


特别 是 给 定 一 个 集合 A, 如 果 没 有 xz 能 使 有 zeA, 则 称 A 为 清晰 集 , 记 


为 disA. 车 对 集合 A, 有 对 和 象 + 使 有 xz 人 A, 则 称 A 为 模糊 集 , 记 为 fuzA. 

显然 ,对 于 任何 A exaP 而 言 ,A 是 唯一 确定 的 . 但 对 于 A cemP 而 
言 ,A 就 未 必 是 唯一 确定 的 . 并 且 谓 词 的 怡 集 一 定 是 该 谓词 的 概 集 ， 
反之 ; 则 未 必 . 然而 当 谓词 PP 为 一 disP 时 , 则 的 恰 集 与 概 集 相 同 , 并 
且 唯 一 确定 . 今 设 PP 为 一 fuzP, 则 如 图 5. 2 所 示 :A,B,C 都 是 PP 的 概 


SC 


图 5.2 
集 ,而且 其 中 之 A 和 C 均 为 清 又 如 图 5.3 所 示 , 晰 集 , 但 B 却 为 模糊 集 ， 
因 从 图 5.2 上 看 ,有 三 个 对 象 是 部 分 地 属于 B 的 .和 集合 品 就 是 P 的 唯一 


图 5. 3 
确定 的 恰 集 ,当然 刀 也 是 已 的 一 个 概 集 . 当然 ,这 里 要 注意 ,对 于 任 一 使 


有 xD 的 x 而 言 ,我 们 不 从 定量 的 角度 再 去 区 分 zx 部 分 地 属于 品 的 程 
度 是 多 是 少 . 再 如 图 5.4 所 示 , 当 PP 为 清晰 谓词 时 ,集合 EE 力 是 P 的 唯 
一 的 恰 集 ,同时 也 是 P 的 唯一 的 概 集 , 即 已 的 概 集 与 恰 集 相等 ,并 且 是 
唯一 确定 的 . 
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图 5.4 


5. 5.5 概括 原则 的 修改 问题 


自从 古典 集合 论 出 现 悖 论 以 后 ,人 们 一 度 发 现 从 概括 原则 出 发 ,能 
导致 互相 韦 盾 的 结论 ,以 致 普遍 怀疑 概括 原则 本 身 就 是 导致 悖 论 的 根本 
原因 . 因而 立足 于 修改 概括 原 则 去 排除 悖 论 的 意见 被 普遍 接受 ,从 而 成 
为 历史 上 排除 悖 论 的 主要 方案 . 而 且 事 实 上 迁 至 目前 为 止 , 几 种 获 致 一 
定 成 效 的 方案 都 涉及 概括 原则 的 修改 .但 所 有 这 些 方案 都 有 一 个 共同 的 
特点 ,这 就 是 在 排除 那 论 的 同时 过 多 地 限制 了 概括 原则 的 合理 内 容 . 因 
而 存在 这 样 一 个 遗留 问题 , 那 就 是 如 何 去 寻 找 一 种 方案 , 它 既 能 排除 悖 
论 ,又 能 最 大 限度 地 保留 概括 原则 的 合理 内 容 . 这 一 遗留 问题 的 求解 ,在 
经 典 数 学 范围 内 不 仅 没 有 解决 ,而 且 看 上 去 难以 在 经 典 数 学 范围 内 获得 
解决 . 

但 在 中 介 系 统 中 ,通过 泛 概 括 公 理 的 引进 ,并 在 中 介 公 理 集 合 论 中 
一 系列 相关 定理 的 证 明 , 最 终 解决 了 这 个 问题 , 即 有 如 下 结论 成 立 ; 

Cx ) 在 中 介 公 理 集合 论 MS 中 , 既 能 有 效 地 排除 历史 上 已 出 现 的 各 
种 那 论 ,又 能 保留 概括 原则 的 全 部 内 容 . 

本 绪论 (x ) 表 上 明 , 对 于 上 述 有 关 如 何 修 改 概 括 原则 的 遗留 问题 ,已 
在 中 介 系 统 中 彻底 解决 . 


5.5.6 经 典 数学 系统 和 中 介 数 学 系统 之 间 的 关系 


如 所 知 ,ZFC 之 所 以 被 公认 为 整个 经 典 数 学 的 理论 基础 ,其 中 有 一 条 
重要 的 理由 ,就 是 由 ZFC 能 推出 整个 经 典 数学 . 而 ZFC 通常 包括 外 延 、 空 
集 、 对 偶 、 并 集 、 血 集 、 子 集 、 无 穷 、 选 择 、 兰 换 和 正则 等 10 条 非 逻 辑 公 理 . 其 
中 的 正则 公理 又 叫做 基础 公理 , 它 对 于 由 ZFC 推出 整个 经 典 数学 是 不 起 
作用 的 ,ZFC 设置 该 公理 之 目的 在 于 保证 EE 关系 的 良 基 性 和 ZFC 之 集 都 
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是 基本 的 .所 以 ZFC 中 用 以 推出 整个 经 典 数 学 的 是 正则 公理 以 外 的 其 余 
九条 公理 .但 这 九条 公理 也 不 是 每 一 条 都 是 必要 的 , 即 并 非 都 是 独立 的 ， 
有 如 子 集 公理 的 设置 ,实际 上 是 为 了 使 用 起 来 方便 且 自 然 ,如 果 不 怕 麻 
烦 , 那 么 有 了 替换 公理 与 其 他 公理 配套 , 便 足以 覆盖 子 集 公 理 的 作用 了 . 
不 论 如 何 ,ZFC 中 除 正 则 公理 以 外 的 每 一 条 非 逻 辑 公 理 均 可 在 某 种 约束 
条 件 下 严格 地 被 证 明 为 MS 中 的 定理 ,对 此 ,读者 可 参阅 5. 4.5 的 相关 内 
容 . 还 应 指出 ,所 说 的 某 种 约束 条 件 是 必要 的 . 如 果 简 单 地 理解 为 ZFC 中 
除 正则 公理 以 外 的 各 条 公理 在 MS 中 无 条 件 地 成 立 , 则 将 导致 悖 论 的 出 
现 , 因 在 MS 中 没有 考虑 ZFC 的 正则 公理 .但 在 所 说 的 约束 条 件 下 米 看 
MS 中 的 这 些 (ZFC 之 公理 ) 定 理 , 则 就 无 须 担 心 悖 论 的 出 现 , 因 为 MS 中 
据 以 排除 悖 论 的 道理 与 正则 公理 的 思想 内 容 无 关 . 我 们 把 ZFC 中 除 正则 
公理 以 外 之 其 余 的 公理 所 构成 的 公理 系统 记 为 ZFC . 

此 外 ,我 们 又 在 文献 [104] 中 严格 证 明了 经 典 二 值 迎 辑 演 算 系 统 是 
中 介 有 还 辑 滨 算 系统 的 子 系统 . 这 也 堪 称 为 中 介 有 逻辑 演 算 系 统 ML 的 一 种 
特色 ,历史 上 ,不 少 三 值 逻 辑 系 统 反 过 来 都 是 经 典 二 值 逻 辑 演 算 的 了 于 系 
统 , 而 MI 却 真正 扩充 了 经 典 二 值 逻 辑 系 统 . 

综 上 所 说 ,我 们 可 以 获 致 如 下 的 结论 :; 即 中 介 系 统 拓 宽 了 经 典 数 学 
的 有 逻辑 基础 和 集合 论 基 础 ,因为 由 中 介 公 理 集 合 论 系统 MS 配 以 中 介 
逻辑 演算 系统 ML 为 推理 工具 ,一 方面 可 以 推出 ZFC 及 其 配套 的 逻辑 
工具 , 即 经 典 二 值 逻 辑 演算 系统 CL, 并 由 ZFC 配 以 CL 后 ,到 可 推出 整 
个 经 典 数 学 , 另 一 方面 ,在 近代 公理 集合 论 ZFC 中 只 人 允许 精确 请 词 可 以 
造 集 ,但 在 中 介 公 理 集合 论 MS 中 ,精确 谓词 可 以 造 集 ,模糊 谓词 也 能 造 
集 . 如 上 结论 可 由 图 5.5 表示 如 下 : 


图 5.5 
其 中 dis 表示 清晰 ,fuz 表示 模糊 .CL 表示 经 典 的 二 值 逻 辑 演算 系统 ， 
CM 表示 经 上 典 数学 .MM 表示 中 介 数 学 或 未 来 的 不 确定 性 数学 . 
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5. 5.7 中 介 系 统 在 计算 机 科学 中 的 应 用 前 景 


在 认识 论 中 有 一 条 重要 原则 , 那 就 是 对 立 面 的 相互 转化 过 程 中 总 有 
中 介 过 渡 现 象 , 妈 所谓 中 介 状 态 或 中 介 对 象 . 它 是 同一 性 在 质变 过 程 中 
的 集中 表现 . 既然 对 立 面 的 相互 转化 普遍 存在 , 则 中 介 状 态 也 必然 普遍 
存在 .那么 从 量 的 侧面 去 研究 中 介 对 象 或 同一 性 在 质变 过 程 中 的 集中 表 
现 就 是 不 可 避免 的 了 . 中 介 系 统 正 是 在 这 样 的 实际 背景 上 构造 的 , 它 当 
然 与 客观 实际 有 着 紧密 的 联系 ,也 就 会 在 实践 中 得 到 应 用 . 

当前 ,人 脑 思 维 的 秘密 尚未 描 开 ,但 普遍 认为 人 脑 思 维 不 是 离散 数 
字 式 的 ,也 不 完全 是 简单 的 是 与 非 的 二 值 逻 辑 演 算 , 思 维 在 本 质 上 存在 
着 过 渡 和 和 中介. 推理 过 程 也 不 是 一 维 的 和 点 线 式 的 ,而 应 该 是 多 维 的 和 
网 状 式 的 . 因而 以 人 的 智能 为 基础 的 计算 机 科学 .就 应 建立 在 承认 中 介 
状态 的 、 能 反映 出 智能 特征 的 逻辑 体系 的 基础 上 .因而 可 以 设想 ,中介 系 
统 将 会 在 计算 机 科学 的 研究 中 ,获得 应 用 并 进一步 充实 和 发 展 其 自身 . 
另外 ,从 技术 的 角度 来 说 ,凡是 涉及 思维 、 推 理 ` 判 断 和 决策 的 地 方 , 志 几 
乎 都 要 涉及 过 渡 现 象 , 即 中 介 对 象 , 所 以 中 介 系 统 也 会 在 这 些 技术 的 发 
展 中 发 挥 作 用 .正如 5.5.1 中 所 已 指出 的 那样 , 洪 龙 教授 的 近期 工 
作 四 0 正好 说 明了 这 一 点 . 

人 工 智能 是 当前 十 分 活跃 的 高 技术 领域 之 一 , 它 的 应 用 领域 十 分 广 
泛 . 当前 的 四 大 应 用 领域 是 :自然 语言 理解 .专家 系统 、 规 划 与 问题 求解 、 
机 器 视觉 . 其 中 自然 语言 的 多 义 性 , 早 在 计算 机 的 处 理 过 程 中 造成 诸多 
不 便 . 对 此 的 早期 研究 只 注重 语法 分 析 , 后 来 发 现 这 样 做 是 片面 的 ,开始 
运用 语义 规则 ,这 就 要 求 计算 机 具有 更 多 的 知识 ,但 是 直到 20 世纪 60 
年 代 末 期 ,仍然 是 语法 第 一 . 直到 20 世纪 70 年代, 出现 了 工 Winograd 
的 自然 语言 理解 程序 , 才 改 变 了 这 个 局 面 .R. Schank 认为 听话 和 说 话 都 
是 语义 第 一 ,而 语义 的 基本 :成 分 是 概念 ,因而 他 在 1973 年 提出 了 “概念 
依赖 理论 ”, 创 立 了 “概念 图 解法 ”. 并 在 计算 机 上 实现 了 用 英语 解释 英 
语 ,用 德语 解释 英语 ,并 作出 推理 性 答 话 等 等 . 现在 这 一 理论 已 十 分 流 
行 ,; 并 已 能 用 来 理解 童话 故事 . 然而 大 量 的 概念 都 带 有 模糊 性 和 亦 此 章 
彼 的 中 介 性 ,因而 只 有 充分 考虑 这 种 客观 存在 的 模糊 性 和 中 介 人 性 ,才能 
使 自然 语言 的 理解 更 加 真实 可 信 . 又 专家 系统 是 近年 来 普遍 感 兴趣 的 领 
域 , 而 目前 的 专家 系统 所 存在 的 主要 问题 还 是 经 验 色 彩 太 浓 , 推 理 过 于 
简单 ,使 用 的 逻辑 工具 大 多 是 一 阶 逻 辑 . 模糊 集 论 的 创始 人 Zadeh 曾 指 
出 :“ 我 的 立场 是 ”-- 这 也 正 是 我 不 同 于 人 工 知 能 的 研究 者 们 的 地 
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方 , 一 一 人 工 智能 中 需要 逻辑 ,但 我 们 所 要 的 不 是 一 阶 人 逻辑 ,而 是 模糊 妇 
辑 , 即 作为 不 精确 或 近似 推理 之 基础 的 逻辑 . ”实际 上 上 ,Zadeh 在 这 里 所 
说 的 这 种 逻辑 ,应 该 是 那 种 以 中 介 原 则 为 背景 ,能 以 反映 不 精确 推理 并 
成 为 其 基础 的 一 种 逻辑 体系 . 

知识 表示 现 有 十 余 种 方法 ,尽管 这 些 方法 都 在 特定 的 场合 获得 了 一 
定 的 成 果 . 但 由 于 排斥 了 客观 存在 的 模糊 现象 和 中 介 状 态 , 因 而 迄今 为 止 
未 能 使 人 工 智 能 真正 地 在 知识 工程 中 获得 完善 的 实际 应 用 . 既然 中 介 系 
统 直 接 以 亦 此 亦 彼 的 中 介 过 流 和 模糊 量 性 对 和 象 为 直观 背景 . 因而 可 设想 ， 
车 能 将 中 介 系 统 应 用 到 上 述 理 论 和 技术 中 , 则 无 论 是 人 工 乱 能 还 是 知识 
工程 的 研究 领域 ,有 可 能 出 现 新 局 面 , 取 得 新 进展 . 同样 亦 如 5. 5. 1 中 曾 已 
提 及 的 那样 , 潘 振 华 教授 的 近期 工作 0 已 经 显示 了 这 一 点 .又 例如 ,中 
介 自 动 推理 的 理论 与 实现 ,中 介 定 理 证 明 器 的 研制 成 功 , 以 及 中 介 逻 辑 程 
序 设计 语言 MILL 的 建立 ,也 说 明了 中 介 系 统 在 计算 机 科学 研究 中 的 应 
用 前 景 . 
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6. 1 两 种 无 穷 观 的 区 别 和 联系 


历史 二, 亚 里 士 多 德 (Aristotle) 是 第 :个 明确 承认 湾 无 限 而 反对 实 
无 限 的 学 者 ,而 略 早 于 亚 里 士 多 德 的 柏拉图 (Plato) 则 是 第 一 个 明确 承 
认 实 无 限 而 反对 洪 无 限 的 学 者 . 自古 至 今 二 和 干 余 年 来 ,坚持 潜 无 限 观 念 
的 学 者 们 和 坚持 实 无 限 观 念 的 学 者 们 ,一 直 是 在 互相 否定 的 模式 中 争论 
不 体 , 并 且 广 泛 涉 及 哲 和 学、 逻辑 .计算 机 科学 理论 和 数学 等 众 雪 领域 , 卷 
人 这 场 争论 的 大 学 者 们 , 留 给 我 们 一 大 堆 有 关 两 种 无 穷 的 率 杆 描述 ;不 
妨 陈 述 一 、 二 如 下 : 

《1) 亚 里 士 多 德 明 确认 为 ,无 限 只 能 是 一 种 潜在 的 存在 ,而 不 能 是 
一 种 实在 的 存在 . 他 说 :“ 因 为 分 割 过 程 永远 不 会 告终 (going) ;这 个 事实 
保证 了 这 种 活动 存在 的 潜在 性 ,但 并 不 能 保证 无 限 独 立地 存在 .02 

(2) 亚 里 士 密 德 说 :“ 室 间 和 时 间 是 可 以 无 限 地 划分 的 (gocing) ,但 并 
没有 被 无 限 地 划分 开 来 (gone). ”1 | 

《3) 见 尔 (Bayle) 说 :“ 如 果 我 们 在 一 此 寸 大 小 的 材料 上 上 划 下 了 无 穷 
多 条 线条 (gone) ,我 们 不 会 作出 这 样 一 种 划分 ,这 种 划分 会 把 亚 里 士 多 
德 以 为 仅 是 可 能 的 无 限 性 (going) 变 成 现实 的 无 限 性 (gone). ”m5 

(4) 列宁 (JIegsnn) 针对 贝尔 所 言 : “如果 我 们 在 一 甘 寸 大 小 的 材料 
上 旭 下 了 无 穷 多 条 线条 Cgone)” 一 语 指 出 :这 就 是 说 ,如 果 我 们 把 无 限 
的 划分 进行 到 底 Cgone) 1!” 号 

C5) 处 尔 CWeyl 指出 ;:“ 布 劳 威 尔 (Brouwer) 使 这 一 点 明确 了 ,自然 
数列 , 它 能 够 通过 不 断 地 达到 下 一 个 数 而 超越 任何 一 个 已 经 达到 的 界 
线 . 从 而 也 就 开辟 了 于 通 向 无 限 的 可 能 性 (going) ,但 它 永 远 兴 和 留 于 创造 
生成) 的 状态 之 中 (going) ,而 绝 不 是 一 个 存在 于 自身 之 中 的 事物 的 封 
闭 领域 Cg&one?. ”5 
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通过 这 些 素 朴 的 描述 ,可 将 潜 无 限 和 实 无 限 的 差别 规范 为 如 下 两 

其 一 从 生成 的 角度 看 , 淤 无 穷 永 远 是 现在 进行 式 Cgoing) ,而 实 无 穷 
却 是 完成 式 (gone). 

其 二 从 存在 的 角度 看 , 潜 无 穷 是 动态 的 和 潜在 的 ,而 实 无 穷 是 静态 
的 和 实在 的 . 

从 而 湾 无 限 的 两 条 基本 性 质 是 : 

1)》 非 有 限 : 从 而 给 出 了 通 回 实 无 限 的 可 能 性 Cgoing): 

(2) 必须 永远 是 现在 进行 式 ; 从 而 否定 了 达到 进程 终极 处 的 可 能 性 
CE gone, Bl going). 

又 实 无 限 的 两 条 基本 性 质 是 : 

C1，》 非 有 限 ; 从 而 给 出 了 通 向 实 无 限 的 可 能 性 (going); 

(2) 必定 是 完成 式 : 从 而 肯定 了 达到 进程 终极 处 (gone). 

例如 ,我 们 常用 [La ,2 表示 坐标 轴 上 的 一 个 闲 区 辣 , 在 La,5j 内 有 无 
穷 多 个 点 , 现 令 变量 xz 在 该 区 间 内 沿 着 X 轴 朝 向 2 点 移动 , 则 变量 二 在 区 
间 内 不 仅 可 以 无 限 趋 近 于 其 极限 点 b(going) ,并 在 区 间 内 最 终 可 达到 极 
限 点 bCgone). 从 而 我 们 可 称 变量 在 [ae 内 以 实 无 限 方 式 趋 向 其 极限 
点 5. 我们 又 常用 (a,5) 来 表示 坐标 轴 上 的 一 个 开 区 间 , 在 (a,6b〉 内 有 无 
穷 多 个 点 ,但 端点 a 和 5 不 在 Ca,5) 内 ,此 时 同样 令 安 量 工 太 该 区 间 内 党 
X 办 朝 向 2 点 移动 ;尽管 点 仍 是 变量 二 的 极限 点 ,但 却 不 在 Ca:2) 内 ,所 
以 变量 x 在 该 区 间 内 虽然 仍 可 无 限 趋 近 于 2 点 Cgoing) ,但 在 区 间 (Cay2) 
内 都 永远 达 不 到 吕 点 Cgoing), 从 而 我 们 可 称 变量 在 Ca,2) 内 以 潜 无 限 
方式 趋向 其 极限 点 2 

又 例如 ,在 数学 领域 中 ,通常 用 符号 O. 来 表示 不 在 实 平面 上 的 一 个 
无 穷 远 点 ,而 变量 x 无 限 趋 近 该 无 穷 远 点 O 〇 ., 则 上 述 潜 无 限 的 两 条 基本 
性 质 在 此 体现 为 : 

<1') 非 有 限 ; 从 而 给 出 了 变量 x 趋向 无 穷 远 点 Os 的 可 能 性 
(going); 

《2 )》 必须 永远 是 现在 进行 式 :从 而 否定 变量 x 达到 无 穷 远 点 Ow ( 非 
gone, going). 

又 上 述 实 无 限 的 两 条 基本 性 质 在 此 体现 为 : 

(1 非 有 限 : 从 而 给 出 了 变量 过 趋向 无 穷 和 过 点 Os 的 可 能 性 
《goOing) ; 

C2') 必定 是 完成 式 : 从 而 肯定 变量 x 必须 达到 无 穷 远 点 O.-.( 非 
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gOINg, gOnNe). 

总 之 , 实 无 限 是 由 现在 进行 式 (going) 转化 为 完成 式 (gone) ,而 潜 无 
限 是 由 现在 进行 式 (going) 强化 为 永远 是 现在 进行 式 (going) ,而 无 论 是 
潜 无 限 还 是 实 无 限 , 向 样 都 是 非 有 限 进程 . 因此 ,我 们 有 : 

症 训 限 进 程 实 无 限 :肯定 达到 进程 终极 处 ‘gone) 3 
游 无 限 : 否 定 达 到 进程 终极 处 《going). 

现在 我 们 再 从 另 一 个 切 人 点 去 进一步 讨论 和 理解 湾 无 限 和 实 无 限 ， 
面 对 我 们 的 研究 对 象 和 事物 ,如 果 采 纳 每 个 每 个 或 逐个 逐个 的 手续 进行 
处 理 或 做 出 判断 , 则 称 之 为 枚 举 手 续 . 在 这 时 ,我 们 就 用 这 一 方式 ,明确 
定义 了 “ 枚 举 手 续 ”这 一 概念 . 有关 枚 举 手 续 的 具体 举例 ,在 各 个 领域 中 
可 谓 比 比 钳 是 , 现 举 例 说 明 如 下 . 

例 1 上 文 所 述 关于 时 空 分 割 之 历史 性 著名 言论 即 为 一 例 . 亦 即 我 
们 在 一 英寸 天 小 的 材料 上 ,如 果 划 一 线条 ,再 划一 线条 ,…， 如 此 无 止境 
地 .一 条 一 条 地 划 下 去 ,只 要 一 直 滞 留 于 这 种 继续 不 断 地 划 的 进程 中 
(going) ,那么 这 一 具体 的 枚 举 手 续 所 面 对 的 就 是 潜 无 限 . 然而 ,就 像 上 
文中 贝尔 所 说 ;“ 如 果 我 们 已 经 在 这 一 英寸 大 小 的 材料 上 划 下 了 无 穷 多 
条 线 ”, 或 者 像 列宁 所 指出 的 :“ 如 果 我 们 把 这 种 无 限 的 划分 进程 进行 到 
底 !1” 这 就 是 说 ,如 果 把 所 说 的 这 个 具体 的 枚 举 手 续 进 行 完毕 (gone), 或 
者 说 穷 举 (gone) 了 这 一 具体 的 枚 举 手 续 , 那 么 这 一 具体 的 枚 举 手 续 此 时 
所 面 对 的 就 不 再 是 潜 无 限 , 而 是 已 经 完成 了 的 实 无 限 , 所 以 无 止境 的 枚 
举 手 续 是 现在 进行 式 (going) ,而 将 枚 举 手 续 进 行 完 毕 , 或 者 说 穷 举 了 这 
一 具体 的 枚 举 手 续 就 是 完成 式 (gone). 简 育 之 ,由 枚 举 到 穷 举 的 转换 ,也 
就 是 由 现在 进行 式 到 完成 式 的 转换 ,也 就 是 由 潜 无 限 到 实 无 限 的 转换 . 

例 2 给 定 一 只 理想 的 空 杯子 G, 再 给 一 个 无 穷 背 景 世 界 中 的 精确 
谓词 已 .我 们 找 来 一 个 满足 下 的 对 象 工 ,就 将 工 投 入 G 中 ,再 找 来 一 个 满 
是 PP 的 对 象 y, 再 将 yy 投入 G 中 ,因为 了 在 无 穷 背 景 世界 中 ,所 以 这 种 逐 
个 逐个 地 找 , 又 逐个 逐个 地 投 的 手续 ,当然 可 以 无 止境 地 进行 下 去 . 但 是 
只 要 这 种 枚 举 手 续 尚 未 进行 完毕 ,而 仍 在 枚 举 的 进程 中 Cgoing) ,那么 它 
所 面 对 的 就 是 潜 无 限 , 又 车 穷 举 了 这 种 枚 举 和 手续, 亦 即 如 果 你 能 够 而 且 
已 经 找到 了 所 有 满足 P 的 对 象 , 并 和 且 又 都 将 其 投 进 了 Gigone), 则 它 此 
时 所 面 对 的 就 是 实 无 限 . 

例 3 从 古代 原子 论 者 德 谋 克 里 特 (Democritus〉 和 古典 集合 论 创 
始 者 康 托 CCantor) 的 观念 出 发 ,任何 一 个 无 穷 集 合 都 是 一 个 实 无 穷 集 
合 . 现 给 定 一 个 无 穷 集 合 A, 再 给 一 个 无 穷 背 景 世界 中 的 选择 标准 了 ,我 
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们 就 可 按 了 在 A 中 选 出 一 个 元 素来 ,再 选 出 一 个 元 素 ,… ,这 种 按 了 在 人 
中 逐个 逐个 地 选 出 元 素 的 手续 :也 是 一 种 具体 的 枚 举 手 续 . 

例 4 康 托 古典 集合 论 中 的 一 一 对 应 原则 用 在 无 穷 集合 上 ,也 是 一 
种 枚 举 手 续 . 因为 任 给 两 个 无 穷 集 合 A 和 巨 ,再 给 一 个 对 应 规则 f, 如 果 
信和 BB 在 之 下 能 够 建立 起 一 一 对 应 关系 ,那么 当 我 们 在 A 中 任 选 一 个 
元 素 , 则 由 了 必 能 在 B 中 找到 唯一 确定 的 元 素 与 之 对 应 ;再 在 A 中 另 找 
一 个 元 素 ., 则 由 又 能 在 中 找 出 与 之 对 应 的 唯一 确定 的 元 素 , 反 之 亦 
然 :因为 AAA 和 日 都 是 无 穷 集 合 , 所 以 .这 种 手续 可 以 无 止境 地 进行 下 去 ， 
所 以 ,这 也 是 一 种 枚 举 手 续 . 

例 S 在 极限 论 中 运用 e-N 方法 所 定义 的 无 穷 大 序列 ,其 思想 方法 
和 布 劳 威 尔 构 造 性 地 构造 自然 数 的 思想 方法 完全 一 致 ,都 是 设 定 一 个 限 
度 , 超 出 这 个 限度 ,再 设 定 一 个 限度 ,再 超出 这 个 限度 ,而 且 不 论 你 设 定 
的 限度 和 有 多 大 ,总 能 超出 这 个 限度 ,所 以 这 种 设 定 超出 ,再 设 定 再 超出 
的 手续 可 以 无 止境 地 进行 下 去 ,因而 ,这 义 是 一 种 具体 的 .典型 的 枚 举 手 
续 . 

形 形 式 式 之 枚 举 手 续 的 实例 是 无 穷 无 尽 的 ,通过 如 上 一 些 实例 的 讨 
论 ,可 知 任何 无 止境 的 枚 举 手 续 :, 所 反映 或 指称 的 只 是 潜 无 限 . 只 有 将 无 
生境 的 枚 举 手 续 进 行 完 毕 , 即 穷 举 了 该 枚 举 手 续 之 后 ,才能 面 对 或 指称 
实 无 限 . 反 过 来 说 ,对 于 实 无 限 而 言 , 由 于 它 必 定 是 完成 式 , 因 此 必须 将 
枚 举 手 续 进 行 完 毕 , 也 就 是 穷 举 了 某 种 枚 举 手 续 . 而 对 于 潜 无 限 而 诗 , 由 
于 它 永 远 是 现在 进行 式 , 从 而 必须 否定 能 将 枚 举 手 续 进 行 完毕 , 亦 即 必 
须 理 定 穷 举 枚 举 手 续 , 因 此 我 们 有 : 

韭 有 限 的 枚 举 手 续 实 无 上限 :肯定 穷 举 该 枚 举 手 续 (gone); 
法 无 限 : 否 定 穷 举 该 枚 举 手 续 (going). 

总 之 ,认识 和 理解 潜 无 限 与 实 无 限 的 切入 点 是 可 变 的 ,但 万 变 不 离 
其 宗 , 那 就 是 实 无 限 必定 是 完成 式 , 潜 无 限 必定 是 现在 进行 式 . 为 此 , 达 
到 也 好 , 穷 举 也 好 , 归 宗 都 是 完成 式 . 又 永远 达 不 到 也 好 ,永远 在 枚 举 进 
程 中 也 好 , 归 宗 都 是 现在 进行 式 . 由 于 现在 进行 式 (going) 不 同 于 完成 式 
Cgone) ,要 举 不 同 于 穷 举 ,永远 达 不 到 不 同 于 达到 ,所 以 潜 匹 限 与 实 无 
限 ,元 论 从 生成 的 角度 还 是 存在 的 角度 看 ,都 不 存在 任何 意义 上 的 等 同 ， 
否则 可 谓 既 不 尊重 前 人 ,也 不 尊重 历史 ,特别 是 对 着 人 两 种 无 穷 观 之 争 
的 大 学 者 们 是 大 不 敬 . 

综 上 所 述 , 至 少 可 以 认为 ,我 们 已 经 在 上 哲学 层面 上 规范 了 潜 无 限 和 
实 无 限 的 区 别 和 联系 . 归纳 起 来 ,无 非 就 是 上 文 所 论 之 一 个 出 发 点 和 两 
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个 切入 点 ,再 次 殉 列 如 下 : 

CI) 一 个 出 发 点 : 
实 无 穷 :必定 是 完成 式 (gone)， 
潜 无 穷 : 永 远 是 现在 进行 式 Cgoing). 
(了 切 入 点 之 一 : 

站 有 限 进 程 | 全 
潜 无 限 : 否 定 达 到 渤 程 终极 处 . 

《 亚 ) 切 人 点 之 二 : 
实 无 限 ; 肯 定 穷 举 该 枚 举 手 续 ， 
漆 无 限 : 和 否定 穷 举 该 枚 举 手 续 . 

可 以 认为 :在 有 逻辑 层面 上 没有 直接 的 潜 无 穷 和 实 无 穷 概 念 ,因为 逻 
辑 只 研究 可 能 性 对 象 ,不 研究 存在 性 对 象 , 而 潜 无 穷 与 实 无 穷 都 是 一 种 
存在 性 概念 ,也 就 是 亚 里 士 多 德 所 说 的 潜在 的 存在 ( 潜 无 限 ，》 和 柏拉图 
所 说 的 实在 的 存在 ( 实 无 限 ). 因此 逻辑 与 无 穷 观 没有 直接 的 关联 性 , 然 
而 间接 的 关联 性 却 必然 是 有 的 ,因为 逻辑 能 为 研究 存在 性 对 象 所 供 推理 
工具 ,就 像 二 值 逻 辑 演 算是 近代 公理 集合 论 的 推理 根据 和 推理 工具 那 
样 . 大 家 知道 ,二 值 远 辑 演 算 中 有 一 个 全 称 量 词 Y ,解释 并 读 为 “每 一 ” 
或 “所 有 ”, 今 后 深入 研究 下 去 ,我 们 将 引进 所 谓 枚 举 量 词 巨 , 只 能 解释 并 
读 为 “每 一 ”, 又 规定 全 称 量词 Vv 只 允许 解释 并 读 为 “所 有 ”. 如 此 在 无 穷 
论 域 中 严格 区 分 了 “每 一 ”( 枚 举 ) 与 “所 有 ”( 穷 举 ) 之 后 , 枚 举 量 词 玉 将 
成 为 研究 与 刻画 潜 无 限 性 对 象 的 有 逻辑 工具 之 一 ,而 全 称 量 词 Y 将 成 为 
研究 与 刻画 实 无限 性 对 象 的 于 辑 工具 之 一 . 并 且 有 逻辑 层面 上 的 “FE” 正好 
相应 于 哲学 层面 上 的 枚 举 进 程 , 而 还 辑 层 面 上 的 “YY” 却 相应 于 哲学 层 
面 上 的 穷 举 手续 . 

就 数学 层面 而 言 ,对 于 潜 无 限 观 念 和 实 无 限 观 念 的 直接 使 用 是 很 普 
遍 的 ,例如 在 极限 论 中 ,为 了 避免 贝克 药 (CBerkeley) 悖 论 , 运 用 aN 和 ee-6 
方法 所 定义 的 无 窃 大 序列 和 无 窃 小 序列 ,完全 采纳 了 潜 无 穷 观 念 的 思维 
方式 . 又 如 在 布 劳 威 尔 的 直觉 主义 构造 性 数学 中 , 则 是 彻底 不 兼容 实 无 
究 观 念 的 ,他 们 完全 和 否认 全 体 自 然 数 能 构成 一 个 封闭 领域 的 认识 ,因而 
从 基于 布 劳 威 尔 对 象 对 偶 直 觉 的 无 止境 地 生成 的 自然 数 的 进程 开始 , 直 
到 展 形 连续 统 的 构成 ,全 部 是 建立 在 永 无 止境 的 潜 无 限 的 观念 之 上 的 . 
但 在 古典 集合 论 和 近代 公理 集合 论 中 ,从 康 托 到 策 梅 罗 (Zermelo) 对 于 
元 穷 集合 的 存在 和 构造 ,都 非常 强调 实 无 限 的 完成 式 . 给 定 一 个 康 托 - 
策 梅 罗 意 义 下 的 无 穷 背景 世界 中 的 选集 谓词 已 , 则 由 P 所 决定 的 唯一 确 
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定 的 无 穷 集合 A 王 (人 zz |Pz)) 是 由 且 仅 由 所 有 满足 谓词 己 的 对 象 工 所 
构成 的 ,这 就 是 在 完全 穷人 举 所 有 满足 已 的 对 象 .的 基础 上 来 产生 这 个 集 
合 A 的. 所 以 在 古典 集合 论 和 近代 公理 集合 论 中 的 任何 一 个 无 穷 集 合 的 
构造 ,都 立足 于 完成 了 的 实 无 穷 观 念 . 

实际 上 : 康 托 古 典 和 集合 论 的 创立 ,标志 着 数学 的 发 展 进 入 了 数学 研 
完 对 象 由 有 限 . 潜 无 限量 性 对 象 到 实 无 限量 性 对 象 的 再 扩充 时 代 . 在 康 
托 以 前 ,众多 数学 家 都 持 潜 无 限 观 念 . 例如 ,大 数学 家 高 斯 (Gauss) 在 给 
舒 马 区 (Heiurich Shumacher) 的 著名 信件 中 就 以 十 分 坚 宕 的 口气 表明 
了 他 的 见解 :“ 我 反对 把 无 穷 量 当 作 一 种 完成 了 实体 来 使 用 ,这 在 数学 中 
是 绝对 不 允许 的 . 无 穷 不 过 是 谈 玉 极限 时 的 一 种 说 话 方式 而 已 .”05 所 
以 道 本 (J. W. Dauben) 在 《4 康 托 的 无 穷 的 数学 和 哲学 》 一 书 中 指出 :“ 康 
托 清 楚 地 意识 到 ,他 的 超 穷 数 和 超 穷 集合 论 面 临 着 传统 见解 的 反对 .他 
著述 《基础 》 一 书 的 自 的 之 一 就 是 论证 这 种 对 于 完成 了 的 、 实 无 穷 的 反 
对 是 毫 无 根据 的 ,他 和 希望 以 一 种 无 可 反 驭 的 方式 来 对 高 斯 那样 的 数学 
家 、 亚 里 士 宅 德 那样 的 哲学 家 以 及 托马斯 。 阿 奎 那 (Thomas Aquinas) 那 
样 的 神学 家 作出 答复 . ”259“ 康 托 相 信 , 反 对 在 数学 .哲学 和 神学 中 使 用 
实 无 穷 是 基于 一 种 广泛 流传 的 错误 见解 . "3 

最 后 ,就 计算 机 科学 理论 这 一 层面 而 言 :, 潜 无 穷 观 念 的 直接 使 用 及 
其 基础 性 是 最 重要 的 ,因为 计算 机 科学 理论 特别 强调 能 行 性 . 大 家 知道 ， 
人 们 对 直觉 主义 学 派 的 历史 性 评价 中 有 一 条 是 完全 肯定 的 , 那 就 是 ;:“ 联 
系 到 计算 机 数学 的 发 展 , 直觉 主义 学 派 的 构造 性 观点 和 方法 有 重要 意 
义 ,他 们 的 能 行 性 要 求 尤其 具有 十 分 重大 的 现实 意义 ,因为 在 使 用 电子 
计算 机 时 ,不 能 不 注意 能 行 性 . ”5 在 无 穷 观 问题 上 ,正如 上 文 所 述 , 直 党 
主义 学 派 及 其 构造 性 数学 系统 ,万 是 彻底 贯彻 潜 无 穷 观 念 , 而 决 不 菊 和 容 
实 无 穷 观念 . 

下 文 将 在 引入 一 系列 简 记 符号 的 基础 上 ,给 出 湾 无 限 和 实 无 限 的 描 
二 证 是 又 全 世 丰 这 二 形式 条 统 时 .所 说 的 一 此 简 记 符号 亦 可 以 作为 相 
应 的 “ 算 子 ”符号 被 引入 . 

(C1) 简 记 符号 “不 ”的 名 称 是 “开放 进行 词 ”. 解释 并 读 为 : 

Ca) 现在 进行 式 ， 


Cb》 每 一 —yE ， 

(c) 枚 举 一 denu ， 

Cd) 无 限 趋 近 于 一 dinma ， 
Ce) 无 止境 地 — ukne 
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2) 简 记 符号 “TT ”的 名 称 是 “ 正 完 成 词 ” 解释 并 读 为 : 
《a) 肯定 完成 式 ， 


Cb》 所 有 =—=a VY » 
Ce) 穷人 举 一 Jexh » 
Cd) 达到 | 一 4Tea 


(3) 简 记 符号 “下 ”的 名 称 是 “ 反 完 成 词 ”. 解释 并 读 为 : 
Ca) 否定 完成 式 ， 


pb) 否定 所 有 ulVv  .; 
(Cc) 否定 穷 举 = 一 df 一 exh > 
Cd) 水 证 达 不 到 yg TIrea 


此 外 :我们 把 “有 限 ” 简 记 为 “fin”:,“ 无 限 ” 简 记 为 “inf”， “ 游 无 限 ” 简 
记 为 “poi”,“ 实 无 限 ” 简 记 为 “aci”, 亦 即 我 们 有 :fin 一 sx%“ 有 限 ”,inf 一 ws 无 
限 ”, poi 一 «ao“ 潜 无 限 ”,aci 一 uo“ 实 无 限 ”. 

如 所 知 , 人 在 古典 集合 论 和 近代 公理 集合 论 中 ,所 请 有 穷 集 合 A, 指 的 
是 存在 着 某 个 自然 数 nEN, 能 使 有 人 A 和 nn 建立 一 一 对 应 关系 , 亦 即 车 有 
3nn€E NAA 7), 则 称 A 为 有 穷 集合 ,并 记 为 ALfinj, 进 而 无 窍 集合 
A 被 定义 为 非 有 穷 集合 ,并 记 为 ALinft], 亦 即 ALinf = 二 we ALfin]. 而 且 所 
有 的 无 穷 集合 C 即 所 有 的 非 有 穷 集合 ) 都 是 完成 了 的 实 无 穷 集合 , 因为 
任何 一 个 无 窃 集 合 A[Linf 一 {xX | P(xX)}), 都 是 穷尽 了 所 有 满足 亩 词 P 的 
对 象 工 汇集 起 来 构成 的 .所 以 在 这 样 的 数学 模型 背景 下 , “无穷 ”被 定义 
为 “ 非 有 限 ”, 从 而 在 那里 ,要 么 坚持 “ 非 有 限 ” 即 “ 实 无 限 ” 的 二 分 法 原 
由, 要么 坚持 “ 潜 无 限 ” 和 “ 实 无 限 ” 之 间 界 线 模糊 而 不 予 明 确 区 分 的 思 
想 原 则 . 在 这 里 ,我 们 将 避 开 这 样 的 数学 模型 背景 ,并 在 更 抽象 的 层面 上 
将 “ 潜 无 限 ” 与 “ 实 无 限 ” 概 念 定义 如 下 : 

aci 一 4 一 fnA 不 AT 了， 

poi 一 afnA 人 和 十 . 
这 就 是 说 ,无 论 是 “ 潜 无 限 ”"(poi) 还 是 “ 实 无 限 ”(aci) ,首先 应 该 不 是 有 限 
Cifin》 并 已 进入 现在 进行 式 ( 人 >, 这 是 “ 淤 无限” 和”“ 实 无 限 ” 的 一 个 共 
同 的 基础 , 亦 即 都 有 了 一 个 通 向 无 限 的 可 能 性 (一 fnA + )，, 然 后 在 这 个 
共同 的 基础 上 ,再 明确 给 定 “ 潜 无限” 和 “* 实 无 限 ” 的 分 界线 . 这 个 分 界线 
就 是 : 实 无 限 必 须 是 肯定 完成 式 (T:YV、exh、rea) ,而 潜 无 限 却 必须 是 否 
定 完成 式 ( 王 :下 .enu、ina), 既 然 完成 式 已 被 否定 ,因此 ,现在 进行 式 就 被 
强化 为 永远 是 现在 进行 式 , 从 而 永远 处 于 “每 一 ”(E)、“ 榴 举 ”(enu) 和 
“无 限 趋 近 ”(ina》 的 进程 中 . 
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6.2 ”数学 系统 对 两 种 无 穷 观 的 兼容 性 


正如 本 书 第 2 章 利 第 3 章 曾 已 论 及 的 那样 ,任何 一 门 学 科 体 系 , 都 有 
它 的 理论 基础 ,就 像 任 何 一 座 大 楼 :一定 有 它 的 墙 基 一 样 ,数学 学 科 当 亦 
不 能 例外 . 自从 十 九 世 纪 康 托 创建 古 上 典 集合 论 以 后 ,人 们 发 现任 何 一 个 
数学 概念 ,总 能 由 集合 论 的 基本 概念 出 发 ,将 它 定义 出 来 ,任何 一 条 数学 
定理 ,总 能 从 集合 论 的 思想 规定 5( 即 公理 ) 出 发 ,把 它 推导 出 来 ,总 体 一 
句 话 ,有 了 集合 论 , 就 能 把 整个 数学 推导 出 来 . 因此 ,大 家 公认 集合 论 可 
以 作为 数学 学 科 的 理论 基础 - 然而 十 分 不 幸 的 是 在 古典 集合 论 中 发 现 了 
不 少 自 相 节 盾 的 东西 ,如 所 谓 出 现 不 少 悖 论 . 因此 , 若 将 整个 数学 比 作 一 
座高 楼 大 厦 的 话 , 那 么 数学 大 厦 的 墙 基 上 就 有 不 少 裂缝 . 这 使 大 家 非常 
不 安 , 为 此 ,数学 家 们 就 对 古典 集合 论 进行 改造 ,建立 了 没有 属 论 的 近代 
公理 和 集合 论 , 近 现代 数学 就 莫 定 在 近代 公理 集合 论 基 础 上 ,这 使 得 数学 
大 厦 有 了 一 个 相对 牢固 的 墙 基 .但 是 作为 近 现 代数 学 之 理论 基础 的 近代 
公理 集合 论 有 几 种 版 本 ,现在 人 们 常用 的 一 种 版 本 被 简 记 为 ZFC 系统 ， 
它 由 策 梅 罗 首 创 , 并 由 弗 关 克 尔 CEFErankel)y 改进 而 建成 . 
现在 仅 就 数学 分 析 这 一 学 科 而 言 , 电 于 微 积 分 初创 时 期 ,使 用 了 含 
混 不 清 的 无 宅 小 概念 ,结果 贝克 革 指 出 了 其 中 的 予 盾 ,这 就 是 著名 的 由 
克 药 悖 论 . 为 了 清除 贝克 芋 那 论 ,数学 家 们 建立 了 极限 论 , 因 此 极限 论 成 
为 徽 积 分 的 理论 基础 ,而 极限 论 的 理论 基础 又 是 ZFC 系 统 . 因此 , 若 将 微 
积分 .极限 论 和 集合 论 依 次 箭 记 光 N.C、Z, 那 么 我 们 就 将 微 积 分 及 其 理 
论 基 础 所 构成 的 数学 系统 简 记 为 NU CUZ, 现 在 让 我 们 来 阐明 NN U 
C UZ 就 是 一 个 典型 的 兼容 潜 无 限 和 实 雹 限 的 数学 系统 . 首先 人 人 和 皆 知 
合 论 强调 实 无 限 ,因为 任何 一 个 无 穷 集 合 A 一 (zz|Pzr)} 是 由 所 有 具 
有 性质 三 的 对 象 二 汇集 起 来 构成 的 ,从 而 必定 是 完成 式 , 即 使 从 枚 人 举 具 
有 性 质 P 的 对 得 xz 来 生成 这 个 无穷 集合 A, 也 必须 穷 举 了 这 种 枚 举 手 续 
之 后 ,才能 生成 它 . 因此 无 论 怎 样 构成 A 都 是 完成 式 , 从 而 它 所 面 对 和 指 
称 的 是 实 无 限 . 但 在 另 一 方面 ,极限 论 汶 了 如 人 免 内 克 莱 履 论 , 而 运用 6 
与 e-NN 方法 所 定义 的 无 穷 大 序列 和 无 穷 小 序列 , 则 全 面 贯 彻 了 无 止境 地 
设 定 限度 与 超出 限度 的 洲 无 穷 观 念 ,进而 导 开 了 实体 无 穷 大 和 实体 无 穷 
小 概念 的 使 用 . 因而 就 微 积 分 及 其 理论 基础 N UC UZ 作为 一 个 数学 
系统 来 看 ,至 此 就 已 经 兼容 了 潜 无 限 和 实 无 限 . 不 仅 如 此 * 即 使 单独 立足 
于 近代 公理 集合 论 而 言 , 也 不 可 能 像 康 托 和 策 梅 罗 所 认为 的 那样 ,在 系 


第 6 章 数学 无 穷 与 数学 基础 


”第 6 章 数学 无 穷 与 数学 基础 es 


统 内 彻底 贯彻 了 实 无 限 而 完全 不 涉及 潜 无 限 . 事实 上 ,这 是 不 可 能 的 , 首 
先 , 从 康 托 到 策 梅 罗 ,处 处 都 使 用 一 一 对 应 原则 ,正如 6.1 节 中 所 论 要 举 
手续 之 例 4 而 言 , 一 一 对 应 原则 用 在 无 穷 集 合 上 ,也 是 一 种 榴 举 手 续 ,而 
要 举 手 续 在 没有 穷 举 该 榴 举 手 续 之 前 ,永远 是 一 种 现在 进行 式 (going)， 
从 而 它 所 面 对 和 指称 的 必然 是 潜 无 限 . 其 次 ,大 家 知道 怡 由 全 体 自 然 数 
构成 的 集合 N 有 无 穷 多 个 元 素 .数学 中 常用 符号 吕 或 来 表示 无 窃 多 ， 
因 丝 ,我 们 说 六 有 个 元 素 , 即 指 自 然 数 集合 六 有 无 窃 多 个 元 素 . 我 们 把 
自然 数 集 合 六 中 的 自然 数 由 小 到 大 地 排列 成 自然 数列 和 :11:2,3:，…… :7m， 
… ,再 令 & 表 示 自 然 数 由 小 到 大 并 可 无 止境 地 增 大 的 变量 ,因此 变量 
可 以 无 限 增 大 并 无 限 地 趋 近 于 .但 由 于 数学 中 规定 所 有 自然 数 的 数值 
都 有 限 , 即 任何 自然 数 都 小 于 无 穷 , 因 此 不 是 自然 数 . 所 以 变量 虽然 
可 以 无 限 地 增 天 ,并 无 限 地 趋 近 于 w, 但 却 永 远 不 能 达到 ww, 所 以 变量 上 
趋向 ww 的 进程 永远 是 现在 进行 式 Cgoing) ,所 以 它 所 面 对 和 指称 的 必然 
是 入 无 限 . 如 上 所 论 足 以 表明 近代 公理 集合 论 系 统 本 身 就 是 一 个 兼容 两 
种 无 穷 观 的 系统 , 绝 不 是 什么 完全 不 涉及 潜 无 限 的 彻底 贯彻 实 无 限 的 系 
统 . 现在 再 让 我 们 来 看 看 极限 论 , 昌 然 极 限 论 运用 6 和 e- 六 方法 定义 了 
无 穷 大 和 无 穷 小 ;但 正如 前 文 所 述 , 在 定义 过 程 中 ,全 部 采取 丁 设 定 限 度 
超出 限度 ,然后 再 设 定 再 超出 这 种 无 止境 的 现在 进行 式 Cgoing) ,因而 都 
直接 面 对 和 指称 潜 无 限 观 念 . 特别 是 在 极限 论 中 , 任 一 变量 z 趋 癌 其 极 
限 ze。 时 ,一概 不 谈 工 是 否 最 终 达 到 或 达 不 到 极限 点 ze 之 事 , 甚 或 明文 写 
出 0 -< 一 | 一 xzo |e, 由 此 变量 可 以 无 限 接 近 极 限 点 xo, 但 永远 达 不 到 xo， 
从 而 变量 x 趋向 其 极限 点 ru 永远 是 现在 进行 式 (going)》 而 不 是 完成 式 ， 
在 此 无 疑 是 贯彻 了 潜 无 限 观 念 .但 在 极限 论 中 能 真正 做 到 完全 避 开 实 无 
限 而 彻底 贯彻 淤 无 限 么 ?事实 上 根本 做 不 到 ;因为 在 极限 论 中 不 能 不 涉 、 
及 无 理 数 概念 ,有 如 x 和 V2 等 等 ,但 是 任何 一 个 无 理 数 的 解析 表达 式 必 
须 面 对 和 指称 实 无 限 , 因 为 小 数 点 后 的 小 数 必 须 是 可 数 无 窃 多 位 ,而 可 
数 无 穷 的 概念 无 疑 是 一 种 典型 的 实 无 穷 观 念 . 亦 即 无 理 数 9 在 小 数 点 后 
面 所 有 的 小 数 pi(i 一 1,2,3,…,n,，"…) 的 足 码 所 构成 的 集合 就 是 实 无 穷 
自然 数 集合 ,完全 不 同 于 直觉 主义 使 用 无 理 数 的 构造 性 方法 . 再 说 车 要 
在 极限 论 基 础 上 去 发 展 微 积分 , 则 就 更 离 不 开 诸 如 实数 集 和 有 理 数 集 等 
各 种 各 样 的 实 无 限 论 域 . 因而 极限 论 本 身 也 必然 是 一 种 兼容 潜 无 限 和 实 
无 限 的 理论 系统 . 

综 上 所 i 论 , 不 仅 整 个 近 现 代数 学 及 其 理论 基础 是 一 个 兼容 潜 无 限 和 
空 无 限 的 理论 系统 ,就 其 涉及 无 突 观 的 一 些 子 系统 而 言 ,也 不 能 不 是 一 
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个 兼容 两 种 无 穷 观 的 系统 :否则 将 不 成 其 为 近 现 代数 学 系统 . 

6. 1 节 主 要 规范 了 潜 无 限 与 实 无 限 的 区 别 和 联系 ,其 核心 内 容 就 是 
明确 了 两 条 :其 一 是 实 无 限 必 定 是 现在 进行 式 Cgoing) 转化 为 完成 式 
Cgone) ,其 二 是 潜 无 限 必定 是 由 现在 进行 式 (going) 强化 为 永远 是 现在 
进行 式 (going). 然后 又 从 最 终 达 到 与 永 不 可 达 , 以 及 枚 举 手 续 与 穷 举 枚 
举 手 续 这 样 两 个 不 同 的 切入 点 ,给 出 了 现在 进行 式 与 完成 式 的 两 个 具体 
模型 或 两 个 具体 实现 ,由 此 而 为 本 书 讨论 近 现 代数 学 及 其 理论 基础 对 两 
种 元 穷 观 的 茹 容 性 规范 了 它 的 依据 . 而 在 本 节 中 ,主要 并 明了 如 下 两 点 : 

(1) 近 现 代数 学 及 其 理论 共 础 在 整体 上 是 一 个 若 容 两 种 无 穷 观 的 
理论 系统 ; 

(2) 就 其 涉及 无 穷 观 的 一 些 子 系统 而 言 ,也 都 是 一 种 兼容 两 种 无 穷 
观 的 系统 . 

归纳 起 来 说 , 近 现 代数 学 及 其 理论 基础 中 ,兼容 两 种 无 穷 观 的 思维 
方式 和 实际 内 容 比 比 缘 是 . 从 而 其 中 既 不 存在 彻底 贯彻 实 无 限 的 子 系 
统 ,也 不 存在 任何 彻底 贯彻 潜 无 限 的 子 系 统 , 所 论 表 明 :兼容 两 种 无 穷 观 
的 思维 方式 与 分 析 方 法 是 近 现 代数 学 及 其 理论 基础 自身 所 国有 ,从 而 给 
出 了 系统 内 使 用 兼容 两 种 无 穷 观 的 分 析 方 法 的 合理 性 依据 - 


6. 3 ”数学 系统 中 的 一 对 互相 矛盾 的 隐 性 思想 规定 


6.3.1 隐 性 思想 规定 之 一 


正如 3.1 节 中 所 指出 的 那样 ,作为 整个 近 现 代数 学 之 理论 基础 的 
ZFC 系统 的 公理 分 为 两 部 分 :其 一 称 为 逻辑 公理 , 指 的 是 作为 推理 工具 
的 多 辑 演 算 系 统 中 的 相关 公理 或 推理 规则 等 等 ,而 逻辑 演算 系统 通常 又 
分 为 命题 演算 和 谓词 演算 沽 大 块 . 其 二 叫做 非 逻 辑 公 理 , 指 的 是 ZFC 系 
统 中 那些 关于 构造 集合 和 和 集合 存在 性 的 那些 公理 . 因此 就 整个 近 现 代数 
学 及 其 理论 基础 的 出 发 点 和 不 加 证 明 的 思想 规定 应 包括 如 下 几 个 方面 


的 内 容 : 
Cc1) 逻辑 公理 : 指 的 就 是 命 籁 演算 与 谓词 演算 中 的 那些 公理 、 推 理 
规则 和 量词 的 解释 约定 ; 


c2) 非 运 辑 公 理 : 指 的 就 是 集合 论 系统 中 的 有 关 构 造 集合 或 集合 存 
在 性 的 那些 公理 . 


， 第 6 章 数学 无 穷 与 数学 基础 


3) 演绎 推理 中 通用 的 一 些 推理 手段 和 推理 方法 有 如 下 几 种 :数学 
归纳 法 、 超 穷 归 纳 法 和 反 证 法 等 . 当然 ,这 些 推理 方法 的 合理 性 也 是 可 以 
从 ZFC 系统 中 推导 出 来 的 . 

所 说 的 这 些 逻 辑 公 理 、 非 逻辑 公理 和 推理 方法 ,在 厅 统 内 均 被 明确 
立 出 且 有 其 明文 的 陈述 形式 . 但 在 这 里 ,我 们 将 立足 于 兼容 两 种 无 穷 观 
的 思维 方式 和 分析 方法 , 进 一 - 步 深入 研究 所 说 的 这 些 公 理 各 方法 中 的 车 
干 隐 性 思想 规定 ;分别 计 论 如 下 : 

(1) 全 称 量词 引入 律 (VYV;，〉 和 全 称 量词 Y 的 解释 约定 :在 ZFC 的 谓 
词 演算 系统 中 ,有 两 个 量词 ,其 一 叫做 全 称 量词 , 记 为 V ,被 解释 为 “所 
有 ”或 “每 一 ”, 并 且 对 我 们 的 研究 论 域 中 的 每 个 研究 对 和 象 < ,约定 “每 一 
个 工 如 何如 何 ” 完 全 等 间 于 “所 有 如何 如何”, 全 称 量 词 符 号 V 是 从 英 
文 单词 All 的 第 一 个 字母 演变 而 来 . 其 二 叫做 存在 量词 , 记 为 习 , 被 解释 
并 读 为 “存在 ”或 “有 ”, 存 在 量词 的 符号 3 是 英文 单词 Exist 的 第 一 个 字 
夭 的 变形 .在 谓词 演算 中 ,有 一 条 推理 规则 被 称 为 全 称 量词 引 人 律 .并 记 
为 《VY :). 如 果 用 逻辑 演算 中 的 语言 来 表达 ,就 是 C(V+):PHFACela 不 在 
工 中 出 现 , 则 研 上 VxACx). 这 是 什么 意思 呢 ? 任 何 一 本 逻辑 演算 教材 中 ， 
总 会 对 CY 1) 的 涵 浆 作 如 下 的 阐述 ,CY,) 无 非 是 指 演 绎 推理 中 的 如 下 的 
推理 思想 : 妈 若 在 某 学 科 论 域 中 任 选 个 体 ac ,总 能 在 某 种 前 担 下 推出 c 有 具 
有 人 性质 A. 则 就 结论 在 同样 的 前 提 条 件 下 .可 推出 论 域 中 所 有 个 体 都 共 
有 性 质 A. 当然 要 强调 在 论 域 中 对 个 体 a 的 选取 是 任意 的 ,不 受 任何 约 
来 ,特别 不 受 推 出 它 有 具有 性 质 A 的 那个 前 提 械 的 约束 .所 以 在 (VY:， 中 明 
确 规 定 “a 不 在 厂 中 出 更”. 例如 ,在 演绎 推理 中 往 证 “ 任 一 线段 之 中 答 线 
上 所 有 的 点 均 与 线段 两 端 等 距离 ”这 一 命题 时 ,就 是 在 中 重 线 上 任 选 一 
点 ,证 其 与 线段 两 靖 等 距 岗 ,然后 就 结论 中 垂 线 上 所 有 的 点 均 与 线段 两 
靖 等 距离 ,当然 ,对 于 该 点 的 选取 ,除了 必须 在 中 垂 线 上 之 外 ,不 爱 任 何 
其 他 约束 . 庆 此 ,在 这 种 推理 思想 的 支配 下 ,全 称 量 词 V 必然 地 是 可 解 
释 为 “每 一 ”. 亦 可 解释 为 “所 有 ”, 而且, “每 一 工 使 得 什么 结论 成 立 ” 就 完 
全 等 同 于 “所 有 x 使 得 什么 结论 成 立 ”. 但 在 这 里 应 指出 :在 一 个 无 穷 论 
域 中 任 选 一 个 个 体 ea 或 者 说 对 于 论 域 中 的 每 一 个 个 体 , 正 如 我 们 已 在 
6. 1 节 中 所 讨论 过 的 那样 ,仅仅 是 一 种 枚 举 手 续 . 而 任何 无 止境 的 枚 举 
手续 在 没有 进行 完毕 之 前 ,永远 是 现在 进行 式 (going) ,或 者 说 只 有 穷 举 
了 茜 种 枚 举 手 继 之 后 ,才能 是 完成 式 (gone). 然而 枚 举 手 续 一 经 究 举 之 
后 就 不 再 存在 什么 “每 一 ”或 “ 任 选 ”, 此 时 就 只 有 已 经 完成 了 的 “所 有 ” 
或 “一 切 ”. 从 而 上 上面 所 论 之 “每 一 ”或 “ 任 选 ”在 没有 穷 举 之 前 ,就 只 能 面 
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对 和 指称 淤 无 限 .但 在 (Y ,) 推理 和 Y 解释 中 的 “所 有 ”, 当然 已 是 穷 举 
枚 举 手 续 之 后 的 完成 式 , 从 而 它 所 面 对 和 指称 的 必定 是 实 无 限 . 因此 
CY;) 中 之 任 选 一 个 个 体 所 获得 的 结果 就 等 于 论 域 中 所 有 个 体 都 有 该 结 
果 的 推理 思想 ,或 VY 解释 中 的 “每 一 ”等 于 “所 有 ”, 就 必然 隐 性 地 贯彻 了 
一 条 思想 规定 :这 就 是 现在 进行 式 等 于 完成 式 , 或 者 说 潜 无 限 等 于 实 无 
限 . 

‘2) 康 托 - 策 梅 罗 意义 下 的 无 穷 集合 之 势 与 序数 :; 任 给 无 穷 集合 A 
二 {x | P(x)}), 因 为 是 在 汇集 了 所 有 具有 性 质 P 的 对 和 象 之 后 才 构 成 的 ， 
所 以 是 完成 式 . 即使 采用 枚 举 具有 性 质 P 的 对 象 x 的 枚 举 手 续 中 去 生成 
A, 也 必须 在 穷 举 了 该 枚 举 手 续 后 才能 生成 集合 A, 所 以 A 所 面 对 和 指称 
的 必然 是 实 无 穷 , 所 以 人 人 和 皆 知 集合 论 中 任何 无 穷 集 合 的 势 都 是 实 无 穷 
势 . 所谓 集 合 的 势 , 就 是 指 该 集合 中 所 包含 的 元 素 的 个 数 有 和 窗 少 而 已 . 既 
然 如 此 . 恰 由 全 体 自然 数 所 构成 的 集合 NN 一 (x1nCz)) (其 中 nCx) 是 “ 工 
为 一 自然 数 ” 的 简 记 ) 当 亦 不 能 例外 , 即 N 是 一 个 实 无 穷 集 合 , 它 所 面 对 
和 指称 的 是 实 无 限 .集合 NN 二 {x | nCx)} 有 无 穷 多 个 元 素 , 数 学 中 常用 
符号 吕 或 来 表示 无 穷 多 ,因此 ,我 们 说 NN 有 w 个 元 素 , 即 指 自然 数 集合 
六 有 无 穷 多 个 元 素 . 现在 我 们 将 白 然 数 集 合 N 中 的 自然 数 由 小 到 大 地 排 
列 为 自然 数列 AA: (1,2,3,-…,n,-…}, 再 令 k& 表示 自然 数 由 小 到 大 并 可 无 
止境 地 增 大 的 变量 ,因此 变量 可 以 无 限 增 大 并 无 限 地 趋 近 于 um. 但 由 于 
数学 中 规定 所 有 自然 数 的 数值 都 有 限 , 即 任何 自然 数 都 小 于 无 穷 , 因 此 
。 不 是 自然 数 . 所 以 变量 k& 晶 然 可 以 无 限 地 增 大 ,并 无 限 地 趋 近 寺 ,但 
却 永 远 不 能 达到 w, 所 以 变量 上 趋向 w 的 进程 永远 是 现在 进行 式 
(going) ,因此 自然 数 序列 4 在 这 一 意义 上 所 面 对 和 和 指称 的 必然 是 潜 无 
限 . 因为 A 不 过 是 将 N 中 的 自然 数 进行 继 序 而 已 ,所 以 N 和 是 同一 个 
集合 ,但 由 上 文 所 说 ,着 眼 于 NN 的 势 , 它 指称 实 无 限 ,着眼 于 4 的 序数 , 它 
指称 潜 无 限 . 从 而 在 此 同样 隐 性 地 贯彻 了 潜 无 限 等 于 实 无 限 的 思想 规 
定 . 

应 当 指 出 ,我们 在 此 仅 用 自然 数 集合 NN 这 个 特例 来 作 论 述 , 这 仅仅 是 
为 了 使 我 们 的 讨论 尽 可 能 地 通俗 易 介 . 实际 上 ,由 于 ZFC 系统 接受 选择 公 
理 , 从 而 自序 定理 成 立 ,而 且 任 何 良 序 化 了 的 序数 集 A 中 的 所 有 序数 都 小 
于 人 A 本身 的 序数 .所 以 只 要 具有 相关 的 专业 知识 ,直接 就 能 在 普遍 意义 上 
将 如 上 所 获 之 结论 推广 到 任何 一 个 实 元 穷 集 合 A 一 {x | P(X)}. 这 就 是 
说 ,近代 公理 集合 论 中 有 关 无 穷 集 合 之 势 和 序数 的 种 种 思想 规定 ,正在 普 
遍 意 义 上 隐 性 地 贯彻 着 潜 无 限 等 于 实 无 限 的 思想 规定 . 
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(3) 数学 归纳 法 :大 家 知道 ,数学 归纳 法 中 的 归纳 步骤 , 指 的 是 判断 
信 或 性 质 忆 只 要 对 成立, 则 就 能 理论 上 证 明 判 断 A 或 性 质 忆 对 n 十 1 
也 成 立 . 这 一 事实 表明 对 于 判断 A 或 性 质 忆 成立 一 事 ,不 论 怎 样 设 定 限 
度 , 总 能 超越 这 个 限度 ,而 且 不 论 设 定 的 限度 入 有 和 多 大 ,依然 总 能 超越 这 
个 限度 . 从 而 归纳 步骤 所 面 对 和 指称 的 必然 是 现在 进行 式 (going)》 的 潜 
无 限 .但 数学 归纳 法 由 这 个 归纳 步 绎 就 结论 判断 A 或 性 质 P 对 所 有 的 nn 
都 成 立 ' 而 判断 人 或 性 质 已 对 所 有 壮 都 成立 的 结论 ,显然 应 将 由 寻 到 ?十 
1 的 这 种 枚 举 手 续 穷 举 之 后 才能 获得 . 所 以 数学 归纳 法 的 结论 所 面 对 和 
指称 的 必须 是 完成 式 的 实 无 限 . 从 而 我 们 要 问 ,如 果 像 通常 那样 大 家 认 
同 现 在 进行 式 (going) 不 等 于 完成 式 (gone), 潜 无 限 不 等 于 实 无 限 , 那 么 
由 基于 潜 无 限 的 归纳 推理 证 明和 手段 ,又 如 何 能 跨越 到 基于 实 无 限 的 归纳 
结论 中 去 呢 ? 除 非 大 家 已 经 隐 性 地 认同 了 现在 进行 式 (going) 等 于 完成 
式 Cgone) ,或 者 潜 无 限 等 于 实 无 限 , 才 能 完成 所 说 的 这 种 跨越 . 所 以 , 数 
学 归纳 法 这 种 推理 方法 的 合法 使 用 和 通行 ,同样 是 在 隐 性 地 贯彻 潜 无 限 
等 于 实 无 限 的 思想 规定 . | 

类 似 的 隐 性 思想 规定 可 能 还 会 举 出 一 些 , 但 在 这 里 已 经 没有 这 个 必 
要 了 .一 个 理论 系统 ,如 果真 能 将 上 文 所 论 之 隐 性 思想 规定 人 贯彻 始终 ,其 
或 将 其 明确 立 为 公理 而 又 能 自圆其说 ,这 也 可 谓 自 成 体系 或 自 成 一 家 学 
说 . 然而 上 下文 的 讨论 将 显示 出 在 近 现 代数 学 及 其 理论 基础 中 :并 没有 能 
将 上 文 所 论 之 潜 无 限 等 于 实 无 限 的 隐 性 思想 规定 贯彻 到 底 . 


6.3.2 隐 性 思想 规定 之 二 


正如 本 书 5. 5.2 中 计 论 建立 中 介 系 统 之 哲 党 背景 时 所 指出 的 那样 ， 
自从 亚 里 士 多 德 (Aristotle) 以 来 :形式 届 和 辑 区 分 了 了 反对 对 立 和 韦 盾 对 
立 . 如 果 两 个 概念 都 有 其 自身 的 肯定 内 容 . 并 在 同一 内 涵 的 一 个 更 为 高 
级 的 概念 C 即 上 位 概念 ) 中 ,二 者 之 间 存 在 着 最 大 的 差异 ,那么 这 两 个 概 
念 就 是 反对 对 立 概 念 ,例如 , 善 和 恶 ,美和 恬 , 男 人 和 女人 , 真 命题 和 假 命 
题 , 潜 无 限 和 实 无 限 等 等 . 又 当 两 个 慨 念 中 ,; 共 中 一 个 的 内 涵 否 定 男 一 个 
的 内 涵 ,那么 这 两 个 概念 就 是 矛盾 对 立 概 念 . 例如 ,劳动 和 非 劳 动 ,资本 
和 非 资本 ,男人 和 非 男 人 , 真 命 大 和 非 真 命题 , 实 匹 限 和 非 实 无 限 , 美 和 
非 美 , 善 和 非 善 等 等 . 

今 设 P 为 一 谓词 (概念 或 性 质 ), 若 对 任 一 对 象 z 而 言 ,总 是 要 全 工 
完全 满足 己 , 要 么 过 完全 不 满足 一 . 亦 即 不 存在 这 样 的 对 象 , 它 部 分 地 满 
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是 尸 , 又 部 分 地 不 满足 P, 则 我 们 就 说 PP 是 清晰 谓词 ,并 简 记 为 disP. 了 又 
若 对 谓词 己 , 存 在 有 某 个 对 象 x, 它 部 分 地 具有 性 质 P, 又 部 分 地 不 具有 
性 质 P, 则 称 P 是 模糊 谓词 ,并 记 为 fuzP. 我 们 把 符号 一 叫做 模糊 否定 
词 ,解释 并 读 为 “部 分 地 ”, 于 是 ~-P(x) 表示 对 象 x 部 分 地 上 基 有 性 质 P， 
而 P(x) 表示 对 象 x 完全 具有 性 质 P. 我 们 又 把 符号 习 叫 做 对 立 否 定 词 ， 
解释 并 读 为 “对 立 于 ”, 并 将 P 的 反对 对 立 面 记 为 了 FP. 如 此 ;我们 就 用 PP 
和 了 EP 盾 稼 地 表示 一 对 反对 对 立 概念 . 而 以 已 和 抽象 地 表示 一 对 了 矛盾 
对 立 概 念 . 如 所 知 ,; 在 经 典 二 值 逻 辑 演 算 中 ,形式 符号 的 名 称 是 耕 定 
词 ,解释 并 读 为 “ 非 ”. 

现任 给 已 和 汪 ,如 果 对 象 工 满足 一 PCzr)A 一 刁 己 Cz), 则 称 对 象 z 为 
P 和 于 的 中 介 对 象 , 这 也 就 是 哲学 上 常 讲 的 “ 亦 此 亦 徙 ”, 所谓“ 此 ”与 
“ 彼 ”, 指 的 就 是 PP 与 P. 例如 ,黎明 就 是 黑夜 转化 到 白 民 的 中 介 :;0 是 亦 
正 亦 负 的 中 性 数 , 半 导体 就 是 导体 与 绝缘 体 的 中 介 , 如 此 等 等 . 如 所 知 ， 
认识 论 中 也有 所 谓 对 立 面 总 有 中 介 对 象 存 在 的 基本 原则 ,其 中 所 说 的 对 
立 面 指 的 就 是 反对 对 立 和 概念 P 和 到. 

然而 在 经 上 典 二 值 逻 辑 和 经 上 典 数 学 中 ,| 除了 拒 不 考虑 和 研究 普遍 存在 
县 为 人 们 所 经 常 使 用 的 模糊 性 质 或 模糊 概念 外 ,特别 是 在 论 域 的 适当 限 
制 下 ,完全 否认 中 介 对 象 的 存在 ,进而 便 在 所 给 论 域 中 :反对 对 立 ( 忆 , 刁 
P) 和 逆 盾 对 立 (P,1P) 被 视 为 同一 ,以 致 门 忆 就 是 丑 王 ,这 就 是 “ 非 美 即 
丑 ”“ 非 善 即 恶 ” 等 等 的 由 来 .所 以 在 二 值 逻 辑 思 想 的 长 期 统治 之 下 , 必 
然 出 现 导 PP 二 站 P 的 思维 方式 . 例如 , 真 命题 已 和 假 命 题 习 已 本 来 是 一 对 
反对 对 立 概 念 (P, 守 P) ,但 在 二 值 远 辑 思 维 方 式 的 命题 论 域 中 ,就 有 非 
真 命 题 即 假 命 题 之 说 . 又 如 在 人 这 一 论 域 中 ,就 必然 有 非 男 即 女 的 论断 . 
同样 地 ,在 无 穷 这 个 概念 中 ,也 就 必然 出 现 非 实 无 限 即 洪 无 限 , 非 潜 匹 限 
就 是 实 无 限 的 结论 . 抽象 地 说 ,只 要 在 二 值 有 逻辑 演 算 的 框架 内 ,任何 反对 
对 立 面 (PP,; 习 PP》 的 上 位 概念 一 经 限定 ; 则 在 论 域 中 , 必 有 有司 P 有 即 避 PP 的 思 
想 规 定 . 

近 现 代数 学 被 奠定 在 近代 公理 集合 论 基 础 上 ,在 近代 公理 集合 论 
中 ,无论 是 ZEFEC 系统 还 是 NGB 系统 , 均 以 二 值 敢 辑 演 算 作 为 配套 的 推理 
工具 ,因此 ,经 典 二 值 逻 辑 演算 中 的 所 有 推理 规则 和 公理 , 均 汶 近 现 代数 
学 及 其 基础 自身 所 拥有 和 和 接受 . 因此 ,二 值 钦 辑 演 算 中 的 反 证 律 ( 站 》 被 
确认 ,用 形式 语言 来 表述 反 证 律 就 是 :PP A 上 FFB," B=> 厂 片 A. 反 证 律 的 
实际 含义 就 是 演绎 推理 中 常用 的 反 证 法 推理 . 在 二 值 轴 辑 演算 系统 内 ， 
由 反 证 律 (™T1) 开始 ,可 以 证 明 排 中 律 : 上 AVA 和 无 牙 盾 律 上 下 CAA 
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A). 又 由 上 文 可 知 , 在 二 值 逻 辑 演 算 框 架 内 ,反对 对 立 面 (P, 习 P》 和 地 大 
对 立 面 (P,P) 合 而 为 一 ,从 而 习 P 就 是 了 PP. 因此 作为 反对 对 立 耐 CP, 症 
忆 ) 的 潜 无 限 (poi》 和 实 无 限 (aci) 在 这 里 必然 是 耶 盾 对 立 面 (P,P), 因 
此 , 潜 无 限 (poi) 与 实 无 限 (aci) 在 二 值 逻 辑 框 架 内 ,必然 代表 了 一 个 概 
念 或 事实 的 肯定 (A) 和 否定 (站 A) 的 两 个 方面 ,从 而 必然 满足 排 中 律 和 
无 蔬 盾 律 , 亦 即 应 有 上 poiVaci 并 且 上 一 (poiAaci). 从 而 可 以 证 明 poi 天 
aci, 就 像 A 和 一 人 A 既 要 满足 排 中 律 -AV7TIA 又 要 满足 不 矛 丑 律 上 一 CA 
A 门 A) ,就 不 可 能 有 A = 站 4A 一样 .所 论 表 明 :在 近 现 代数 和 尝 及 其 基础 理 
论 中 ,由 反 证 律 (mT) 开始 , 必 将 导致 隐 性 地 贯彻 “ 潜 无 限 不 等 于 实 无 限 ” 


这 一 思想 规定 . 


6.3.3 两 点 注 记 


Ci) 上 文 运 用 兼容 两 种 无 穷 观 的 分 析 方 法 ,对 近 现 代数 学 及 其 理论 
基础 中 的 逻辑 公理 、 非 逻辑 公理 以 及 通用 的 推理 方法 系统 地 进行 了 梳 
理 . 梳理 结果 最 终 显 示 ,其 中 有 一 部 分 公理 或 方法 隐 性 地 人 贯彻 了 “ 潜 无 限 
等 于 实 无 限 ” 的 思想 规定 , 却 又 有 另 一 些 公 理 隐 性 地 贯彻 了 “ 潜 无 限 不 
等 于 实 无 限 ” 的 思想 规定 . 从 而 这 一 分 析 结 果 启 示 我 们 ,应 在 更 深层 次 
上 去 研究 近 现 代数 学 及 其 理论 基础 的 相 容 性 问题 ,并 在 逻辑 数学 技术 层 
面 上 使 这 种 隐藏 较 深 的 问题 浮 出 水 面 ,最 终 还 应 出 台 解 决 方案 . 但 应 指 
出 ,所 说 的 这 种 深层 次 的 逻辑 数学 矛盾 ,不 可 能 出 现在 经 典 二 值 逻 辑 演 
算 系 统 中 ,因为 上 文 所 论 之 隐 性 牙 盾 的 痣 明 , 无 论 您 从 纯 逻 辑 公 理 出 发 ， 
还 是 直接 从 非 逻 辑 公 理 出 发 .实际 上 都 已 涉及 一 系列 非 纯 逻辑 概念 , 诸 
如 潜 无 限 、 实 无 限 、 进 行 式 、 完 成 式 、 可 达 与 不 可 达 、 枚 举 与 穷 举 等 等 , 因 
此 ,我们 应 该 到 极限 论 与 集合 论 中 去 探索 这 种 可 能 存在 的 深层 次 矛盾 . 
上 文 所 论 也 从 本 质 上 指明 .逻辑 系统 往往 能 有 相 容 .可 靠 与 完备 的 证 明 ， 
而 非 纯 逻辑 系统 至 今 却 难 以 实现 这 一 点 . 

(2) 在 此 应 该 指出 ,6.2 节 告 诉 我 们 ,兼容 潜 无 限 Cpoi) 与 实 无 限 
caci) 的 思维 方式 和 分 析 方 法 为 近 现 代数 学 自身 所 固有 ,而 6. 3.2 节 的 讨 
论 又 告诉 我 们 , 潜 无 限 (Cpei) 不 等 于 实 无 限 Caci) 的 思想 规定 亦 为 近 现 代 
数学 自身 所 国有 . 反 过 来 说 亦 就 是 ;兼容 poi 与 aci 的 思维 与 方法 ,以 及 
poi 天 aci 的 思想 规定 ,都 不 是 人 们 外 加 到 近 现 代数 学 及 其 理论 基础 中 去 
的 . 因此 ,在 我 们 进一步 研究 近 现 代数 学 系统 的 合理 性 与 相 容 性 问题 的 
过 程 中 ,充分 运用 poi 关 aci 这 一 思想 规定 .以 及 兼容 poi 与 aci 这 一 思维 
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方式 和 分 析 方 法 时 ,在 近 现 代数 学 系统 内 是 有 其 合理 性 根据 和 无 可 非议 
的 . 


6. 4 Cantor-Zermelo 意义 下 的 
无 穷 集合 概念 的 自 相 矛盾 性 


6.4.1 简 记 与 注释 


一 组 简 记 :在 6.1 节 中 ,给 出 了 潜 无 限 (poi》 和 实 无 限 Caci) 的 描述 性 
定义 ,并 给 出 了 简 记 符号 “不 “和”、“ 趟 ”的 名 称 和 解读 方式 . 在 这 里 ;我 
们 将 根据 本 节 的 数学 背景 和 具体 模型 ,选取 其 中 相 适 应 的 解读 方式 ,并 
在 此 基础 上 再 组 合成 一 组 简 记 及 其 解读 方式 如 下 : 

ws 人 5 一 上 变量 4 无 限 趋 近 于 极限 2”， 

ce 一 上 变量 wa 达到 极限 2”， 

a 趟 5 二 a 变量 4 永远 达 不 到 极限 2”， 

a 人 pAa Tb 二 “变量 4 无限 趋 近 于 极限 5b 并且 达到 极限 5”， 

a 不 bpAa 趟 5 二 uo 变量 4 无 限 趋 近 于 极限 5 并 且 永 远 达 不 到 极限 65”. 

此 外 ,我 们 令 @@ 为 代表 某 种 数量 的 符号 , 既 可 代表 有 穷 多 , 评 可 代 
表 无 穷 多 . 具体 地 说 ,@@ 妈 可 代表 某 个 自然 数 n, 亦 可 代表 ,更 可 代表 
种 种 超 限 势 . 有 如 洽 ,、 淮 ! 只 ,、"… ,其 或 连续 统 势 C. 在 此 基础 上 再 引 
人 如 下 简 记 : 

S 信 @ 一 s* 理 想 容 嚣 S 中 存 贮 有 人 名 个 对 象 ”. 

注释 C 工 ): 在 下 文 的 讨论 中 ,我 们 仍然 贯彻 和 使 用 兼容 两 种 无 穷 观 
的 分 析 方 法 和 洪 无 限 不 等 于 实 无 限 (poi 关 aci) 的 思想 规定 . 这 是 有 其 合 
理性 根据 的 ,因为 6.2 节 和 6.3 节 已 经 充分 的 讨论 表明 :兼容 两 种 无 穷 观 
的 分 析 方 法 和 poi 夭 aci 的 思想 规定 均 为 近 现 代数 学 系统 及 其 基础 理论 
自身 所 固有 ,而 不 是 人 们 所 外 加 进去 的 . 

注释 CI): 在 集合 论 中 : 势 和 序 型 是 两 个 不 同 的 概念 ,一 个 有 序 集 合 
的 势 是 唯一 确定 的 ,而 其 序 型 不 是 唯一 确定 的 ,例如 对 于 自然 数 集合 和 NN 
可 有 无 穷 多 种 不 同 的 排序 方法 ,举例 如 下 : 

(1) 1,2,3,. ,772 十 1，…- 

(2) 2，3, 4 -772 十 1 ，1 
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(3) 1.3,5. :2 十 1 2.4.6，… 27 

C4 … 7 十 1 3,2，1 

对 于 NN 的 上 述 (1)、(2)、(3)、(4) 种 不 同 的 排序 方法 所 产生 的 序 型 
依次 记 为 wo 十 1,o 十 中 一 2 但 是 六 的 势 疯 是 唯一 确定 的 . 又 在 集 
合 论 中 , 特 称 良 序 集 的 势 为 阿 列 夫 势 , 良 序 集 的 序 型 为 序数 ,于 是 良 序 后 
的 自然 数 集 N 的 势 N 记 为 池 ,( 读 为 阿 列 夫 零 ), 这 是 唯一 确定 的 ,而 上 
述 序 型 (1)、(2)、(3)( 即 vw,w 十 1,2w) 却 表 示 良 序 后 的 NN 的 不 同 的 序数 ， 
所 以 阿 列 夫 势 和 序数 也 是 两 个 不 同 的 概念 ,但 在 论 域 与 排序 方法 的 特定 
限制 下 ,也 可 视 为 相同 . 例如: 我们 特定 限制 自然 数 集 合 六 只 有 按 和 序列 
这 一 种 排序 方法 时 .可 将 六 与 六 视 为 相同 ,通常 用 符号 <* |” 表示 限制 ， 
B 下 一 a 限制", 因此 我 们 有 : 

Nixz | nr) FFAG ,1 ,2.3.0 n,n)—>N oN, 
亦 可 简 记 为 
N TA = ww. 

特别 是 作为 自然 数 系 统 建 设 方案 之 一 的 Von Neumann 方案 ,其 指 
导 原 则 在 于 从 名 出 发 ,使 得 每 个 自然 数 都 是 较 小 自然 数 的 集合 ,从 而 每 
个 自然 数 既 是 其 较 小 自然 数 的 集合 的 势 , 也 是 其 较 小 自然 数 集 的 序数 ， 
两 者 没有 区 别 , 这 当然 是 有 穷 序 数 的 现象 ,到 了 无 穷 就 未 必 人 保持, 但 是 我 
们 可 以 给 出 某 种 特定 的 限制 ,例如 让 一 当 。 一 o 这 也 就 是 人 们 通常 都 
采纳 自然 数 集 共有 ww 个 元 素 的 陈述 方式 ,而 往往 舍弃 N 有 汽 , 个 元 这 种 
和 更 贴切 之 说 的 原因 . 

注释 CU 由 ): 今 设 S 为 一 理想 容器 ,并 列 出 如 下 5 个 判断 : 

Ce S 中 存 凡 的 D- 原子 有 @ 个 ， 

cB) 5S 中 存 由 :的 D- 原子 没有 @@ 个 : 

CY) S 中 存 贮 的 D- 原子 的 个 数 或 数量 已 达到 @@ 个 ， 

cg) S 中 存 凡 的 DD- 原子 的 个 数 或 数量 没有 达到 @@ 个 ， 

Cn) S 中 存 凡 的 D- 原子 的 个 数 或 数量 永远 达 不 到 @@ 个 . 
在 上 述 5 个 判断 之 间 , 我 们 能 直接 确认 的 关系 和 和 结论 有 如 下 5 条 : 

CT (Ca) 与 (B) 不 能 同时 成 立 , 即 一 CCa) 和信 (Bj， 

(CI CY) 与 (8) 不 能 同时 成 立 , 即 L(Y) 信 (8&)]， 

( 且 ?《a) 与 (Y)》 是 等 价 的 , 亦 即 (Co)iff(Y)， 

《TYV》(B) 与 (&， 是 等 价 的 ,证 BCB)iffC&)， 

CV) 由 CD) 可 导出 (8&), 亦 即 (n) 上 Cs)- 

今 以 表示 DD- 原子 的 个 数 无 限制 地 增多 并 无 限 趋 近 于 @ 的 变量 ，. 
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一 、 数学 与 无 穷 观 的 膛 辑 基础 


则 由 上述 简 记 可 将 结论 ( 虽 ， 表 示 为 如 下 的 符号 表达 式 : 
‘Dy Sf @iffg+t@andkT @. 

现在 我 们 用 集合 论语 言 并 针对 自然 数 集合 六 来 翻译 如 上 的 讨论 , 亦 
即 理想 容 俩 S 对 应 于 自然 数 集 合 N,D- 原子 对 应 于 六 的 元 素 ( 即 自然 
数 ). @ 对 应 于 自然 数 集合 的 势 涩 如 果 限 定 六 只 有 由 小 到 大 这 一 种 排 
列 方 式 , 则 由 上 上 述 注释 CT) 所 述 六 下 一 茹 一 而 知 可 用 取代 当 。 如 
此 ;我们 六 有 如 下 5 个 相应 的 判断 : 

(oa NN 包含 的 自然 数 有 w 个， 

(B'》N 包 会 的 自然 数 没 甩 不 ， 

CY') NN 包 语 的 自然 数 的 个 数 已 经 达到 个 

人 ) 和 包含 的 自然 数 的 个 数 没 有 达到 ww 

(人 包含 的 自然 数 的 个 数 永远 这 不 到 

根据 以 上 5 个 判断 的 内 涵 , 可 有 如 下 结论 : 

(1》 Ca') 与 (8B') 不 能 同时 成 立 , 即 一 [Ca')ACB')]， 

(2) (y') 与 (&') 不 能 同时 成 立 , 即 一 CCyY )ACsS )]， 

(3) 《a')》 与 (y') 是 等 价 的 : 亦 即 Ca ?iffCy >)， 

4》 CB') 与 (&') 是 等 价 的 : 亦 即 CB DJiffCs ) ， 

65) 由 C9) 可 推出 Cs) , 亦 即 C7) 上 Cs ). 

今 以 k 表示 自然 数 的 个 数 无 限制 地 增多 并 无 限 趋 近 ww 的 变量 ,并 且 
引 人 人 简 记 : 

Rw = 二 ua“ 自然 数 集合 N 包含 有 ww 个 两 两 相 异 的 自然 数 ”. 

则 由 简 记 和 上 述 结 论 C3) 可 有 如 下 重要 结论 : 

Cx x MAR iff RR 个 中 人 人 R Te. 


6. 4.2 可 数 无 穷 集合 的 不 相 容 性 


现在 我 们 来 证 明 下 述 定理 . 

定理 (LI)， 任何 一 个 可 数 无 穷 集合 都 是 自 相 矛盾 的 非 集 . 

证 明 第 一 步 : 我 们 先 证 明 恰 由 全 体 自然 数 构 成 的 集合 :六 一 人 | 
nx)})( 其 中 n(x) 二 a*x 为 自然 数 ”) 是 一 个 自 相 订 盾 的 非 集 . 现在 先 将 
N= 二 {x | nCr)} 中 的 元 素 按 其 大 小 顺序 排 成 如 下 的 自然 数 序列 : 

X: 1.2.3， -7 | ww. 
对 于 和 序列 ,我们 有 如 下 两 条 熟知 的 定理 : 
定理 A 全体 自 然 数 都 是 有 限 序 数 , 即 设 NN 一 {x |] n(x)}, 则 只 
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第 56 率 数学 无 穷 与 数学 基础 _.. Te 


(nn EN nn < ww). 
定理 B 全 体 自 然 数 个 数 为 可 数 无 穷 多 , 即 NN 一 {x|nClx)} 中 共有 
个 (参见 6.4.1 节 中 之 注释 CU ))， 互 不 相同 的 元 素 . 
今 由 定理 A ,我 们 特 将 xx 序列 表示 为 如 下 的 由 ww 个 两 两 相 异 的 不 等 
式 组 成 的 可 数 无 穷 序 列 : 


人 -一 11< oo2 < 3 < oo < co 

现 给 出 如 下 简 记 : 

Ine 二 “不等式”(inequality)， 

nlin)Ine 一 4i2 是 入 中 某 个 不 等 式 中 所 含有 的 唯一 确定 的 自然 
数 ，， . 

Inek 一 xs 入 天 中 第 上 个 Ine”， 

nCin)Inek 一 a“n 是 入- 中 第 & 个 不 等 式 所 含有 的 唯一 确定 的 自然 
数 ”. 


现 令 VYV 一 ua“ 所 有 ”, 蕊 一 "每 一 ”. 根据 经 典 二 值 逻 辑 演 算 对 全 称 量 
词 的 解释 约定 应 有 Vv 一 王 ,从 而 应 有 如 下 结论 : 

《YY 在 任何 场合 上 与 Yv 可 以 相互 替换 . 

在 N” 中 应 有 : 

EnEk(n(in)lInek ~—» n 一 k), Cx 
例如 和 N” 中 第 9CR) 个 个 党 式 中 所 含有 的 唯一 确定 的 自然 数 的 数值 必定 
是 9C7). 不仅 如 此 ,还 可 用 数学 归纳 法 证 明 下 述 结 果 : 

Vntn(in)lInen), 《1》 
亦 即 对 入- 中 的 每 一 个 不 等 式 总 保持 着 nn 一 k&. 现 由 上 文 重要 结论 (1)， 
用 VYV 到 人 代 上 述 (Cx*x) 中 下 的 出 现 , 就 得 到 : 
VnYvVkCn(in)Inek > nO—~— k)., 
从 而 又 有 如 下 重要 结论 : 
(CT) VnvkCnlin)Inek -> 7 与 玉 的 出 现 可 以 互相 和 替换). 
今 以 k& 表示 自然 数 的 个 数 无 限 增长 并 无 限 趋 近 ww 的 变量 ,并 使 用 简 
记 符 号 :XRw 一 a 自然 数 集合 N 包含 有 ww 个 两 两 相 异 的 自然 数 ”， 
则 由 6.4.1 之 注释 ( 亚 ) 之 重要 结论 C(** ) 而 知 : 
入 [IEo iff A 个 中 NA 人 Row. 
成 立 . 又 由 上 述 定 理 BB 可知 4|Kw 成立, 从 而 下 述 命 题 为 真 : 
Ck rw OACEkR Tw) Cx x x) 
现在 同样 因为 N* 中 计 有 o 个 两 两 相 异 的 不 等 式 , 所 以 当 我 们 用 和 来 表 
示 NNN“ 中 不 等 式 的 个 数 不 断 地 增多 这 一 变量 时 , 则 变量 & 同样 不 仅 可 以 
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无 限 地 趋向 :而 且 必 须 密 达 ww 个 .从 而 类 同 于 上 文 对 和 序列 的 讨论 , 当 
我 们 计算 N™ 中 不 等 式 的 个 数 时 ,我 们 亦 应 有 真 命题 :CR 个 mw) 人 CR wo). 
既然 C++ 人 cuw)ACR To) 为 真 , 则 由 萤 涵 式 真 值 表 可 有 : 
VnvVkln(lin Inek -> (kw ACkT w)), 
又 由 前 文 重要 结论 ( 立 ,)， 可 用 7 取代 上 式 中 & 的 出 现 而 有 : 
VnVnnlin nen -> (nw ACn Tw). 
此 式 也 就 是 ; 
Ynn(lin lnen > Cn rw ACn Tw)), 
由 此 可 得 : 
VPCin)Inenz) 一 VC 人 fo)ANAGCa Tw)). C2) 
但 在 另 一 方面 ;对 于 N” 中 各 个 不 等 式 中 所 含有 的 各 个 自然 数 的 数 
值 而 言 ,; 昌 然 n 亦 可 无 限 地 趋 近 于 多 ;但 决 不 允许 达到 ww, 否则 必 将 予 盾 
于 上 述 定 理 A,. 即 了 矛盾 于 Van EN 一 7 < 这 一 公认 的 结论 . 因此 , 当 
我 们 立足 于 N 中 之 所 有 不 等 式 中 所 含有 的 自然 数 的 数值 时 ,我 们 就 只 
能 有 nw 入 (n 下 ww) 为 真 . 为 之 我 们 又 有 : 
Ynn(lin)Inen -> (+ 小 c)ACa 下 c))， 


由 此 可 得 : 
VPCinyIineny -> VPCKP co AN 人 (Ca 下 四)). (3) 
由 C1》》 和 (2) 使 用 分 离 规 则 就 有 : 
VnlCn4w ACn TT w)). (C4) 
隔 理 由 5C1) 和 (3 可 得 : 
VaCcz+cyACz 下 co)). C5) 


必须 承认 上 述 (4) 和 (5) 是 互相 子 盾 的 . 这 表明 N“ 不 相 容 ,也 就 是 和 A 
序列 和 NN 二 {x|n(x)} 是 一 个 自 相 了 巴 盾 的 非 集 . 

第 二 步 : 今 设 G 为 ZFC 框架 下 的 任何 一 个 可 数 无 穷 集合 , 则 G 中 一 
切 元 可 用 自然 数 去 编号 ,从 而 由 已 证 N= 二 {x 1 nlx)} 为 非 集 而 直接 推 知 
G 为 自 相 也 盾 的 非 集 . 证 毕 . 


现在 我 们 将 在 6. 4. 2 所 证 之 定理 的 基础 上 上 ,证明 下 述 定 理 . 

定理 CHI )， 在 确认 近代 公理 集 合 论 ZFC 中 之 NN 一 {x | nCx)} 为 非 
集 的 前 提 下 ,近代 公理 集合 论 ZFC 系统 中 的 原来 意义 下 的 各 种 各 样 的 所 
调 不 可 数 集合 要 么 不 存在 ,要 么 也 都 是 自 相 子 盾 的 非 集 . 
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证 明 大 家 知道 康 托 CCantor) 古典 集合 论 的 造 集 原则 是 概括 原 
则 ,并且 无 条 件 地 使 用 概括 原则 ,最 后 导致 悖 论 的 出 现 , 在 各 种 各 样 的 悖 
论 中 ,最 为 基本 或 核心 的 一 个 悖 论 就 是 下 述 鞭 名 的 罗素 (Russell) 悖 论 : 
即 设 三 为 恰 由 全 体 非 本 身分 子 集 构成 的 集合 ,但 是 车 设 三 为 非 本 身分 子 
集 , 则 可 推出 三 为 本 身分 子 集 . 又 若 设 三 为 本 身分 子 集 . 则 又 能 推出 三 为 
韭 本 身分 子 集 , 哪 种 说 法 都 说 不 通 , 故 巴 盾 . 

近代 公理 集合 论 系 统 立 足 于 修改 概括 原则 而 给 出 避免 那 论 的 方案 ， 
大 家 知道 ,在 ZFC 的 非 逻 辑 公 理 中 ,其 核心 的 造 集 原则 有 :(1) 空 集 公 
理 ,(2) 无 穷 公 理 ,(3) 寡 集 公理 . 其 中 (1) 种 (2) 用 以 构造 可 数 无 穷 集 合 ， 
并 且 是 无 条 件 地 直接 规定 某 集 合 的 存在 ,又 在 (1) 和 (2) 的 基础 上 再 配 
以 替换 公理 等 其 他 公理 给 出 自然 数 集 合 六 一 人 zj nzczr)) ,然后 又 在 (1) 
和 (2) 的 基础 上 通过 过 集 公理 而 造 出 不 可 数 集合 ,再 配 以 其 他 公理 给 出 
展 一 人 rrzy 此 处 rz 一 0 为 一 实数 ”, 并 由 此 而 为 微 积 分 葛 基 . 

在 ZFC 中 可 以 证 明 上 文 所 说 的 三 为 非 集 , 或 说 三 不 是 ZFC 的 集合 ， 
钙 然 如 上 此, 那 就 不 能 再 问 三 是 本 身分 子 集 还 是 非 本 身分 子 集 ,从 而 避免 
了 罗素 悖 论 的 出 现 : 同 样 可 以 认为 ,在 确认 ,三 为 非 集 的 
前 提 下 我 们 也 就 不 能 再 在 ZFC 的 框架 下 去 问 什 么 集 是 
三 的 子 集 ,或 者 再 问 什 么 集 是 三 的 寡 集 等 等 . 据 右 图 可 P(®) 
知 ,ZFC 中 不 存在 本 元 ,并 有 如 下 重要 结论 : 四 

Cx ) ZFC 的 任何 非 空 集合 A 关 名 的 任何 元 素 都 
必须 是 ZFC 的 集 ; 并 且 ZFC 的 任何 非 空 集合 A 关 名 的 3 
任何 子 集 或 寡 集 都 必须 是 ZFC 的 集合 ,并 且 只 有 在 A 是 ZFC 的 集合 的 
亲 提 下 ,才能 用 罕 集 公理 去 构造 A 的 罕 集 P(A). 

理 在 分 两 种 情况 来 继续 我 们 的 论述 : 

C1，》 如 果 我 们 在 建造 ZFC 框架 的 起 始 阶 段 就 发 现 了 N 一 {x | n(x)) 
为 一 非 集 , 并 由 6. 4.2 中 之 定理 知 任何 可 数 集合 颖 为 非 集 ,那么 也 就 不 
可 能 再 用 吞 集 公理 去 构造 什么 可 数 集 合 的 军 集 了 ,因为 由 上 述 重 要 结论 
(大 ) 知道 ,只 有 在 确认 某 集 是 ZEFC 的 集合 的 前 提 下 ,才能 用 ZFC 的 天 集 


PP(w) 


公理 去 构造 该 集 的 罕 集 ,因此 在 已 知 N 一 (x | nx)} 为 非 集 的 前 提 下 ， 


再 去 构造 什么 PCN) 就 没有 任何 意义 了 ,就 像 已 知 三 为 非 集 , 则 就 再 没 
有 什么 P(E) 可 畜 一 样 , 因 而 在 此 情况 下 ,可谓 ZFC 框架 下 的 不 可 数 集 
合 根 本 不 存在 . 

(2) 然而 真实 的 历史 进程 并 非 如 此 ,我 们 是 在 ZFC 被 久远 使 用 之 后 
才 发 现 N 二 {x | nCx)} 和 任何 可 数 集合 均 为 非 集 的 ,从 而 在 此 真实 的 历 
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中 进程 中 又 要 分 两 种 情况 讨论 : 

GD 首先 对 于 ZFC 的 任何 一 个 不 可 数 集 合 A 而 言 ,; 我 们 可 在 ZFC 意 
义 下 ,用 狭义 选择 公理 在 A 中 选 出 一 个 可 数 子 集 Ac, 当然 Ac C 必 A, 现 知 
A 为 非 集 , 然 而 由 上 述 重 要 结论 (大 ) 知 ,ZFC 的 任何 非 空 集合 的 任何 子 
集 都 必须 是 ZFC 的 集合 ,而今 不 可 数 和 集合 A 却 拥 有 了 一 个 自 相 矛盾 的 非 
集 A. 为 其 子 集 , 这 是 ZFC 所 不 允许 的 ,从 而 A 就 不 可 能 再 是 ZFC 的 集 ， 
或 者 说 不 可 数 集合 A 在 ZFC 框架 下 是 一 个 非 集 . 

@ 今 再 设 PCB) 在 尚未 发 现 可 数 集合 为 非 集 的 情况 下 由 ZEC 的 可 
数 集 合 B 通过 客 集 公理 构造 出 来 的 ,那么 在 ZFC 框架 下 , 必 有 BE 
PC(B) ,而 后 来 我 们 又 证 明了 可 数 集合 B 为 非 集 , 但 由 上 述 重 要 结论 (*》 
可 知 ,ZFC 的 任何 集合 的 任何 元 素 必 为 ZFC 的 和 集 ,而 在 此 处 既 已 证 B 为 
非 集 , 则 在 原来 意义 下 所 构造 的 窒 集 PCB) 却 由 此 而 拥有 了 一 个 非 集 如 
为 其 元 素 , 从 而 矛盾 于 重要 结论 C(* ), 从 而 此 时 该 寡 集 PCB) 也 只 能 是 
一 个 自 相 政 盾 的 非 集 了 . 

总 之 ,在 确认 ZFC 中 之 六 一 (z1mzCzr)) 为 非 集 的 前 提 下 ,ZFC 中 的 
原来 意义 下 的 各 种 各 样 的 所 谓 不 可 数 集合 要 么 不 存在 ,要 么 也 都 是 自 相 
耶 盾 的 非 集 . 

由 于 ZFC 框 架 下 的 任何 实 无 穷 集合 要 人 么 是 可 数 集合 ,要 么 是 不 可 数 
集合 ,综合 6. 4.2 中 的 定理 各 本 定理 可 有 如 下 结论 : 

《大 类)ZFC 框架 下 的 任何 无 穷 集 合 都 是 自 相 牙 盾 的 非 集 . 


6. 4.4 若干 相关 的 历史 性 直觉 判断 


6. 4.2 与 6.4.3 中 所 证 之 定理 也 是 历史 的 必然 ,并 早已 为 先 师 们 所 
觉察 ,我 们 在 此 所 做 的 ,不 过 是 用 数学 手段 证 明了 先 师 们 相关 直觉 判断 
的 正确 性 . 

例如 , 芋 布 尼 兹 (Leibniz) 指出 过 :“ 所 有 整数 的 个 数 这 一 提 法 自 相 
政 盾 ,应 该 抛弃 . ”中 

又 例如 ， 自 从 古典 集合 论 出 现 那 论 以 后 ,Hausdorff 就 管 不 胜 感慨 
地 直接 棍 醒 大 家 说 :这 一 悖 理 的 使 人 不 安 , 倒 不 在 于 产生 了 于 盾 , 而 是 
我 们 没有 预料 到 会 有 闻 盾 :一切 基 数 所 组 成 的 集 , 显 得 是 如 此 先 验 地 无 
可 置疑 ,正如 一 切 自 然 数 所 组 成 的 集 一 样 地 自然 可 信 , 由 此 就 产生 了 如 
下 的 不 确定 性 , 即 会 不 会 连 别 的 无 限 集 , 亦 县 一 切 无 限 集 ,都 是 这 种 带 有 
牙 盾 的 似是而非 的 非 集 . ”0 

然而 最 浆 引 人 注 目 和 惊奇 的 莫 过 于 和 鲁 宾 还 (Robinson) 在 1964 年 所 
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发 表 的 见解 :关于 数学 基础 ,我 的 立场 (见解 ) 是 基于 如 下 的 两 个 主要 
原则 (或 观点 ) : 

(1) 无 穷 集合 按 任何 词义 来 说 都 不 存在 ‘不论 在 实际 上 或 理论 上 都 
不 存在 ) ;更 精确 地 说 ,关于 无 穷 集 合 的 任何 陈述 或 大 意 陈 述 在 字面 上 简 
直 都 是 无 意义 的 . 

(2) 但 是 我 们 还 是 应 该 如 通常 那样 去 从 事 数 学 活动 ,就 是 说 当 我 们 
做 起 来 的 时 候 , 还 是 应 该 把 无 穷 集合 当 作 似乎 是 真实 存在 的 那样 . ”"" 

在 这 里 ,我们 坚信 上 述 鲁 富 逊 的 观点 (1) 是 一 种 非常 深刻 的 直觉 判 
基 | , 绝 不 是 付 么 不 负责 任 的 胡言 乱 语 ,至 于 鲁 宾 了 的 上 述 观 点 42), 可 能 
是 出 于 当时 的 某 种 无 奈 . 在 这 里 ,我 们 相信 6.4.2 和 6.4.3 中 的 研究 结 
果 ,应 该 与 鲁 宾 逊 的 直言 和 大 师 们 的 直觉 是 一 致 的 . 

人 人 们 不 禁 要 间 ,如 果 由 于 ZEC 框 架 下 的 实 无 穷 集 A 一 人 z|PCz)} 这 
个 概念 存在 严重 问题 而 必须 放弃 的 话 , 则 众多 奠基 于 {x | PCz)} 意义 下 
的 集合 论 之 上 的 数学 分 支 ( 即 整个 近 现 代数 学 〉 岂 不 要 统统 被 抛弃 ? 回 
答 是 否定 的 .事实 上 ,整个 近 现 代数 学 完全 可 以 葛 定 在 一 种 潜 无 限 数 学 
系统 的 基础 上 而 被 完整 地 保留 下 来 . 原因 在 于 康 托 - 策 梅 罗 尽管 在 (x | 
P(x)) 意义 下 构造 了 各 种 各 样 的 实 无 限 集合 ,但 当 他 们 回 过 涉 来 分 析 处 
理 各 种 实 无 限 集合 的 诸 元 素 的 性 质 、 元 素 与 元 素 之 间 的 关系 和 结构 , 以 
及 基于 共 上 的 种 种 函数 关系 时 ,在 本 质 上 全 部 采纳 了 潜 无 限 思 维 , 也 就 
是 贯穿 了 以 潜 无 限 分 析 式 取代 实 无 限 生 成 式 的 思想 原则 . 为 此 ,只 要 所 
说 的 这 种 潜 无 限 数 学 系统 仍然 采用 经 典 二 值 逻 辑 演 算 为 推理 工具 ,并 将 
其 中 的 全 称 量 词 Y 作 适 当 的 改造 ,我 们 就 能 在 内 涵 上 完整 地 将 整个 近 
现代 数学 推导 出 来 . 然而 ,人 们 还 可 能 会 质疑 ,这 种 潜 无 限 数学 系统 会 不 
会 是 直觉 主义 构造 性 数学 的 翻版 ,回答 也 是 否定 的 . 其 根本 区 别 在 于 : 

(1) 直觉 主义 构造 性 数学 所 配套 的 轨 辑 工具 是 直觉 主义 逮 辑 ( 见 本 
书 4.2 节 ) ,而 所 说 的 这 种 潜 无 限 数学 系统 却 仍 以 经 典 二 值 逻 辑 演 算 为 
配套 的 逻辑 工具 . 

(2) 直觉 主义 构造 性 数学 的 出 发 点 不 是 任何 意义 下 集合 论 , 而 是 布 
劳 威 尔 (Brouwer) 对 和 象 对 偶 直 觉 意 义 下 的 自然 数论 ‘( 见 本 书 4.2 节 ). 

(3) 直觉 主义 构造 性 分 析 学 葛 基 于 布 劳 威 尔 的 展 形 连 续 统 ,〈 见 本 
书 4.2 节 ) 而 这 种 潜 无 限 数学 系统 下 的 分 析 学 将 会 奠基 于 一 种 弹性 自然 
数 系 统 的 弹性 寡 集 基础 上 . 

总 之 ,两 者 各 有 各 的 出 发 点 ,各 有 各 的 建造 数学 大 厦 的 方法 ,两 着 的 
内 涵 直 富 程 度 也 会 大 不 相同 . 


226 


6.5 ”再 论 古 典 集 合 论 与 近代 公理 集合 论 中 之 
合 概念 的 巴 导 性 


6. 5.1 弹性 集合 与 柯 西 (Cauchy) 剧场 


对 于 谓词 已 :自然数 ”, 首 先 大 家 公认 这 是 无 穷 背 景 世 界 中 的 谓词 ， 
完全 不 同 于 “现在 在 这 个 教室 里 的 学 生 ” 等 一 类 有 穷 背 景 世 界 中 的 请 
词 , 然 而 无 穷 背 景 世界 又 要 分 实 无 穷 和 浴 无 穷 两 类 ,其 中 康 托 (Cantor) 
就 认为 谓词 PP: “自然数 ”属于 实 无 穷 背 景 世 界 , 因 而 可 以 构造 实 无 穷 集 
合 NN 二 {x | nlx)}) 然而 直觉 主义 者 布 劳 威 尔 却 从 根本 上 否认 实 无 穷 ， 
所 以 自然 数 只 能 处 在 一 个 一 个 地 被 构造 的 进程 Cgoing) 中 ,虽然 可 以 超 
越 任 何 一 个 给 定 的 界限 ,但 却 永 远 停 留 于 生成 的 状态 Cgoing) 中 ,因此 决 
不 能 形成 一 个 完成 了 (Cgone) 的 封闭 领域 . 如 所 知 , 柯 西 - 外 尔 斯 特 拉 斯 
(Cauchy-Weierstrass) 在 极限 论 中 ,为 了 避免 贝克 革 5CBerkeley) 迟 论 而 
运用 e-N 与 e-6 方法 所 定义 的 无 穷 大 序列 和 无 穷 小 序列 ,也 完 全 采纳 了 
上 述 布 劳 威 尔 无 止境 地 构造 自然 数 的 潜 无 限 思维 方式 ,这 就 是 设 定 一 个 
限度 ,超出 了 这 个 限度 ,再 设 定 一 个 限度 ,再 超出 这 个 限度 ,而 且 不 论 你 
所 设 定 的 限度 N 有 和 多 大 或 者 限度 ee 有 多 小 ,我们 总 能 超出 这 个 限度 , 评 
即 全 面 贯彻 了 无 上 境地 设 定 限度 再 超出 限度 的 潜 匹 穷 观念 ,进而 避 开 本 
实体 无 穷 大 和 实体 无 穷 小 概念 的 使 用 . 现在 我 们 用 .人 一 ‘x | n(x)) 这样 
的 方式 来 表示 这 种 自然 数 不 断 构造 下 去 的 进程 , 亦 即 用 最 后 那个 圆 括 号 
“)”»” 来 表示 自然 数 不 断 地 被 构造 的 现在 进行 式 (going) :面相 对 地 把 康 托 
意义 下 的 最 后 那个 花 插 号 “}” 来 表示 自然 数 已 经 形成 了 一 个 封闭 领域 
的 完成 式 (gone) ,在 这 里 我 们 特 称 实 无 穷 集 合 NN 二 {x | nCx)} 为 刚性 集 


合 ,而 称 那 个 潜 无 穷 意义 下 的 潜 无 穷 集合 .人 二 {x | n(x)) 为 弹性 集合 ， 
该 弹性 集合 的 一 个 完全 等 价 的 陈述 形式 就 是 下 述 柯 西 剧场 , 今 设 
Ai:{(1,2,3,-.… ,7) 


为 以 1 为 首 元 ,然后 依次 相 接 , 且 由 小 到 大 地 排列 而 成 的 一 个 由 了 个 自然 
数 构 成 的 集合 ,其 中 来 元 zz 是 某 个 固定 的 自然 数 . 现 令 4; 中 的 末 元 7n 变动 
起 来 ; 即 令 末 元 n 不 再 国定 而 可 以 无 限 地 增 大 , 却 又 永远 持 有 nn 一 w, 这 
就 构成 了 一 个 末 元 n 无 限 地 增 大 却 又 永远 有 限 的 潜 无 限 进程 ,我 们 把 这 
一 进程 Cgoing) 表示 为 


CC1 2.3:，---，72)。 
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并 称 之 日 柯 西 剧场 ,我 们 也 把 C.4 中 的 各 个 自然 数 看 成 是 柯 西 剧场 中 诸 
座位 的 编号 ,从 而 柯 西 剧场 是 一 个 自然 数 不 断 增长 的 潜 无 穷 进 程 
(Cgoing), 亦 就 是 上 文 所 描述 的 柯 西 - 外 人 尔 斯 特 拉 斯 基于 无 止境 地 设 定 限 
度 再 超出 限度 的 潜 无 穷 观 念 去 不 断 地 构造 自然 数 的 现在 进行 式 (going) 
的 弹性 集合 .4 一 (人工 | nCzx)). 

上 述 所 谓 弹 性 集合 与 刚性 集合 ,仅仅 是 对 自然 数 的 永 无 止境 地 构造 
进程 和 全 体 自 然 数 汇 成 整体 的 一 种 特殊 情形 的 描述 . 其 实 我 们 可 以 将 相 
关 概 念 抽象 到 一 般 情 形 .6.1 之 末 曾 指出 ,为 了 给 出 闵 无限 (Cpoi) 和 实 无 
限 Caci) 的 描述 定义 , 曾 引 和 人 人 简 记 符号 个 (开放 进行 词 )、 下 5 反 完 成 词 ?、 二 
《 正 完成 词 ) 以 及 它们 的 各 种 解释 方式 , 今 选 取 其 中 相 适 应 的 解读 方式 ， 
进一步 组 合 一 些 简 记 及 其 解读 方式 如 下 : 

XLInDA 一 au“ 对 象 上 被 包容 到 集合 A 中 ”; 

X01nD)A 一 oa 对象 x 不 能 被 包容 到 集合 人 A 中 ”; 

ExPCr) 个 CIn) A 一 a“ 任何 满足 谓词 P 的 对 脓 工 总 能 无 止境 的 被 
包容 到 集合 A 中 ”; 

vV xPCr) 下 xcoA 一 "肯定 所 有 满足 谓词 已 的 对 象 上 都 被 包容 到 
集合 A 中 ha”; 

vxP(zx) 下 xXx(In)A 一 a 否定 所 有 满足 谓词 P 的 对 和 象 x 能 被 全 部 包 
容 到 集合 A 中 ”; 

Ex TPCX) 和 XOIn0)A 一 so“ 肯定 任何 或 每 一 个 不 满足 谓词 P 的 对 
象 总 不 能 被 包容 到 集合 A 中 ”. 

在 此 应 注意 ,在 6.4.2 之 定理 的 证 明 过 程 中 ,我 们 引进 了 枚 举 量 词 
E, 解 释 并 读 为 “ 任 一 ”或 “每 一 ”, 不 得 解释 为 “所 有 ”. 而 全 称 量词 Vv 解释 
并 读 为 “所 有 ”, 不 得 解释 并 读 为 “每 一 ”. 

现任 给 无 穷 背 景 世 界 中 的 谓词 P 和 一 个 集合 “7Y, 如 果 满 足 条 件 : 

CExPCxr) zDD ACY rpPOr) 下 XCIn) .7 人 
CExTPCr) TT x In) .DD 
则 称 集 合 :为 谓词 己 的 弹性 集合 , 记 为 :7 一 (rz | PCzr)). 
又 对 于 任何 无 穷 背景 世界 中 的 谓词 P 和 集合 全 ,如果 满足 条 件 : 
CEzcPCzr) zin)A)ACVaPCz) T x (In)A)A 
Ex IPCOr) TT rzC In A 
则 称 和 集合 A 为 谓词 的 刚性 集合, 记 为 A 一 {x | P(x)}. 
特殊 地 ,给 定 谓词 n: 自 然 数 和 和 集合 N, 如 果 满 足 条 件 : 
(Exzagxz)4 人 rn ACYanaGz) T rcoIn) NA 
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CEz PCz) TIn)yr) 
则 称 集 合 N 为 刚性 自然 数 集合 , 记 为 N 二 {x | nCcx)}). 
又 对 谓词 ” :自然 数 和 集合 .4, 如果 满足 条 件 : 
CExnCx) 4 x MACY cnr) 下 工人 In).4 人 
(Ex TnCr) 了 CTIn) 4 
则 称 集合 .4 为 弹性 自然 数 集 合 , 记 为 ,4 一 1zlnCz)), 亦 即 上 文 所 述 之 柯 
西 剧场 


CN:{l,2,3,. ,7)， 

实际 上 ,上 述 柯 西 剧 场 C-. 人 或 弹性 集合 .人 的 两 条 基本 性 质 是 : 

Ca) mn 可 以 无 限制 地 增 大 或 构造 下 去 ,从 而 明确 反映 出 C-.% 或 .4 的 
“ 非 有 限 ” 的 性 质 . 

Cb> 在 7 无 限 增 大 的 进程 中 又 强调 恒 保 持 n 一 w,; 人 了 从 而 明确 否定 nn 达 
到 忆 , 充 分 反映 出 COC. 或 .4 的 “ 潜 元 限 ” 特 点 . 

如 此 ,该 柯 西 剧场 中 的 座位 数 一 方 面 是 可 以 无 限制 地 增加 的 , 另 一 
方面 却 又 有 如 下 重要 结论 : 

Cx) 柯 西 剧 场 永 远 不 可 能 拥有 wl 即 实 无 限 ) 个 座位 . 

亦 即 座位 个 数 的 增长 永远 停留 在 增长 的 进程 (going， 中 而 没有 增长 
完毕 . 这 标志 着 当 我 们 从 生成 的 角度 去 看 这 个 C-. 剧场 时 , 它 永 示 是 一 
种 现在 进行 式 (going) ,又 当 我 们 从 存在 的 角度 去 看 这 个 C-.4Y 剧 场 时 , 它 
无 疑 是 一 个 动态 的 、 洪 在 的 和 不 确定 的 . 

顺便 指出 :这 里 所 说 的 剧场 之 所 以 命名 为 柯 西 剧 场 , 并 简 记 为 CW 
剧场 ,而 没有 用 布 劳 威 尔 的 名 字 去 命名 .原因 在 于 借 此 明确 指出 , 现 有 的 
研究 与 讨论 完全 属于 非 构 造 性 的 近 现 代数 学 系统 ,在 此 既 没 有 涉及 任何 
直觉 主义 滥 辑 ,也 没有 与 直觉 主义 构造 性 数学 发 生 任 何 关 系 . 相反 地 ,如 
果 布 劳 威 尔 的 名 字 在 文中 出 现 过 多 , 则 就 有 可 能 引发 认为 我 们 的 讨论 已 
进 人 直 党 主义 构造 性 思维 范畴 的 误解 . 


6. 5.2 ”古典 集合 论 与 近代 公理 集合 论 中 的 狭义 柯 西 剧场 现象 


现在 先 让 我 们 来 观察 在 某 个 普通 剧场 中 所 举行 的 一 次 特殊 的 电影 
招待 会 的 入 场 过 程 , 如 图 6.1 所 示 : 这 是 某 市 的 一 个 500 座位 的 剧场 , 某 
日 要 在 该 剧场 举行 一 次 专门 招待 该 市 少尉 以 上 军官 的 电影 招待 会 . 人 场 
前 持 有 招待 券 的 观众 先 要 在 剧场 休息 厅 和 集中 等 候 . 剧场 有 两 个 人 口 处 ， 
分 别 由 甲 、 乙 两 位 工作 人 员 看 守 , 其 中 甲 负 责 验 证 观众 身份 , 乙 负 责 检 查 
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入 场 人 数 是 否 少 于 或 等 于 500, 因 为 不 允许 有 观众 站 着 看 电影 ,因此 在 
入 场 前 甲 先 向 检查 人 员 发 问 ,休息 厅 中 持 券 等 待 作 场 的 观众 身份 如 何 ? 
回答 说 都 为 本 市 少尉 以 上 军官 ,因此 甲 认可 观 你 人 场 .然而 乙 又 要 求 检 
查 一 下 人 数 ,回答 说 人 手 1 券 等 待人 场 者 正好 500 位 ,从 而 全 体 入 场 , 招 
待 会 顺利 结 


500 座 位 剧场 


图 6. 1 

下 文 我 们 将 在 上 述 柯 西 剧场 中 举行 一 次 专门 招待 全 体 自 然 数 的 电 
影 招待 会 .但 在 此 前 先 让 我 们 温习 一 下 如 下 两 条 熟知 的 定理 . 

定理 1 全 体 自 然 数 的 个 数 为 可 数 无 穷 多 , 亦 即 自然数 集 合 六 中共 
有 wow 个 自然 数 . 

定理 2 全 体 自然 数 都 是 有 限 序数 , 即 设 nn 为 自然 数 , 则 必 有 一 

甚 实 如 上 两 条 熟知 的 定理 可 归结 为 如 下 一 个 结论 : 

“存在 有 wow 个 两 两 相 异 的 数值 有 限 的 自然 数 ”. 

现在 如 图 6.2 所 示 :, 我 们 将 在 柯 西 剧场 中 举行 电影 招待 会 ,从 表态 


柯 西 剧 场 


图 6.2 
框架 看 , 柯 西 剧场 与 前 述 普 通 剧 场 无 异 , 也 有 一 个 休息 厅 和 和 两 个 和 人口 处 ， 
并 分 别 有 甲 . 乙 两 人 看 守 , 分 工 是 甲 负责 验证 观众 身份 , 乙 人 负责 检查 入 场 
观众 是 否 超 员 ,同样 不 准 有 观众 站 着 看 电影 . 从 动态 框架 看 , 柯 西 剧场 的 


em 数学 与 无 究 观 的 逻辑 基 珊 


i 


229 


学 与 无 穷 观 的 逻辑 基础 


230 


座位 数 可 以 无 限制 地 增多 , 却 又 永远 是 有 限 多 个 座位 . 现在 全 体 自 然 数 
均 已 人 手 一 券 在 休息 厅 中 等 待人 场 , 因 此 甲 首 先 间 等 待人 场 的 观众 是 何 
身份 ? 贺 答 说 全 是 自然 数 ,从 而 全 是 有 限 序 数 . 甲 可 毫 不 犹 殉 地 认可 放 
行 , 因 六 身份 全 部 符合 . 然后 , 乙 又 问 休 息 厅 中 等 待人 场 的 观众 有 多少 ? 
回答 说 共计 w 个 .此 时 乙 立 即 声 称 柯 西 剧场 提供 不 了 这 么 多 座位 ,因此 
不 能 作 场 ,否则 全 部 冲 进 来 的 话 ,; CW 剧场 的 结构 就 要 被 破坏 了 . 因为 乙 
深 知 6. 5. 1 中 所 讨论 并 获得 的 重要 结论 (x ), 那 就 是 柯 西 剧场 永远 不 可 
能 拥有 wl( 即 实 无 限 ) 个 座位 ,因为 柯 西 剧 场 是 一 个 潜 无 限 的 进程 , 亦 即 
其 座位 的 个 数 的 增长 永远 停留 在 增长 的 进程 (going) 中 ,而 并 没 增长 完 
毕 . 所 以 乙 心 中 第 一 个 重要 淹 断 是 : 

CCI)“w 个 两 两 相 异 的 数值 有 限 的 自然 数 ” 是 绝 不 可 能 同时 进入 柯 
西 剧 场 看 电影 的 . 

但 在 男 一 方面 , 当 乙 首先 在 心中 作出 上 述 判 断 (1I) 并 拒绝 休息 厅 
中 观众 (全 体 自 然 数 ) 同时 入 场 之 后 ,心中 却 又 在 纳 闽 不已. 因为 他 这 时 
又 想到 了 了 .上述 定理 2, 并 作 了 如 下 一 番 推 理 : 首 先 , 任 取 一 自然 数 m, 因 由 
定理 2 而 知 必 有 7 < 而 和 .剧场 至 少 可 有 和 十 1 个 座位 ,所 以 za 有 座 
位 :因此 举 不 出 任何 一 个 无 座位 的 观众 来 ,既然 无 一 反例 可 言 ,. 当 然 全 都 
会 有 座位 . 

何况 还 可 用 数学 归纳 法 或 反 证 法 证 明 全 体 观 众 部 有 座位 ,例如 用 反 
证 法 证 明 如 下 . 

证 明 先 将 作为 观众 的 全 体 自 然 数 由 小 到 大 排 成 自然 数 序列 ， 

X:{11 2.3， 7-…} 

从 而 4 为 一 良 序 集 . 再 反 设 1 中 存 有 在 柯 西 剧场 中 没有 属于 自己 的 
座位 的 自然 数 , 现 令 S 表示 * 中 所 有 在 柯 西 剧场 中 无 座位 的 自然 数 所 构 
成 的 集合 , 则 S 为 的 子 集 ,由 熟知 定理 知 S 有 一 最 小 元 , 记 为 m2; 因 mE 
S, 故 ma 在 柯 西 剧场 中 没有 属于 自己 的 座位 . 男 一 方面 ,由 柯 西 剧场 的 结 
构 可 知 柯 西 剧场 至 少 能 拥有 区 十 1 个 座位 ,因此 mm 必 有 座位 . 节 盾 .从 而 
反 设 不 成 立 . 从 而 全 体 自然 数 在 柯 西 剧场 中 都 有 一 -个 属于 自己 的 座位 . 

证 毕 . 

既然 个 两 两 相 异 的 自然 数 ( 即 全 体 自 然 数 ) 在 柯 西 剧场 中 都 各 有 
一 个 属于 自己 的 座位 ,当然 可 以 各 就 各 位 地 同时 人 场 看 电影 了 . 为 之 , 乙 
又 在 心中 作出 如 下 第 二 个 重要 判 新 : 

CI)“*w 个 两 两 相 异 的 数值 有 限 的 自然 数 ” 完 全 可 以 同时 进入 柯 西 
剧场 看 电影 . 
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由 于 上 述 两 个 判断 C(I》 和 和 CH》 是 自 相 矛盾 的 ,这 不 仅 使 得 这 次 要 
在 柯 西 剧场 中 举办 的 电影 招待 会 取消 而 不 了 了 之 . 而 且 更 令 人 不 安 的 
是 :人 们 在 集合 论 中 所 公认 的 “存在 有 w 个 两 两 相 异 的 数值 有 限 的 自然 
数 ” 这 一 结论 根本 不 能 成 立 . 或 者 说 ,在 古典 集合 论 和 近代 公理 集合 论 
中 所 确认 的 那个 恰 由 全 体 自 然 数 所 构成 的 实 无 限 刚 性 集合 N 二 tx | 
nx)) 是 一 个 自 相 蔬 盾 的 、 似 是 而 非 的 非 集 . 

今 设 GG 为 近代 公理 集合 论 ZFC 框架 下 的 任何 一 个 可 数 无 穷 集 合 , 则 
G 中 一 切 元 可 用 自然 数 去 编号 ,从 而 在 已 证 NN 一 ‘zx | nCx)) 为 非 集 的 结 
论 下 ,可 以 直接 推 知 G 为 自 相 矛盾 的 非 集 . 综 上 所 论 , 我 们 已 经 利用 上 述 
枉 西 剧场 现象 证 明了 下 述 定 理 . 

定理 古典 集合 论 和 近代 公理 集合 论 中 任何 一 个 可 数 集 合 都 是 似 
是 而 韭 的 韭 焦 . 


6. 5.3 ” 超 穷 弹 性 集合 与 超 穷 柯 西 剧场 


如 所 知 , 在 近代 数学 中 ,人 们 曾 把 基于 自然 数 系统 的 数学 归纳 法 推 
广 到 基于 超 穷 序数 的 超 穷 归纳 法 ,并 在 数学 推理 中 广 为 应 用 ,现在 我 们 
也 把 上 面 陈述 的 柯 西 剧场 概念 加 以 推广 ,建立 一 个 超 穷 柯 西 剧场 , 记 为 
C-NJ, 现 设 A [wos] 为 一 不 可 数 的 由 超 穷 序数 编 成 的 良 序 集 , 并 且 
A [aos] 二 0, 亦 就 是 将 不 可 数 序 数 集 A[wosj] 的 序数 记 为 0, 另 一 方面 ， 
在 素 朴 集合 论 和 近代 公理 集合 论 中 有 如 下 两 条 熟知 的 定理 : 

定理 1 任何 一 个 良 序 集 A 不 能 与 A 的 任何 一 个 截 段 A, 相似 ,并 且 
A。 < A. 

定理 2 一 切 小 于 序数 a 的 序数 所 组 成 的 良 序 集 w 的 序数 tw 就 是 
序数 a, 肥 Tw, 一 a. 

从 而 我 们 就 依 如 上 所 论 之 A [wos] 一 0 为 背景 ,建立 或 定义 超 穷 柯 
西 剧 场 的 概念 如 下 : 

现 设 0 为 一 不 可 数 的 序数 ,; 则 一 切 小 于 序数 0 的 序数 可 以 组 成 一 个 
良 序 集 , 记 为 A [wos], 由 定理 2 知 A[Lwosj 一 0Q, 又 由 定理 1 知 ,对 人 A 中 
任 一 序数 四 总 有 了 < 一 Q, 现 令 了 表示 A [wos] 中 的 可 以 任意 增 大 但 又 永 
远 小 于 @ 的 序数 变量 ,于 是 我 们 就 按 如 下 的 记 法 

CCA,2 ww 0 7) 

来 表示 我 们 所 要 建立 的 超 穷 柯 西 剧场 ,该 C.J 的 两 条 基本 性 质 是 : 
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ca) 其 中 7 是 一 序数 , 9 可 以 无 限制 地 增 大 ,并 且 不 论 7 了 是 一 个 有 前 
邻 元 和 后 继 元 的 非 极限 序数 .还 是 一 个 没有 前 邻 元 的 极限 序数 ,有 如 ww、 
ww -nw se 我 们 总 可 用 7 十 1 的 方式 将 序数 7 了 增 大 , 若 将 C.J 
中 的 序数 视 为 Ce 中 诸 座 位 的 编号 的 话 :, 则 对 任何 一 个 编号 为 了 的 座 
位 而 言 ,我 们 总 可 用 7 十 1 的 方式 去 扩充 C-.WJ 的 座位 数 , 并 且 永 无 止 
境 . 


Cb > 序数 7 虽然 可 以 无 限制 地 增 大 ,但 却 永 远 小 于 0, 亦 即 恒 持 有 7 

一 ,这样 的 规定 是 合理 的 ;因由 上 述 定 理 1 和 2 知 有 : 
VInIE A[Lwosd 7 < 0). 

通常 我 们 也 称 前 述 基 于 自然 数 系统 的 柯 西 剧 场 C-. 和 为 狭义 柯 西 剧 
场 , 市 称 上 述 超 穷 柯 西 剧场 C.4J 为 广义 柯 西 剧 场 , 若 用 弹性 集合 来 表 
示 , 则 CC- 就 是 .人 一 {x | nCx)) ,而 今 设 

OCz) 一 a*X 为 一 序数 ” 
则 三 述 Cr-.4-J 亦 可 表示 为 超 穷 弹性 集合 : 
O, = {x | OC Ax 0) 

狭义 的 C-. 和 广义 的 C-.NWJ 的 根本 区 别 在 于 C-. 中 不 存在 无 前 邻 
元 的 极限 序数 ,而 广义 的 CC.4-J 中 却 存 在 着 没有 前 邻 元 的 极限 序数 , 因 
而 其 中 包含 着 各 种 不 同 层 次 的 潜 无 限 的 进行 式 Cgoing) 和 实 无 限 的 完成 
式 (gone). 


6. 5.4 _ZFC 框架 下 的 超 穷 柯 西 剧场 现象 “人 


现在 让 我 们 首先 证 明 下 述 定理 : 

定理 ”ZFC 框架 下 的 任何 一 个 不 可 数 的 实 无 穷 集合 都 是 自 相 巴 盾 
的 非 集 . 

证 明 设 A== {x | P(r)) 为 ZFC 框架 中 的 一 个 不 可 数 的 集合 ,由 
半 ZFC 接受 选择 公理 ,从 而 良 序 定理 成 立 , 亦 即 任何 非 空 集合 都 可 排 成 
良 序 集 , 所 说 的 不 可 数 集合 A 二 {x 1 PCx)}) 也 不 能 例外 . 为 之 ,我 们 先 将 
A 编 成 良 序 集 A[xwosj, 国 为 A[wos] 为 良 序 集 , 故 有 一 相应 的 序数 <, 即 
Afreos] 二 a, 今 设 yE ALwosj; 则 由 6.5.3 中 所 引 之 定理 1 知 , 由 7Y 所 
产生 的 截 段 A,[Lwos] 不 能 与 AL[LwosJ」 相似 ,并 且 AyLwos」] 有 一 序数 y, 即 
Araos 了 一 yy 而 且 y 二 a( 仍 由 6.5.3 中 所 引 之 定理 1), 现 将 所 有 由 
ALaaos] 的 元 素 所 产生 之 截 段 的 序数 分 别 去 取代 ALzos] 中 的 各 个 元 素 ， 
从 而 得 到 一 个 由 A[reos] 所 产生 的 序数 集 A [aos], 当然 A[reos] 与 
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A Ewwos] 相似， 从 而 我 们 可 有 ALzos] 一 — A [rwos] 一 -一 ay 并 有 如 下 结论 : 
Cx x) Vin EE Afwos] ~ 7 < a) 
由 于 ALwosj] 不 可 数 , 且 为 所 有 小 于 序数 a 的 序数 构成 的 良 序 集 , 由 


6. 5.3 中 所 引 之 定理 2 知 A [wosj 一 a; 根据 6. 5.3 中 所 建立 的 广义 柯 西 
剧场 概念 ,我们 首先 建立 一 个 相应 于 本 定理 的 下 述 超 穷 柯 西 剧场 : 
COCA-T 2 0 ,7) 


其 中 了 为 一 序数 ,可 以 无 限 增 大 ,但 却 永远 小 于 A [wosj] 一 a; 亦 即 恒 有 
7 过 a. 我们 把 CAJ 中 的 序数 视 为 C-.4J 中 的 座位 的 编号 ,从 而 一 方面 
由 于 7 可 以 无 限制 地 增 大 ,而 且 不 论 7 是 一 个 有 前 邻 元 的 非 极 限 序数 ,还 
是 一 个 无 前 邻 元 的 极限 序数 ,我们 总 可 用 7 十 1 的 方式 去 扩大 CT 的 
座位 数 . 另 一 方面 又 由 于 Vn EE A[awos] 一 一 a) 而 明确 否定 7 了 能 增 
大 达到 a, 从 而 知 有 如 下 结论 : 

《YY》 CMJ 永远 不 能 拥有 个 座位 . 

现在 我 们 就 在 C-. 人 J 中 举办 一 次 招待 A [wos] 中 全 体 序数 的 电影 
招待 会 ,于 是 我 们 首先 有 如 下 结论 

CI) 不 可 能 让 A 了 wos] 的 所 有 序数 各 有 一 个 属于 自己 的 座位 ,同时 
人 场 C.WJ 看 电影 (因由 (了 了) 知 Cj 提供 末了 = 个 座位 ) ,或 设 POW) 
二 “7 在 C-.AJ 中 拥有 一 个 属于 自己 的 唯一 确定 的 座位 ”因此 ,本 结论 
CT ) 可 表示 为 : 


门 YV7G7E ATaos] -= Pe). CD 

香 则 .车 设 有 VwcwE ALwosj -> PC , 则 因 A[Lwos] 有 a 个 成 员 ， 
从 而 C-.4-J 必须 拥有 个 座位 ,从 而 矛盾 于 .上 文 结论 (六 ). 

但 在 男 一 方面 ,对 于 每 一 个 &€ ALwosj, 由 于 &€ 二 a, 从 而 在 C-. 人 -J 
中 之 7 了 无 限 增 大 的 情况 下 .总 可 使 得 C-.4-J 拥有 & 十 1 个 座位 ,不 论 & 是 
极限 序数 还 是 非 极 限 序数 ,C-.4-J 拥有 # 十 1 个 座位 一 事 总 能 办 到 ,从 而 & 
在 C-.4-J 中 拥有 一 个 属于 自己 的 唯一 确定 的 座位 , 亦 即 : 

Eryn € A [wos] -> PC7)) 
由 于 在 经 典 二 值 逻 辑 沉 算 中 规定 王 一 V ;因此 EE 与 VY 可 以 互相 取代 ,从 
而 上 式 就 是 


VzG7E ALwos] > PO) C1) 
实际 上 ,CT 即 表 示 对 于 ATwos1 中 的 所 有 序数 都 有 一 个 遍 于 自己 的 唯 
一 确定 的 座位 ,从 而 可 以 同时 进入 C.J 看 电影 ,上 述 CI) 和 (CI 是 互 
相 巴 盾 的 . 从 而 A [wosj 是 一 个 自 相 牙 盾 的 非 集 . 
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另 一 方面 :如 前 文 所 述 ， 和 良 序 集 ALros] 与 ALros] 具有 相似 对 应 关 


系 . 并 有 AL[ros] 一 A [wosj] 一 a, 因 之 ,我 们 可 按 A[wos] 与 A[wosj] 之 
闻 的 相似 对 应 规则 了 以 及 在 规则 了 下 的 相互 对 应 关系 ,将 A [wos] 中 所 
有 序数 给 良 序 集 AL[wos] 中 所 有 的 元 素 相 互 对 应 地 进行 编号 , 从 而 由 
A [wos]] 为 一 白 相 子 盾 的 非 集 推 知 良 序 集 A[ros] 也 是 一 个 自 相 区 盾 的 
非 集 . 又 由 于 A[Lxwosj 不 过 是 将 A = 二 {x | P(x)} 中 所 有 元 素 重 新 编 序 和 而 
获得 , 故 从 集合 的 角度 看 ,两 者 是 同一 个 集合 ,从 市 不 可 数 集合 A 一 {xz | 
PCz)) 为 一 自 相 茸 盾 的 非 集 . 


6.6 ”对 角 线 方法 中 的 “每 一 ” 与 “所 有 ” 


在 2.1 节 中 , 曾 对 运用 对 角 线 方法 证 明 实 数 集 合 为 不 可 数 集 合 一 事 作 
过 一 些 议论 ,但 在 传统 观念 框架 下 ,也 只 能 议论 议论 而 已 .但 和 在 6.1 一 6.5 
节 的 思维 框架 下 ,我 们 就 能 用 严格 的 推理 方式 来 论述 这 件 事 了 . 

如 所 知 ,在 经 典 集 合 论 中 ,运用 对 角 线 方法 去 证 明 实 数 集 合 居 的 势 
为 不 可 数 的 过 程 如 下 :所 用 方法 是 反 证 法 , 亦 即 反 设 人 0,1) 区 间 中 的 所 
有 实数 构成 的 集 尺 具有 可 数 势 w( 见 6.4.1 注 释 (D 中 有 六 | 一 宇 一 o)， 
从 而 可 用 自然 数 给 RR 的 元 素 编号 ,或 者 说 尺 与 自然 数 集 合 NN 一 {x| 工 为 
自然 数 } 之 间 可 建立 一 一 对 应 关系 ,如 下 表 所 示 : 


N R 

1 <€> 0 = 0， Pi Na Dis 四 
2 > 0, 一 0., Pal Ps» P23 “"” Pon 
3 和 -> 0， = 0. Ps Po ps “Pan 
nn > 0 一 人 . Pai Pn Pn3 Wd Pn 


LA 
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现 构 造 一 个 实数 
9 = 0. pipz ps Pr"* 
其 中 pj; 一 Pi 十 1, 当 pi 一 9 时 ,; 取 pp 一 0, 在 这 里 ,06 (0,1), 妈 9 为 
一 实数 是 显然 的 , 另 一 方面 ,09 却 与 RR 中 任 一 元 9 相 异 ,因为 0 与 0 有 一 
个 有 穿 差 位,; 即 p, 关 pm. 既然 E060, (60, ER->9 关 0。), 从 而 在 经 典 和 集合 
论 中 就 等 同 于 有 V6, ER 一 9 了 郑 04). 因为 车 令 记 一 su“ 每 一 ”,，YV 
二 a“ 所 有 ”, 则 根据 全 称 量 词 Y 的 解释 约定 ,在 任何 场合 E 与 VY 可 以 互 
相 替 换 . 因此 ,0 区 R. 可 见 尺 并 没有 包括 (0,1) 中 的 全 体 实数 , 邓 盾 . 这 说 
明 反 设 (0,1) 中 全 体 实数 所 构成 的 集 尺 上 其 有 可 数 势 一 事 不 成 立 , 从 而 该 
实数 集合 尺 一 {z+|xE (0,1)A 人 Zz 为 一 实数 } 具有 不 可 数 势 C. 
然而 我 们 将 在 下 文中 指出 , 当 我 们 在 经 典 集合 论 中 引入 弹性 集合 .人 
一 14z | zc) 或 柯 西 剧场 C-.N 以 后 ,就 会 看 出 上 文 所 论 RR 具 有 不 可 数 执 
C 的 证 明 过 程 是 靠不住 的 . 因为 在 经 典 集 合 论 中 有 所 请 “ 相 异 实数 有 穷 
差 位 判别 原则 ”, 即 设 有 二 实数 : 
0 = 0. pippa* pr*"" 
6’ 一 0. pip2ps psn 
如 果 9 了 关 9 ;, 则 必须 习 rCrmr 一 w 人 pr 天 0) 反之 亦 然 . 亦 即 应 有 
00ifImm < Ab FE ps 


在 这 里 ， 
iff 一 uo“ 当 且 仅 当 ”. 
试看 上 述 运 用 对 和 角 线 方法 往 证 (0,1) 中 全 体 实 数 所 构成 的 集 R 具 有 
不 可 数 势 的 过 程 . 我 们 判定 那个 构造 出 来 的 实数 
0 一 9. pip: pa 六 
与 刚性 集合 
R= {0,0 .0 .0,...°} 
中 任 一 实数 
8; 一 0. papapa'*" Pa 
为 相 异 实数 时 ,所 用 的 有 穹 差 位 正好 是 第 :位 , 即 p; 了 关 pi;; 评 即 
9 0if dili < whNp; A Pri), 
现任 选 R 中 两 个 实数 9 与 9,, 只 要 i 了 ;7, 那 么 “判定 9 与 09; 相 异 时 所 用 的 
差 位 位 数 i” 就 不 等 于 “判定 6 与 9, 相 异 时 所 用 的 差 位 位 数 7”. 从 而 我 们 
有 如 下 结论 : 
Cx) 用 以 判定 实数 9 与 RR 中 的 实数 相 异 时 所 用 的 各 个 有 穷 差 位 是 两 两 
相 宕 的. 
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pa 

0 了 关 0 iff 着 位 i(06 关 ;pi; 天 Bi) 了 关 着 位 了 (06 闫 0;p; 3 pb;). 
由 于 实数 集合 尺 二 {001,04 0,…- ,0,…} 中 有 ww 个 实数 ,从 而 所 请 淹 定 实数 

0 = 0. pipp pr: 

与 尺 中 所 有 实数 相 异 ,就 是 要 判定 6 与 RR 中 之 个 实数 全 都 相 蜡 .那么 根 
据 上 述 结论 C(x) 可 知 , 必 须要 有 个 两 两 相 异 的 有 穷 差 位 才能 判定 9 与 
及 中 之 ww 个 实数 全 都 相 异 . 实际 上 ,在 有 和 穿 差 位 判别 原则 前 担 下 ,运用 上 
述 对 角 线 方法 往 证 (0,1) 中 全 体 实 数 所 构成 之 集 尺 具有 不 可 数 势 的 过 程 
中 ,应 有 如 下 结论 : 

《xx 类 7) 判定 实数 0 与 尺 中 所 设 之 w 个 实数 全 都 相 异 ”if 纪 存 在 有 个 
两 两 相 异 的 有 穷 差 位 ”. 

现在 我 们 只 要 在 柯 西 剧场 中 举办 一 次 专门 接待 上 述 “w 个 两 两 相 异 
的 有 穷 差 位 ”的 电影 招待 会 ,就 会 知道 “存在 有 名 个 两 两 相 异 的 有 穷 差 
位 ”这 一 结论 是 不 能 成 立 的 ,如 同 我 们 在 6. 5.2 中 讨论 柯 西 剧场 现象 时 
一 样 : 亦 就 是 甲 、 忆 两 位 守门 人 所 获 致 的 共识 :存在 有 ww 个 两 两 相 异 的 
有 穷 序 数 ” 这 一 结论 不 能 成 立 . 从 而 由 上 述 结 论 (xx) 可 知 , 在 有 穷 差 位 
判别 原则 前 提 下 ,运用 对 角 线 方法 往 证 实数 9 与 实数 集 R 中 之 w 个 实数 
全 都 相 异 的 证 明 过 程 不 能 成 立 ， 

在 这 里 应 注意 :既然 “存在 有 oo 个 两 两 相 异 的 有 穷 差 位 ”这 一 结论 不 
能 成 立 ,那么 由 上 述 结 论 (*x* ) 即 知 “ 判 定 实 数 29 与 尺 中 所 设 w 个 实数 都 
相 异 ”的 结论 也 不 成 立 . 从 而 “实数 集合 R 中 所 有 的 实数 都 与 9 有 一 个 有 
穷 差 位 ”这 一 断言 也 不 能 成 立 . 然而 上 反 过 来 ,对 于 实数 集合 RR 中 的 每 一 或 
任 一 实数 而 言 , 却 与 9 必定 有 一 个 有 穷 差 位 ,这 就 是 说 ,我 们 虽然 有 

EO0(0 和 和民 一 本 < wAp, FA Pi, 


但 却 不 会 有 
VO(0 ER Iili< whp; FF. pai)). 

亦 即 若 令 谓词 忆 表 示 :“R 中 某 个 实数 90. 与 实数 9 有 一 个 有 穷 状 位 i(p; 关 
P02”, 则 由 上 面 的 讨论 可 知 下 述 

CIH)EGC0 € Ro POX YO0 € RR Pur)) 
并 不 成 立 - 然而 下 述 

(CI) VOC0 € R ~ PCO)—>E0(0 € R— P(r)) 
在 任何 场合 总 是 成 立 的 . 

这 就 是 说 ,虽然 由 所 有 x 如 何如 何 总 能 推出 每 一 之 如 何如 何 , 但 是 

反 过 来 ,由 每 一 二 如 何如 何 就 未 必 总 能 推出 所 有 如 何如 何 - 这 个 事实 
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说 明 ,经 典 二 值 还 辑 中 认定 “每 一 ”等 于 “所 有 ”( 即 下 一 V) 的 思想 规定 ， 
在 兼容 两 种 无 穷 观 的 分 析 方 法 中 存在 严重 的 局 上限 性 . 


6.7 分析 基础 中 的 无 穷 观 问题 


在 2.3 节 中 , 曾 已 论 及 由 贝克 药 (CBerkeley) 悖 论 所 引发 的 数学 第 二 
次 危机 :以 及 由 极限 论 的 建立 而 使 危机 解除 等 内 容 , 但 在 本 节 中 将 在 兼 
容 两 种 无 穷 观 和 poi 天 aci 的 分 析 方 法 下 ,重新 讨论 数学 第 二 次 危机 的 问 
题 . 又 为 便于 读者 一 气 呵 成 地 阅读 本 节 内 容 , 我 们 不 惜 略 有 内 容 复 述 之 
嫌 , 在 此 仍 将 从 Berkeley 悖 论 讲 起 . 


6.7.1 微 积 分 与 极限 论 的 简要 历史 回顾 


17 世纪 和 整个 18 世纪 , 直 于 微 积 分 理论 的 诞生 及 其 在 各 个 领域 里 
的 广泛 应 用 , 微 积 分 理论 得 到 了 飞速 的 发 展 , 然 而 当时 的 微 积分 理论 却 
建立 在 含混 不 清 的 无 穷 小 概念 .上 ,由 于 没有 一 个 牢固 的 理论 基础 而 但 到 
各 方面 的 非 难 . 其 中 最 为 核心 的 非 难 可 归结 为 著名 的 贝克 芋 那 论 . 今 以 
求 取 自 由 落体 ” 时 刻 的 瞬时 速度 为 例 说 明 如 下 . 


大 家 都 熟悉 自由 落体 的 上 距离 公式 S 一 二 gt, 当 上 一 总 时 .下 降 距 离 为 


S, 一 到 egi, 当 :一 扣 十 几时 :下降 距离 为 S, 十 二 一 去 ao 十 j? ,这 表明 落 
体 在 hh 秒 内 所 下 降 的 距离 为 


1 = Fg th): S, 


一 8 严 2? Se 


一 去 gC2to 十 hh)h 
从 而 落体 在 秒 内 下 落 的 平均 速度 为 
1 
Vv L a8 TR | 1 则 
万 阿 Bro D8 
显然 ,当时 间 的 间隙 越 小 时 ,平均 速度 就 与 1 一 t,o 时 的 点 速度 越 接 
近 .但 不 诊 叶 禾 么 小 ,只 要 六 和 尖 0, 则 平均 速度 就 不 等 于 上 一 加 时 的 点 速 
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度 . 但 当 h 一 0 时 ,就 已 经 没有 距离 的 改变 ,从 而 V 一 寺 一 gto 十 妆 84 就 
变 成 了 无 意义 的 全 .也 就 无 法 求 得 + 一 时 的 点 速度 . 


和 牛 辐 (Newton》 和 芋 布 尼 兹 (Leibniz) 也 曾 为 要 摆脱 此 困境 而 分 别 
提出 种 种 解释 : 


gC2t + Oh 
天 


Ca) 说 疡 是 无 穷 小 , 故 户 夭 0, 从 而 元 一 有 意义 ,并 可 化 


为 天 一 gt 十 六 gk, 但 无 穷 小 量 h 与 大 于 0 的 有 限量 相 比 可 以 忽 上 略 不 计 ， 
于 是 可 将 去 gh 丢掉 ,使 得 gto 十 去 s4 变 为 gro, 这 就 是 落体 在 上 一 和 时 的 


点 速度 , 亦 即 了 |,. = gio. 


i gC26 + ph ] 
Cb) 又 说 元 = 一 五 Eto + 之 gh 的 最 后 比 是 gtos 这 就 是 rt 


一 to 时 的 点 速度 . 
Ce) 说 革 一 gis 十 去 gh 的 极限 是 glo. 
Cd) 牛顿 和 莱 布 尼 兹 又 解释 说 : 当 h -~0 时 , 既 不 在 h 变 为 0 之 前 ， 
也 不 在 hh 变 为 0 之 后 ,正好 在 hh 变 为 0 时 , 天 二 gti, 十 方 gh 的 值 是 gi. 
以 上 种 种 说 法 ,都 不 能 使 人 们 满意 地 认为 已 经 解决 了 如 下 的 矛盾 : 
_ | 为 要 使 去 有 意义 ,必需 用 了 关 0; 


(B) 为 要 求 得 落体 在 t 二 ts 时 的 点 速度 是 gto, 叉 必需 hh 一 0. 

在 同一 个 问题 的 求解 过 程 中 的 同一 个 量 产 ,何以 能 既 不 等 于 0, 同时 
又 等 于 0 呢 ? 这 就 是 数学 中 上 所 说 的 贝克 药 悖 论 . 

莫 里 斯 . 克 莱 因 (Meorris Kline) 在 《古今 数学 思想 》 第 一 卷 中 指出 : 
导数 被 当 作 y 与 工 消 失 了 的 增 量 之 比 , 有 邑 dy 与 az 之 比 , 贝 克 革 说 它们 既 
不 是 有 限量 ,也 不 是 无 穷 小 量 ,但 也 ,不 是 无 ,这 些 变化 率 只 不 过 是 消失 了 
的 量 的 鬼 吏 司 :. 

数学 史上 把 18 世纪 微 积 分 诞生 以 来 在 数学 界 出 现 的 混乱 局 面 称 为 

基于 如 上 的 局 面 , 就 不 能 不 迫使 数学 家 们 认真 对 待 这 个 贝 交 芋 尾 
论 ,借以 解除 数学 的 第 二 次 危机 ,这 就 直接 导致 了 徽 积 分 的 柯 西 - 外 尔 
斯 特 拉 斯 (Cauchy-Weierstrass) 时 代 , 柯 西 详细 而 系统 地 发 展 了 极限 论 ， 
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戴 德 金 CDedekind) 在 实数 论 的 基础 上 证 明了 极限 论 的 基本 定理 , 康 托 

《Cantor) 与 外 和 锁 斯 特 拉 斯 都 投入 了 为 微 积 分 奠定 理论 基础 的 工作 ,发 展 

了 es-N 和 ss- 方法 , 导 开 了 实体 无 限 小 和 实体 无 限 天 的 概念 的 设想 和 使 
这 就 是 今天 的 数学 分 析 . 


6.7.2 简 记 与 注释 


一 组 简 记 :在 6.1 节 中 ,在 引进 简 记 符 导 之 后 给 出 了 淤 无限 Cpoi) 和 
实 无 限 (aci) 的 描述 性 定义 ,并 给 出 了 简 记 符号 “^”“T”、“ 趟 ”的 名 称 和 
解读 方式 .在 这 里 ,我 们 将 根据 本 节 的 数学 背景 和 具体 模型 ,选取 其 中 相 
适应 的 解读 方式 ,并 在 此 基础 上 再 组 合成 一 组 简 记 及 其 解读 方式 (参阅 
6. 4.1 中 相关 内 容 ) An 下 : 

2 一 上 变量 a 无 限 趋 近 于 极限 5”， 

a 2 一 性 变量 a 达到 极限 5”， 

4& 下 已 一 上 必 变 量 4 永远 达 不 到 极限 2”， 

a 不 bAa TP 一 a“ 变 量 a 无 限 趋 近 于 极限 2 并且 达到 极限 2”， 

a 个 bpAa 下 5 二 ue“ 变 量 a 无限 趋 近 于 极限 5 并 且 永 远 达 不 到 极限 5”. 

定义 1 如 果 我 们 有 a15Aa 5, 则 称 变 量 4 以 实 无 限 方式 趋向 极 
限 Cgomne)7 ; 

定义 2 如果 我 们 有 af+poAa 赴 6, 则 称 变 量 a 以 潜 无 限 方式 趋向 极 
BR Cgoing) . 

对 任意 的 尝 量 a, 要么 以 实 无 限 方 式 趋 向 它 的 极限 5, 要 人 么 以 潜 无 限 
方式 趋向 它 的 极限 2. 

此 外 ,极限 表达 式 通常 是 指 带 有 极限 符号 Lim 的 等 式 , 有 如 : Lim 


fxX) 一 AGOco)， Limf(x) 一 — A(O,w), "Limf lx) 一 一 A(0,w) 等 等 ， 极限 表达 
式 中 的 两 组 变量 是 :x x 和 fC(x) 一 A, 特 称 位 于 极限 符号 下 方 的 那 组 自 
变量 x 一 xo 为 第 一 变量 ,而 称 另 一 组 应 变量 f(x) -> A 为 第 二 变量 . 

一 点 注释 ;在 这 里 ,无 论 是 a 修 bpha 6b 还 是 a bPAa 下 5; 两 者 的 共同 
之 处 在 于 都 有 < + 5. 两 者 的 不 相 容 之 处 在 于 完成 式 a 和 b(gone》〉 和 进行 
二 a 下 blCgoing), 但 在 极限 论 中 基于 e658 和 se-N 方法 的 相关 极限 的 定义 并 
不 涉及 和 区 分 4<To 和 aa 下 5 一 类 概念 ,或 者 说 统一 立足 于 af+2* 亦 即 只 
考 虚 变量 元 限 趋 近 于 它 的 极限 就 可 以 了 ,至 于 a 6b 或 a 趟 5 则 不 予 过 问 ， 
事实 上 :两 种 趋 近 于 极限 的 方式 都 有 一 个 共同 点 , 即 < 人 0. 这 对 e686 和 


.数学 与 无 究 观 的 逻辑 基础 


239 


meee 数学 与 无 穷 观 的 逻辑 基础 


240 


se- 人 方法 下 的 极限 定义 已 经 够 了 . 但 现在 我 们 却 要 在 极限 论 中 引入 变量 
以 实 无 限 方式 无 限 趋 近 于 它 的 极限 这 一 类 观念 ,并 明确 区 分 变量 趋向 它 
的 极限 的 实 匹 限 方 式 和 潜 无 限 方式 . 须知 在 极限 论 中 探索 和 研究 问题 
时 ,运用 这 种 兼容 潜 无 限 和 实 无 限 的 思维 方式 和 分 析 方 法 ,以 及 确认 潜 
无 限 不 等 于 实 无 限 (poi 了 关 aci) 的 思想 规定 ,都 是 有 其 合理 性 根据 的 . 因 
为 我 们 已 在 6.2 中 得 到 结论 :兼容 两 种 无 穷 观 的 思维 方式 和 分 析 方 法 为 
近 现 代数 党 及 其 理论 基础 本 身 所 固有 ,特别 是 为 极限 论 自 身 所 固有 -. 其 
次 又 在 6. 3.2 中 获 有 结论 : 潜 无 限 不 等 于 实 无 限 C(poi 尖 aci) 的 思想 规定 
也 是 近 现 代数 学 及 其 理论 基础 自身 所 固有 . 因此 ,在 极限 论 中 引入 变 量 
以 实 无 限 方式 趋 近 于 它 的 极限 这 一 类 概念 ,并 明确 区 分 变量 趋向 它 的 极 
限 的 实 无 限 方式 和 潜 无 限 方 式 等 等 ,都 不 是 人 们 外 可 到 极限 论 中 ,而 是 
其 自身 所 国有 的 思维 方式 和 分 析 方 法 . 


6.7.3 关于 极限 表达 式 的 可 定义 与 可 实现 概念 


通常 对 于 极限 表达 去 并 Iim 7 二 A 中 的 第 一 变量 -> zxo 出言 ;如果 
变量 以 实 无 限 方式 趋向 它 的 极限 zo 将 导致 蔬 盾 ( 蛮 即 x 个 zo 和 zx 十 
zo 上 上 BB,TB 的 话 ), 则 变量 就 必须 以 潜 无 限 方式 趋向 于 它 的 极限 xo( 亦 
好人 必须 是 x 个 zo 八 工 下 xo。). 

例 1 对 于 极限 表达 式 Lim 二 一 名 而 言 ,如 果 个 OAx 和 0, 则 必 将 


导致 子 盾 ,因为 工 To 表 明 将 会 出 现 二 一 o, 但 数学 上 规定 o 不 能 作为 分 
母 , 所 以 二 To 表明 函数 十 将 在 最 后 走向 无 意义 而 不 是 ,事实 上 函数 二 


在 x 二 0 处 无 定义 . 总 之 极限 表达 式 Lim 土 二 名 中 的 第 一 变量 x 一 0, 其 
中 变量 xz 只 能 以 次 无 限 方式 趋向 它 的 极限 0, 亦 即 只 有 x10Ax 下 0 而 不 
人 允许 有 天 人 OoAz 0- 
例 2 “对 于 极限 表达 式 Lim 二 一 0 中 的 第 一 变量 mn 一 名 而 言 ,如 果 
现 n4wAnT, 则 表明 将 有 一 名 的 出 现 , 但 数学 上 规定 所 有 的 自然 
数 都 是 有 限 序数 , 亦 即 VxCz EN 一式 二 ,所 以 根本 不 允许 有 一 
的 出 现 . 为 之 极限 表达 式 中 的 第 一 变量 mn-~w, 其 中 变量 必须 以 潜 无 限 
方式 趋向 它 的 极限 w: 亦 即 只 有 nn 个 wn 十 避 不公 许 出 现 半 个 ww 人 nn Teo. 
定义 3 ” 设 有 极限 表达 式 LimfCx) 一 A,f(x) 在 xz 处 有 定义 , 且 满 
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是 如 下 条 件 : 

CT Dx 不 wo 人 ArTTxo, FCDAAFCxz》 和 人 A, 即 x 和 Cx) 均 以 实 无 限 
方式 趋 近 于 它 的 极限 ; 

Ci fr) = Aiffx = -ro- 

则 称 该 极限 表达 式 是 “ 既 可 定义 县 可 实现 的 ”, 简 称 为 可 实现 的 , 否 
则 (例如 :zxz+xAz ze HB 了 3 等 等 ) 就 称 该 极限 表达 式 是 “只 可 定义 
但 不 可 实现 的 ”简称 为 不 可 实现 的 . 
[LA] 重要 绪论 任何 一 个 可 定义 的 极限 表达 式 要 么 是 可 实现 的 ,要 
么 是 不 可 实现 的 . 

关于 可 定义 且 可 实现 的 极限 表达 式 的 例子 有 如 

例 3 JIo6aueBckogi 硝 数 是 LO0. 十 2]」 上 的 一 个 连续 哨 数 ,并 如 下 图 
所 示 : 


平行 距 一 ”“] “一 ~ 平行 角 


其 中 工 的 长 度 叫 做 平行 距 ,一 xz 叫做 平行 角 , 其 中 平行 角 a 随 着 x 的 
变 大 而 变 小 , 随 着 工 的 变 小 而 变 大 ,因此 平行 角 a 一 x(x) 是 平行 距 之 的 
消 数 , 莫 有 如 下 极限 表达 式 : 


工 
2 多 


在 .上 上述 极 限 表 达 式 中 ,nCzx) 在 x 一 0 人 处 有 定义 ,和 且 满 足 条 件 : 


Ci Dx 个 O 人 和 x 和 0O,xCx) 不 全 人 rx) TZ 


lim tx) 一 limm x) 一 O Cx) 


Cii)r(xz) 一 工 iff x= 0. 


2 


由 定义 知 极限 表达 式 ILimx(x) 一 六 是 可 实现 的 . 


例 4 设 有 极限 表达 式 Limax 一 alLimz 一 a* 0 一 0, 其 中 六 数 f(x) 
一 工 在 x 一 0 处 有 定义 ,月 满足 条 件 : 
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Ci roAxrT o,fCxr) OAfCxr> TO; 

Ci x =m flr =0 iff x = 0. 

所 以 该 极限 表达 式 是 可 实现 的 . 

关于 只 可 定义 而 不 可 实现 询 极 限 表 达 式 的 例子 有 她 : 

例 5 对 于 极限 表达 式 1imm 一 避 而 言 , 由 于 数学 中 明文 规定 V x(x 
EN 二 wo) ,所 以 车 设 有 nfowoAn 和 ow; 则 必 将 出 再 nn 一 w 而 了 予 盾 于 n 
-过 w 的 规定 ;所 以 只 有 nwAn 下 名 ;所 以 该 极限 表达 式 是 不 可 实现 的 ， 


例 6 ”对 于 极限 表达 式 lim AY 一 伴 一 人 而 言 .由 于 数学 上 规定 


没有 意义 ,所 以 车 设 和 人 xz 人 0AAx 本 0O 和 Ay^0AAyTo， 则 将 使 Ei 会 > 走 
向 无 意义 ,所 以 该 极限 表达 式 也 是 不 可 实现 的 . 
此 外 ,前 文 所 述 例 1 和 例 2 中 的 极限 表达 式 Lim 二 一 ww 和 Lim 二 一 


wy 


0 也 都 是 不 可 实现 的 . 


6.7.4 分析 基础 中 的 新 贝克 莱 悖 论 


现在 我 们 要 重新 审视 一 下 当今 极限 论 中 如 何 求 取 自由 落体 在 上 一 
时 的 点 速度 的 过 程 , 如 所 知 , 这 一 过 程 最 终 由 下 述 极 限 表 达 式 解决 问题 


. As . 1 
Vl = Lim 入 > = Limtegi, 十 于 SA0) 


-1 
fr 


一 &t 十 lg limAt 
2 Mi-=0 


= gi + 吉 g :0 
一 gto 0 
— gto. (Cx) 
应 该 说 ,在 现 有 极限 论 所 固有 的 思维 方式 下 , 亦 即 对 于 变量 a 和 和 它 
的 极限 2 之 间 的 关系 ;有 且 仅 有 <+e 这 层 关 系 , 特 别 是 拒绝 涉及 和 考虑 < 
二 2 还 是 & 王 2 一 类 观念 的 情况 下 ,上 述 求 取 上 一 和 时 的 点 速度 的 极限 表 
达 式 C* ) 确实 可 谓 无 可 厚 非 ,极限 论 是 可 以 自圆其说 的 .然而 当 我 们 在 
现 有 极限 论 中 引入 变量 趋向 它 的 极限 的 实 无 限 方式 和 潜 无 限 方式 (a 个 5 
Aa i 和 a 个 bAa 下 6) 之 后 ,将 会 出 现 新 的 异常 情况 , 现 讨 论 如 下 : 
述 极限 表达 式 (x ) 是 由 下 述 两 个 核心 的 极限 表达 式 合成 的 : 
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(1) Lim 会 ”一 rt 

(2) LimAt 一 0 

而 且 极 限 表 达 式 (1) 和 (2) 中 的 第 一 变量 A: -~0 是 完全 相同 的 ,但 
由 前 文 例 6 可 知 极 限 表 达 式 (1) 是 不 可 实现 的 ,因此 必 有 At+OANAAt 下 0， 
亦 即 变量 At 必 按 湾 无 限 方式 趋向 它 的 极限 0, 又 由 前 文 例 4 可 知 上 述 极 
限 表 达 式 (2) 是 可 实现 的 :因此 必 有 At+0AAL To: 亦 即 变量 At 必 按 实 
无 限 方式 趋向 它 的 极限 0, 因 此 我 们 不 禁 要 问 : 对 于 同一 个 问题 的 同一 
个 求解 过 程 中 的 同一 个 变量 Ar 一 0, 为 什么 允许 AtTo 和 A 下 oo 同时 出 


这 岂 不 是 为 使 Lim 会 s 一 gt, 有 意义 ,我 们 就 说 Ac 人 0AAt 址 0, 即 让 人 At 
按 潜 无 限 方式 趋向 它 的 极限 0; 反之 ,为 了 使 得 去 & LimAt 一 去 &。 0, 我 们 


又 说 At+0AAtT0o, 即 让 At 接 实 无 限 方式 趋向 它 的 极限 0, 此 等 说 理 难 
以 令 人 满意 . 那么 试问 能 否 统一 规定 At 以 实 无 限 方式 趋向 它 的 极限 0? 


这 是 不 可 能 的 ,因为 这 样 一 来 必 有 人 + 征 0， 从 而 Lim 会/ 一 st 将 导致 无 意 


义 的 号 ,那么 能 否 统 一 规定 At 以 潜 无 限 方式 趋向 它 的 极限 0? 这 也 是 不 


本 能 的 ,因为 在 Atf+OAA 和 下 0 的 情况 下 ,必然 导致 极限 表达 式 LimAz 一 0 
是 不 可 实现 的 . 然而 我 们 在 前 文 例 4 中 已 知 极限 表 达 式 LimAt 一 0 是 可 
以 实现 的 ,又 由 前 文 重 要 结论 LA] 所 示 ，, 任 何 一 个 极限 表达 式 要 么 是 可 
实现 的 ,要 么 是 不 可 实现 的 , 亦 即 没有 这 样 的 极限 表达 式 , 它 既是 可 实现 
的 又 是 不 可 实现 的 . 极限 表达 式 LimAt 一 0 当然 也 不 得 例外 . 总 之 ,在 极 
限 论 中 明确 引入 变量 趋向 其 极限 的 实 无 限 方 式 和 潜 无 限 方式 后 ,在 上 述 
求 取 自由 落体 在 上 一 如 时 的 点 速度 的 过 程 中 ,对 于 变量 At 趋向 它 的 极限 
0 的 上 述 种 种 说 法 ,都 是 说 不 通 的 . 

以 上 的 讨论 表明 ,只 要 在 极限 论 中 明确 引入 和 区 分 变量 趋向 它 的 极 
限 的 实 无 限 方式 和 潜 无 限 方式 ,那么 贝克 芋 悖 论 的 阴影 并 没有 在 极限 论 
中 真正 消失 . 

6.2 中 已 经 明确 指出 , 微 积 分 与 极限 论 本 身 就 已 采纳 了 兼容 两 种 无 
穷 观 的 思维 方式 ,又 6.3 中 明确 指出 :poi 关 aci 的 思想 规定 亦 为 近 现 代数 
学 系统 自身 所 固有 . 因 之 ,我 们 在 本 节 中 采纳 兼容 两 种 无 穷 观 的 思维 方 
式 和 poei 兴 aeci 的 分 析 方 法 去 讨论 极限 论 中 的 问题 ,应 该 说 是 顺理成章 之 
事 . 相反 地 ,在 某 个 理论 系统 中 ,一 方面 为 了 自身 的 存在 和 发 展 而 采纳 兼 
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容 两 种 无 穷 观 的 思维 方式 : 另 一 方面 , 却 为 了 掩盖 了 矛盾 又 拒绝 采纳 兼容 
两 种 无 穷 观 的 思维 方式 去 分 析 问 题 , 则 可 谓 太 无 道理 . 


6.8 非 直接 使 用 poi 与 aci 观念 下 的 
自然 数 系统 的 不 相 容 性 


在 6.4 与 6.5 中 所 论 之 无 穷 集合 矛盾 性 的 证 明 过 程 中 ,都 要 直接 涉 
及 潜 无 限 与 实 无 限 观 念 的 使 用 . 在 本 节 中 ,将 在 不 直接 使 用 潜 无 限 与 实 
无 限 观 念 的 情况 下 ,给 出 自然 数 系统 不 相 容 性 的 证 明 , 然 而 读者 在 看 完 
相关 证 明之 后 :务必 进一步 阅读 其 后 的 “ 续 论 与 说 明 ”, 以 求 其 深层 次 的 
原因 所 在 - 


6. 8.1 注释 与 简 记 _ 


在 这 里 ,我 们 将 对 “自然 数 的 个 数 ” 与 “自然 数 的 数值 ”这 两 个 概念 
作 些 说 明 . 由 于 对 任何 一 个 概念 下 定义 ,必需 借助 于 一 些 比 被 定义 概念 
更 为 广泛 或 基本 的 概念 ,如 此 倒 推 下 去 :总 有 一 些 概 念 ,再 也 找 不 到 比 它 
更 为 基本 或 广泛 的 概念 来 定义 它 , 从 而 只 能 自 相 地 通过 举例 .说明 或 者 
臂 如 而 描述 之 . 对 于 “自然 数 的 数值 ”这 个 概念 ,可 以 这 样 去 理解 ,任何 
一 个 自然 数 总 有 一 个 名 称 , 例 如 对 于 “3” 这 个 自然 数 , 中 文 称 之 日 “三 ”， 
英文 刚 叫 做 “three”, 如 此 等 等 . 那么 我 们 就 把 任何 一 个 自然 数 的 名 称 叫 
做 这 个 “这 个 自然 数 的 数值 ”. 至 于 “自然 数 的 个 数 ” 这 个 概念 ,只 能 这 样 
去 理解 ; 面 对 一 类 对 和 象 或 事物 ,我 们 总 能 对 这 类 对 条 或 事物 进行 点 数 或 
统计 ,并 用 某 种 数量 来 表示 对 它们 进行 点 数 或 统计 的 结果 . 有 如 告诉 人 
们 说 ,这 里 有 3 个 桃子 .8 个 西瓜 和 1500 个 氯 原子 ,如 此 等 等 . 只 是 我 们 
所 面 对 的 这 类 事物 或 对 象 不 是 别 的 ,而 是 自然 数 集合 六 一 (六 | mrz)} 欠 
部 的 各 个 自然 数 , 同 样 会 有 对 它们 进行 各 种 各 样 点 数 或 统计 的 结果 ,从 
而 出 现 有 “100 个 自然 数 ”、“1000 个 自然 数 ”、“ 无 穷 多 个 自然 数 ” 等 . 
在 本 节 中 ,我 们 将 用 kcCn) CCount) 表示 对 自然 数 序列 和 中 的 自然 数 
进行 点 数 到 n 之 后 统计 出 来 的 "自然数 的 个 数 ”, 并 用 nv(n) (numerical 
value) 来 表示 序列 X 中 第 nn 个 “自然 数 的 数值 ”, 并 用 符号 Linf| 来 表示 “无 
穿 多 个 ”等 等 , 亦 即 我 们 规定 : 
kcCn) 一 对 自然 数 序列 和 中 的 自然 数 进 行 点 数 到 ”之 后 统 


计 出 来 的 “自然 数 的 个 数 ”， 
nv2) 一 of 对 自然 数 序列 和 中 第 nn 个 “自然 数 的 数值 ”， 


[fin|] 一 uw“ 有 有限 ”; 
FinfJ 一 wu 无穷 多 ”; 


fin] 一 os“ 非 有 上限” 

其 实 这 里 的 kcCn) 有 点 像 集 合 论 中 的 有 穷 或 无 穷 集合 的 势 或 基数 ， 
而 nvCn》 有 点 像 集 合 论 中 的 有 穷 虐 无 穷 集 合 的 序数 .但 本 节 中 却 不 使 用 
基数 或 序数 这 类 概念 . 因为 基数 或 序数 概念 的 定义 都 是 置身 于 集合 之 外 
加 以 定义 的 .例如 ,自然 数 集合 入 之 势 被 表示 为 页 一 个 又 自然 数 序列 
A 之 序数 被 表示 为 N 一 ww 等 等 ,由 于 我 们 在 本 节 中 将 会 强调 置身 于 自然 
数 集 合 N 或 自然 数 序列 X 这 个 封闭 世界 内 部 做 作业 ,因而 作业 者 置身 于 
这 个 封闭 世界 内 部 :所 面 对 的 除了 一 个 一 个 的 自然 数 之 外 什么 也 没有 . 
根本 感知 不 人 钊 六 或 4 作为 全 体 自 然 数 的 整体 的 存在 ,所 以 我 们 挫 能 另 立 
kccn) 和 mnv(m) 这 样 的 表 不 方法 ,这 就 是 本 节 中 弃 用 六 (与 ww 一 类 符 导 的 
表示 方法 的 原因 . 


6.8.2__ 恰 由 全 体 自然 数 构成 之 集合 的 不 相 容 性 证 明 


现在 让 我 们 来 证 明 如 下 定理 : 

定理 人 恰 由 全 体 自 然 数 构成 的 集合 六 一 (HG CC 一 ac 为 
一 自然 数 ”) 是 一 个 自 相 天 盾 的 非 集 . 

iE 朋 现 将 自然 数 集 合 六 一 1z | nCx)}) 的 一 切 元 由 小 到 大 地 排列 
为 如 下 的 自然 数 序 列 : 


A:{1,.2.3,.. ,7 ,.}. 

现在 我 们 在 自然 数 序 列 4 的 内 部 做 如 下 作业 ,其 作业 规则 是 : 

《 湾 ) “由 1 开始 ,并 且 一 个 紧 接着 下 一 个 地 去 数 自 然 数 的 个 数 ”. 
我 们 很 快 发 现在 此 作业 规则 下 .所 数 出 来 的 自然 数 “ 个 数 ”( 即 KEc(Coa)) ,总 
与 那个 被 数 及 的 自然 数 的 “数值 ”( 即 nvCn)》 相 同 . 例如 ,. 数 了 5 个 自然 
数 H ,该 自然 数 的 数值 怪 好 是 5, 数 了 1000 个 自然 数 H 时 ,该 自然 数 的 数值 
正好 是 1000, 如果 不 怕 麻 烦 , 还 可 用 数学 归纳 法 来 证 明 , 在 上 上述 作业 规 
则 C 尖 ) 之 下 .“ 个 数 ” 等 于 “数值 ”一 事 对 所 有 数 出 来 的 自然 数 的 “数值 ” 
总 成 立 . 这 就 是 说 ,由 6. 8.1 中 之 注释 与 简 记 中 所 引进 的 符 号 kcCn》 和 
nvtn) 来 表述 , 则 我 们 可 用 数学 归纳 法 证 明 ; Vnvn)CnvCn) 一 kc(n)). 
现 证 明 如 下 : 


数学 与 无 穷 观 的 性 辑 基础 


245 


ai 数学 与 无 穷 观 的 逻辑 基础 


246 


了 当 nmnvr) 一 1 时 ., 必 有 kcCn) 一 1. 

归纳 苦 设 数值 nvCn) 一 了 和 时 .有 个 数 kccr) 一 了, 则 当 数 值 nvcn) 
一 )22 十 1 时 ,因为 数值 为 nv(a) 天 和 十 1 的 那个 自然 数 正 好 是 紧邻 在 数值 
nv《n) 一 7 之 后 的 那个 自然 数 , 所 以 由 自然 数 1 数 到 数值 为 nvCm) 一 7 
十 1 的 那个 自然 数 时 ,正好 是 在 kccn) 一 7 的 基础 上 再 加 上 1 个 自然 数 ， 
末 BI 比 8: 兴 有 kcCn) 一 和 2 十 1. 

二 中 数学 归纳 法 知 有 如 下 结论 ; 即 对 所 有 的 自然 数 数 值 mnvCrz) 而 
育 ， kcCn) 二 nv(n) 总 成 立 . 亦 即 我 们 有 如 下 重要 结论 : 

(CT) Ynvln) (nvn) 一 kc(n)), 
但 是 我 们 有 如 下 熟知 定理 : 

定理 A 所 有 的 自然 数 都 是 有 限 数 , 亦 即 所 有 的 自然 数 的 数值 都 是 
有 了 上限 的 : 亦 即 我 们 有 

VDE NN -> nvn)[Lftin|]). 
因此 ,由 .上 述 定理 信 可 知 有 
Vnvln)((nvn)Lfin|l), 
于 是 由 等 值 置换 公理 和 上 文 重要 结论 4 字 ) 可 有 
VY kcCn) CkcCn) [fin |). 

首先 ,由 于 我 们 是 在 非 构 造 性 数学 框架 内 进行 推理 ,我 们 能 对 自然 
数 集 合 NN 或 自然 数 序列 X 内 部 的 自然 数 全 部 点 数 完 毕 , 或 者 说 全 部 数 一 
遍 . 那么 上 述 熟 知 定 理 VntnEN 一 nvC2VD[fin]j) 就 在 告诉 我 们 ;即使 你 
将 自然 数 集 合 六 或 自然 数 序 列 4 内 部 的 自然 数 一 个 不 漏 地 全 部 数 完 , 也 
不 可 能 出 现 nvCz)[ 站 fnj] 或 nvC7)| inf| 的 情况 . 这 表明 如 上 之 结论 
YanvcCzacnvcza[Lfin]) 在 非 梅 造 性 数学 框架 内 的 正确 性 与 科学 性 是 必然 
白人 . 


其 次 ,上 文 重要 结论 5( 立 ) 是 用 数学 归纳 法 证 得 的 ,数学 归纳 法 能 且 
只 能 用 在 所 有 数值 有 限 的 自然 数 上 ,从 而 此 人 处 将 经 由 数学 归纳 法 所 证 之 
上 文 重要 结论 5 之 ) 用 到 nvm)[Lfin] 上 也 是 有 效 的 . 如 此 ,由 等 值 置换 公 
理 和 重要 结论 5 之) 必 有 结论 :VkcCm CkcCrm)[Lfinj])》 疙 真 .从 而 就 有 

kcCrn) CkcCr ?Linfl) 或 门 I kcCrn) CkcC) [TI fin |]> 《1》 

但 在 另 一 方面 我 们 却 又 有 如 下 熟知 定理 : 

定理 B 自然 数 集合 NN 一 (x|n(rz)}) 或 自然 数 序 列 和 内 部 有 无 穷 多 
个 5( 即 [inf] 或 上 fin] 自然数. 

定理 CC 自然 数 集合 六 一 人 rilnCzr)) 或 自然 数 序列 和 内 部 有 无 穷 
用 个 CILinf] 或 [fin]) 偶数 . 
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定理 D 自然 数 集 合 和 NN 一 {x | nr)}) 或 自然 数 序列 和 内 部 有 无 穷 
多 个 5( 即 [Linfl 或 [站 fin]》 奇 数 . 

定理 自然 数 集合 NN 一 {x | n(x)} 或 自然 数 序列 和 内 部 有 无 穷 
多 个 (如 [infj 或 [一 fn]) 质数 . 

故 由 所 述 定理 CD、E 可 有 结论 : 习 kcCn)CkcCm)[Linfj). 否则 车 反 
设 门 习 KcCz)CEcCaILinft]) 则 必 有 YEcCn)CkccaILfn]l) 从 而 与 捕 述 定 
理 于 .CT 万 中 的 任何 一 个 部 十 夯 : 故 友 设 习 kcGz)CkccPr)Linf]) 不 成 
立 . 从 而 我 们 有 

3 kc CkecCr [Tinf]) BR 3 kcCn) CkecCrn) [LT fin]) (2) 

如 二 之 (1) 和 (2) 相互 地 盾 . 因此 恰 由 全 体 自 然 数 构成 的 集合 NN 一 
‘x |nCx)} 是 一 个 自 相 了 牙 盾 的 非 集 ,或 者 说 自然 数 集 合 和 NN 一 {x | nCx)} 
这 个 概念 是 一 个 自 相 玉 盾 的 错误 概念 .正如 革 布 尼 蒋 所 指出 的 “所 有 整 
数 的 个 数 , 这 一 -所 法 自 相 巴 盾 ,应 该 抛弃 .1 


6.8.3___ 续 论 与 说 明 ___ 


一 点 说 明 :6. 8.2 中 所 论 及 之 nvCn) 和 kcln) 都 是 朗 量 ,作为 变量 本 
身 ,两 者 都 是 [fin], 因 为 nvCn) 可 以 无 上 上 境 增 大 ,kcCn) 可 以 无 止境 地 
增多 . 因此 ,6.8.2 中 所 涉及 的 菜 些 公式 中 的 nv(n) 或 kc(n) 就 不 是 变量 
本 身 ， 而 是 变量 所 涉及 之 论 域 中 的 个 体例 如 就 公式 
习 nveny CnvCGD fn 中 的 hv 而 吝 . 指 的 是 在 熟知 定理 YnnEN 
一 nvCr)[fin]) 的 结论 之 下 .即使 你 对 入 或 和 内 部 的 自然 数 一 个 不 漏 地 
全 部 搜索 一 遍 , 亦 不 可 能 搜索 到 一 个 nvCzaILmtfinj] 的 个 体 . 又 如 公式 
习 kccn)Ckcln) 一 1000) 或 习 kc(C2)CkcC)Lfnj]) 中 的 kcC) 而 言 , 指 
的 是 存在 着 这 样 一 个 ke(n) 等 于 1000, 或 者 存在 着 这 样 一 个 kcCn) 等 于 
Linfj. 例如 ,我 们 在 六 或 * 内 部 先 把 偶数 点 数 完 毕 就 不 青 数 下 去 . 则 根据 
熟知 定理 “入 或 和 内 部 有 [Linf] 个 偶数 ”的 结论 .就 知道 存在 着 这 样 一 个 
kcln) 等 于 LinfJ ,至 少 存在 着 某 个 [finj] 的 上 cC7m). 

-一 点 续 论 :本 和 节 中 关 寺 自然 数 系 统 的 不 相 容 性 证 明 过 程 . 从 表面 上 看 没 
有 直接 使 用 湾 有 无限 和 实 无 限 观念 ,但 就 证 明 过 程 的 内 订 深 处 而 言 , 仍 然 是 一 
个 潜 无 限 与 实 无 限 不 可 混 消 的 问题 . 试看 自然 数 序列 和 A、 自然 数 数值 序列 
AnvCa 和 自然数 个 数 序列 Akcl7) ,在 非 构造 虱 数 学 框架 内 ,这 三 个 序列 不 仅 
相互 一 一 对 应 .而且 都 是 完成 了 的 实 无 限 可 数 序列 ,如 下 所 示 : 
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入 : {lL 2， mn 


ly 1 | 


Akcn): {ke(n)=1 ,ke(n)=2,. ,kce(n)=n,…} 


Anvn):{nv(n)=],nv(n)=2,,nv(n)=n,""*} 


首先 分 析 一 下 Anv(n) ,由 于 nvCn) 可 以 无 限 增 大 ,从 而 已 经 有 了 通 
向 [Linf]| 的 可 能 性 .但 在 熟知 定理 Ya E NnvCn)[Lfinjg) 的 结论 下 ,使 
得 在 nv(z) 无 止境 地 增 大 的 进程 中 ,严格 要 求 永 远 保持 nvCz)Lfin], 根 据 
6.5.1 和 6.5.2 中 的 相关 讨论 可 知 :,xnvCna) 根本 不 可 能 是 什么 完成 了 的 
实 无 限 序列 ,而 是 一 个 标准 的 潜 无 限 弹 性 序列 : 


AnvCna:tnvmn) = 1 NVCn) = 2, ,NVvV(nN) — n). 

其 次 再 分 析 一 下 AkcCn) ,由 于 AkcCn) 可 以 无 止境 地 增多 ,同样 有 了 
通 向 [inf 的 可 能 性 .又 由 于 熟知 定理 :“NN 或 4 内 部 有 Linfj 个 自然 数 ” 的 
结论 而 知 .在 kkcCa) 无 上 境地 增多 的 过 程 中 ,一 定 要 多 达 [Linfj. 从 而 这 是 
一 个 标准 的 Cantor-Zermelo 意义 下 的 实 无 限 序列 : 

AkcCn); {keCn) = lkeGn) 一 2 ken) = 一 7) 
因此 , 辣 样 一 个 自然 数 系 统 , 从 nv(n) 角度 看 , 它 是 一 个 潜 无 限 弹 性 集合 
一 rr) 一 12)， 又 从 KKkcCa) 角度 看 , 它 又 是 一 个 
Cantor-Zermelo 意义 下 的 实 无 限 刚 性 集合 NN 一 {x | nC(rz)})} 一 11,2.…， 
n,-……}). 根据 由 6. 3.2 的 相关 讨论 ,可 知 在 近 现 代数 学 及 其 理论 基础 中 ， 
不 私 洪 无限 不 等 于 实 无 限 (poi 和 关 aci) ,而 且 满 足 排 中 律 AV 站 A, 从 而 
自然 数 系 统 的 不 相 容 性 是 无 可 置疑 的 .在 6. 8.2 对 自然 数 系 统 不 相 容 性 
证 明 过 程 中 ,只 是 将 Anv(n) 的 潜 无 限 性 骨 Vnvcn) (nvCnm)Ltfinj])》 或 站 
导 nv CnvCGD[07ifinj? 的 形式 表达 出 来 , 义 将 Akctn) 的 实 无 限 性 用 辣 
VkcGODCkccm [fin]) 或 导 kecCn) CkcCrDLinf]》 的 形式 体现 出 来 . 再 由 
Vnvn Cnvn) 一 kcln)) 和 等 值 置 换 公 理 而 将 其 转换 为 直接 的 了 于 盾 形 
式 并 由 此 而 揭示 自然 数 系 统 的 不 相 容 性 . 

解决 矛盾 的 方法 可 有 如 下 两 种 方案 : 

其 一 是 否定 熟知 定理 :"“N 或 A 内 部 有 [Lin{]j 个 自然 数 ” 的 结论 ,使 得 
kcln) 在 无 止境 地 增多 的 同时 也 永远 保持 kcCm)[Lfinj, 从 而 AkcCn) 也 成 
为 潜 无 限 弹 性 序列 : 


一 一 一 一 一 一 
Akctn) : {kctn) 一 1 kcCPp) 一 2 ,ken) 一 ?2)， 
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这 样 一 来 再 没有 Cantor-Zermelo 意义 下 的 实 无 限 自 然 数 集合 N= 二 {x | 
nr)} 一 {1.2.…n,……} ,而 只 有 潜 无 限 弹 性 自然 数 和 集合 .NW 一 {x | n(x)) 
一 {1 ,2.. .71). 

其 二 是 否定 熟知 定理 Vntn EN 一 nv(nm)[fin])〉 的 结论 , 承认 
Anvln) 中 也 有 nvm)[inf| 的 自然 数 , 而 使 得 AnvCn) 变 为 完成 了 的 实 无 
限 序 列 : 

AMXnv(C7z) {nv en) = lnvn) = 2, ,NVCn) 一 mnvCz)Linf])y， 
但 这 又 与 近 现 代数 学 及 基础 理论 中 的 自然 数 序列 : 
A: (1,2 ,79 } 
的 记 法 相悖 . 总 之 ,两 种 解雇 于 盾 的 方案 都 要 涉及 对 近 现 代 公 理 集 合 论 
的 适当 修正 . 

顺便 指出 ,如 果 我 们 承认 在 六 或 入 内 部 了 nvGz)CnvCa)Linf]), 则 势必 有 

迁 于 近 现 代数 学 系统 所 认定 的 自然 数 集 含 六 一 (人 zl|npz)) 或 自然 数 序列 : 
入 :{(1, 2.，…， 7 co 
的 记 法 内 洒 和 结构 .并 出 现 有 如 : 

AnvCrm):(nvrmt) 一 1,nvn) 一 2 nvi) 一 ?invCz)Linf]》 

一 类 不 为 近 现 代数 学 系统 所 承认 的 事物 . 因 之 在 近 现 代数 学 框架 内 绝 不 
允许 出 现 3 nv CnvCm)[Linf]) 一 类 公式 .但 在 另 一 方面 ,我们 确认 六 或 
和 内 部 习 kcCr) (CkckCm)[inf]) 一 事 , 则 与 近 现 代数 学 框架 完全 吻合 .没有 
对 自然 系统 的 内 涵 、 结 构 或 记 法 造成 任何 缺损 ,如 下 所 示 : 

MX:( 1.2,.% mv } 


I kcn) CkcCn) Linf |]) 
As:( 2,.4,.… ,27 1,3,.-.… ,2nT 1,-.…} 


3 ken) ker) [inf]) 3 kecCn) ke) [Linf)) 
旭 此 等 等 ,从 形象 到 内 涵 结 构 ,丝毫 没有 泪 及 自然 数 系 统 的 修正 或 更 动 ， 
从 而 在 近 现 代数 学 框架 内 出 现 有 如 习 kcCm) (kcCm)[Linfj) 一 类 公式 是 顺 
理 成 章 的 事 . 
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第 7 曹洪 无 限 数 学 系统 与 重建 
实 无 限 数 学 系统 的 构想 


下 文 7.1 一 7.4 将 给 出 潜 无 穷 数学 系统 的 逻辑 基础 与 集合 论 基 础 . 
而 7.5 与 7.6 讨论 完成 式 的 实 无 限 刚性 集合 结构 ,以 及 实 无 限 集合 与 模 
糊 谓 词 之 间 的 关系 . 

本 书 第 6 章 的 内 容 , 归 纳 起 来 .主要 论述 了 如 下 几 个 问题 : 

(1) 近 现 代数 学 及 其 理论 基础 对 两 种 无 穷 的 兼容 性 .不 仅 在 整体 上 
兼容 了 湾 无 限 和 实 无 限 ,而 且 其 中 涉及 无 穷 观 的 那些 子 系统 也 都 是 兼容 
两 种 无 穷 的 . 

(2) 讨论 了 近 现 代数 学 系统 中 之 互相 秘 盾 的 一 些 隐 性 思想 规定 , 具 
体 地 说 , 近 现 代数 学 及 其 理论 基础 中 的 某 些 逻 辑 或 非 远 辑 公 理 隐 性 地 和 贯 
彻 了 潜 匹 限 等 士 实 无 限 的 思想 规定 ,而 另 一 些 钠 辑 或 非 逻 辑 公 理 则 隐 性 
地 贯彻 了 潜 无 限 不 等 于 实 匹 限 的 思想 规定 . 

由 上 述 (1) 和 (2) 可 知 , 兼 容 两 种 无 穷 的 分 析 方 法 和 洪 无 限 不 等 于 
实 无 限 的 思想 规定 为 近 现 代数 学 系统 自身 所 图 有 ,不 仅 不 是 人 们 外 加 到 
系统 中 去 的 ,而 且 也 为 我 们 提供 了 在 近 现 代数 学 框架 下 运用 这 样 的 分 析 
方法 与 思想 规定 去 分 析 问 题 的 可 行 性 依据 . 

(3) 证 明了 近 现 代数 学 中 任何 无 穷 集 合 A 一 {x | P(x)} 概念 都 是 自 
相 了 矛盾 的 错误 概念 . 

(4) 证 明了 Berkeley 那 论 的 阴影 并 没有 在 极限 论 中 真正 消失 . 

《5) 运用 对 角 线 方法 往 证 实数 集合 为 不 可 数 集合 的 证 明 过 程 是 无 
效 的 . 

从 而 我 们 将 直接 面 对 并 豚 待 解决 两 个 问题 :其 一 是 如 何 为 近 现 代数 ” 
学 和 计算 机 科学 理论 重新 选择 一 个 合适 的 理论 基础 ;其 二 是 在 什么 解读 
方式 下 ,能 以 全 面 保存 近 现 代数 学 与 计算 机 科学 理论 的 所 有 研究 成 果 . 
本 章 所 构建 的 潜 无 限 数 学 系统 ,就 是 针对 以 上 所 说 的 两 个 必须 面 对 的 问 
题 所 做 的 努力 . 当然 .在 7.1 中 ,将 明确 指出 ,这 里 所 说 的 潜 无 限 数 学 系 
统 完全 不 同 于 直觉 主义 的 构造 性 数学 系统 . 
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学 与 无 穷 观 的 运 辑 基础 


7. 1 _ 潜 无 限 数学 系统 (1) 一 一 预备 知识 


7 LL_ 预备 知识 之 一 一 一 站 景 世界 的 划分 原则 


现 让 我 们 引进 如 下 一 组 记号 ,用 以 表示 有 穷 与 无 穷 的 背景 世界 : 
(1) QR;x) 表示 有 和 鹤 背景 世界 ; 
(2) nr(Ric) 表示 湾 无 穷 背 景 世 界 ; 
(3) Qk《R;Xx) 表示 实 无 穷 背 景 世 界 . 
其 中 ,下 表示 有 究 (finite) ,PP 表示 潜 无 穷 (potential infinite),A 表示 实 无 
穷 Cactual infinite). 而 后 面 括号 中 的 R 和 x 表示 各 自 背 景 志 界 中 所 拥有 
的 谓词 和 研究 对 象 . 
从 访 中 的 角度 看 ,由 于 实 无 限 论 者 与 潜 无 限 论 者 一 直 是 在 互相 否定 
的 模式 中 争论 不 休 , 从 而 都 认为 两 种 无 穷 是 不 可 兼容 的 . 因此 ,他 们 都 坚 
持 背 景 志 界 二 分 法 原则 , 羡 即 实 无 限 论 者 认为 ,背景 寺 界 要 么 有 有限, 要么 
实 无 限 , 而 潜 无 限 论 者 则 认为 背景 世界 要 么 有 限 , 要 么 潜 无 限 , 若 用 符号 
表达 式 , 则 可 表示 为 
背景 世界 的 实 无 限 二 分 法 原则 : 上 FQiV 04， 
背景 世界 的 潜 无 限 二 分 法 原则 : 上 QeV Qe. 
在 本 书 中 ,我 们 把 背景 世界 的 实 无 限 二 分 法 厚 则 简称 为 二 分 法 原则 
CT) .而 将 背景 世界 的 潜 无 限 二 分 法 原则 简称 为 二 分 法 原则 (CI), 亦 即 
我 们 有 : 


二 分 法 原则 T ) : FOV QO, > 
二 分 法 原则 CH): FQrYV Qor. 
但 从 认识 论 的 角度 看 .由 于 认识 论 中 有 一 条 世 所 公认 的 普遍 原则 ， 


这 就 是 :任何 事物 或 观 售 的 存在 :都 必定 有 它 的 背景 世界 . 反之 ,没有 背 


景 世 界 的 事物 或 观念 必定 是 无 根 基 的 ,而 无 根基 的 事物 或 观念 是 不 会 长 
入 存在 和 发 展 的 .那么 ,既然 两 种 无 穷 观 的 萌芽 .确立 和 争执 的 由 来 已 是 
如 此 之 久 :, 所 涉及 的 研究 领域 又 是 如 此 之 广 ; 我 们 就 有 理由 相信 :两 种 无 
穿 观 都 有 它 自身 的 强 有 力 的 背景 世界 . 这 种 背景 世界 无 论 是 客观 实际 的 
反映 .还 是 人 类 智慧 的 合理 外 推 ,或 者 无 论 是 现实 事物 的 某 种 装配 ,还 是 
哲理 性 的 探索 :都 将 足 合 情 合 理 和 弘 庸 置疑 的 . 另 -- 方 面 ,世界 上 凡是 合 
理 的 东西 都 会 长 和 久 存 在 且 有 它 的 背景 世界 .反之 ,. 凡 有 背景 世界 又 能 长 
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久 存 在 和 发 展 的 事物 或 观念 ,就 肯定 有 它 的 合理 性 .那么 潜 无 限 与 实 无 
限 这 两 种 无 穷 观 虽然 互 不 相同 ,但 都 已 千古 存在 又 发 展 至 今 . 因 而 都 有 
让 人 在 这 里 ,人 人 都 会 认同 的 一 点 是 : 几 是 合理 的 东西 都 应 
全 它 以 存在 和 发 展 的 空间 :, 切 不 可 人 全盘 否 定 .不仅 如 此 ,大凡 世 界 上 合理 
的 东西 都 是 可 以 互相 宽容 的 .从 而 它们 是 可 以 在 同一 空间 中 并 存 且 共同 
发 展 的 . 因此 :两 种 无 穷 观 就 既 不 要 在 全 盘 和 否定 另 - 一 种 无 穷 观 的 方式 于 
去 寻求 自身 的 存在 和 发 展 , 也 不 要 在 排斥 或 各 并 另 一 种 无 穷 观 的 背景 世 
界 的 前 担 下 去 刻画 自身 的 存在 和 发 展 . 为 之 ,我 们 主张 承认 两 种 无 穷 的 
说 容 性 , 亦 即 主张 确立 一 种 有 穷 与 无 穷 的 背景 世界 三 分 法 原则 ,这 就 是 
无 条 件 承 认 背 景 世界 要 么 有 穷 , 费 么 潜 无 穷 , 要 么 实 无 穷 . 该 原则 也 可 用 
如 下 的 符号 表达 式 表 示 出 来 : 
Fo Vonrva'- 
在 本 文中 也 将 有 穷 与 无 穷 的 背景 世界 三 分 法 原则 简称 为 三 分 法 原 
则 , 亦 即 我 们 有 : 


三 分 法 原则 : FQrV QeV 0a. 


7. 1. 2 ”预备 知识 之 二 一 一 关于 构建 潜 无 穷 数学 系统 的 几 点 说 明 


在 7.1.1 中 :我 们 讨论 了 有 和 穷 与 无 穷 背 景 持 界 的 二 分 法 原则 和 三 分 
法 原则 . 按照 这 些 原则 的 本 质 内 涵 ., 如 果 一 个 理论 系统 是 以 贯彻 三 分 法 
原则 的 精神 建立 起 来 的 , 则 在 该 系统 内 必然 兼容 潜 无 限 与 实 无 限 . 又 若 
是 以 贯彻 二 分 法 原则 <J) 或 (DI ) 的 精神 建立 起 来 的 , 则 在 该 系统 内 必 
不 能 兼容 两 种 无 穷 . 如 果 着 眼 于 数学 历史 发 展 的 角度 ,直觉 主义 学 派 的 
构造 性 数学 系统 .应 该 是 在 贯彻 二 分 法 原则 (CI)， 的 精神 之 下 建立 起 来 
的 ,因为 在 构造 性 数学 系统 内 ,可 谓 真 正 做 到 了 完全 排斥 实 无 穷 观念 . 只 
是 在 “存在 必须 (有 和 穷 步 骤 内 ) 可 构造 ”的 严格 要 求 下 ,限制 过 大 ,损失 的 
合理 内 容 太 多 ,以 致 不 为 大 多 数 数学 家 所 欢迎 ;其 自身 的 发 展 也 很 有 限 . 
此 外 .从 康 托 CCantor) 的 古典 集合 论 到 策 梅 罗 (Zermelo) 的 近代 公理 集 
合 论 ;都 十 分 强调 实 无 限 , 从 表面 上 看 ;似乎 是 以 贯彻 二 分 法 原则 CI) 
的 精神 构建 起 来 的 . 然而 事实 上 并 没有 能 在 季 统 内 完全 排 奈 潜 无 限 , 相 
美 内 容 的 详细 讨论 见 6.2 节 .又 由 6.3 一 6.8 节 知 . 近 现代 数学 的 逻辑 基 
和 因此 ,如 何 为 近 现 代数 学 与 
计算 机 科学 选择 一 个 合适 的 理论 基础 ?又 在 什么 解读 方式 下 能 全 面 保 存 
近 现 代数 学 与 计算 机 科学 的 研究 成 果 ? 这 是 我 们 必须 而 对 并 旦 号 待 解决 
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的 根本 问题 . 在 下 文中 ,我 们 即将 构建 的 潜 无 穷 数 学 系统 ,就 是 针对 如 上 
必需 面 对 的 间 题 所 作 的 努力 . 现 将 所 说 的 潜 无 穷 数 学 系统 简 记 为 PIMS. 
在 PIMS 中 ,我 们 仍 将 采用 经 典 二 值 逻辑 演算 作为 推理 工具 ,但 也 必须 
作出 适当 的 修正 . 而 且 PIMS 中 的 那些 构造 集合 与 集合 存在 性 的 非 逻 辑 
公理 ,也 将 在 近代 公理 集合 论 中 的 非 逻 辑 公 理 基 础 上 ,逐一 进行 修正 和 
重新 解释 . 在 某 种 意义 上 说 ,PIMS 也 可 谓 被 修正 了 的 近代 公理 集合 论 系 
统 . 毫 无 三 问 ,PIMS 是 以 贯彻 二 分 法 原则 CI 的 精神 构建 的 ,从 而 在 
PIMS 中 ,将 完全 彻底 地 贯彻 潜 无 限 而 不 兼容 实 无 限 观念 . 为 此 ,入 们 不 
禁 会 间 , 如 此 这 般 地 构建 出 来 的 PIMS, 会 不 会 是 直觉 主义 构造 性 数学 的 
翻版 ?我 们 的 回答 是 否定 的 (请 参阅 本 书 6.4.4 中 相关 内 容 ). 两 者 的 根 
本 区 别 在 于 :(1) 直觉 主义 构造 福 数 学 的 配套 逻辑 工具 是 直觉 主义 逻辑 
( 见 本 书 4.2) ,而 PIMS 的 推理 工具 却 是 修正 了 的 经 典 二 值 多 辑 演 算 ， 
(2) 直觉 主义 构造 性 数学 的 出 发 点 不 是 任何 意义 下 的 集合 论 , 而 是 布 劳 
威 尔 对 象 对 偶 直 觉 意义 下 的 自然 数论 ( 见 本 书 4.2 节 ). (3) 直觉 主义 构 
造 性 分 析 学 竟 基 于 布 劳 威 尔 展 形 连续 统 ( 见 本 书 4.2 节 ). 而 PIMS 的 分 
析 学 将 在 弹性 自然 数 系统 的 弹性 祷 集 基础 上 展开 . 总 之 ,两 者 各 有 各 的 
出 发 点 ,各 有 各 的 建设 方案 ,两 者 的 内 涵 丰 富 程 度 也 会 大 不 相同 . 

最 后 还 应 指出 ;在 数学 的 历史 发 展 中 ,尚未 见 有 明确 以 贯彻 三 分 法 
原则 精神 构建 并 能 自圆其说 的 数学 系统 . 其 实 构建 这 种 兼容 两 种 无 穷 观 
的 数学 系统 ,将 是 一 项 较为 艰巨 的 工程 ,但 却 是 我 们 应 予 努 力 追 求 和 实 
现 的 一 个 目标 ， 


7.2 ” 潜 无 限 数 学 系统 ( 工 ) 一 一 逻辑 基础 之 形式 系统 


我 们 在 7.1 中 和 曾 规 定 潜 无 限 数学 系统 简 记 为 PIMS, 并 明确 指出 : 
PIMS 的 逻辑 推理 工具 仍 将 采用 经 典 二 值 有 运 辑 演算 ,但 要 作 适 当 的 修正 . 
因为 大 家 都 比较 熟悉 经 典 二 值 逻 辑 演算 系统 的 框架 , 故 在 给 出 PIMS 的 
逻辑 演算 ( 即 修 正 了 的 二 值 净 辑 演 算 ) 系统 时 ,除了 修正 之 处 作 适 当 闻 
明之 外 ,其 余 相 关内 容 , 仅 对 自然 推理 系统 的 形式 语言 符号 库 和 合式 公 
式 形 成 规则 ,以 及 推理 规则 加 以 罗列 ,不 再 作 任 何 相 关 的 文 宁 说 明 . 其 
实 ,所谓 对 经 典 二 值 逻 辑 演 算 系 统 作 适 当 修 正 , 不 过 是 在 谓词 逻辑 中 去 
消 全 称 量 词 引 和 人 律 (V-) 和 增加 一 个 和 名称 为 枚 举 基 词 及 其 解释 约定 而 
已 . 
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7.2.1 PIMS 命题 逻辑 的 自然 推理 系统 P™ 


《一 ) 形式 语言 1 的 基本 符号 : 

(1) 个 题 联结 词 : 1、 一 \ 八 、V 、< >#; 

《2) 命题 词 : 记 or pair 此 处 一 1 2 ,六 ; 

《3) 技术 符号 :(、). 

我 们 常用 pg.r 来 表示 任 一 命题 词 , 用 大 写字 母 A.B.C 来 表示 任 一 
合式 公式 . 

在 这 里 永 注 意 , (1.2 宛 ) 妈 表示 6.5.1 和 6.5.2 中 之 淤 无 限 弹 性 
集合 水 二 {x | n(x)). 在 PIMS 系统 中 , 凡 此 类 似 情 部 以 及 有 如 用 
(1,2.: 守 ) 作 为 下 标 集 (car :ci ) 或 者 序列 aa pc 均 作 此 理 
解 . 亦 即 均 为 潜 无 限 弹 性 集合 或 潜 无 限 弹 性 序列 ,简称 潜 序 列 . 

(一 ?Lam 中 的 合式 公式 (Wff 的 形成 规则 : 

(1) 单独 一 个 命题 词 是 Lo 的 Wffi 

(C2)A 是 Li 的 Wff 一 (站 A) 是 Lv WHf; 

(C3)A.B 都 是 I Wff= 一 (A 一 B)、 AAAB)、 CAVB)、 CA 一 DB) 都 是 
Ly, WHE; 

(4) 归纳 定义 ;Liw 的 一 个 公式 A 是 Low WI iffA 由 Ls 的 WIff 的 形成 
规则 生成 . 

我 们 将 用 符号 王 . 厂 .人 等 表示 任意 的 公式 集 , 即 PW 系统 公式 集 的 元 
变 项 . 

《三 )P 中 配套 于 La 的 推理 规则 : 

(Ref)A HFA, 

Cr)pP FA:A 上 A 一 卫 上 上 A， 

TT,A FB.TB—>IiH+-A, 

(> J)A—— B.ATF-B. 

(> ,了 ,AAA -B= HA B, 

A JAAB H+-A.B. 

A.JA.BI|+-AAB. 

CVOAFC,B FC=>AYVB FC, 

CV.A FAYVB.BYVA, 

C<*>.) A*>B,A FB 

A»B,B -A 
(> TATFB.T.B FA—>IT FAB. 
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为 了 方便. 我们 将 公式 集 卫 一 (Au,A… ,An ,Ai) 直 接 写 成 公式 序 
开 的 形式 :AAA Ai 当然 :因为 三 是 集 , 所 以 序列 中 的 公式 的 次 
序 是 没有 关系 的 . 这样，(A AAA) 上 BEU IIA FE U 
三 上 B 可 以 分 别 表 示 为 :Ao,Ai,… ,A,1.A; 上 B.E,A 上 +B.5,z’ 上 B. 

将 三 上 AI .三 上 FA, 简 记 为 三 上 Ai A,. 

定义 7.1 公式 人 在 命题 逻辑 PW 中 由 公式 集 三 形式 可 推演 (符号 
记 为 三 上 A). 当 且 仅 当 王 上 FA 能 由 有 限 次 使 用 推理 规则 而 生成 . 

如 果 三 上 A, 则 称 公 式 A 是 三 的 语法 后 承 . 

注意 :符号 上 表示 的 是 可 推演 关系 . 它 不 是 形式 语言 中 的 符号 ， 
三 |A 不 是 形式 语言 中 的 公式 , 它 是 表示 公式 集 三 和 公式 人 之 间 关 系 的 
一 个 元 语 痛 符号 . 

定义 7.2 如 果 公 式 人 A 由 避 形 式 可 推演 , 则 称 公 式 A 是 可 证 明 的 . 
由 名 到 A 形式 可 推 汝 的 一 个 公式 序列 称 为 公式 A 的 一 个 证 明 . 如 果 公 
式 A 是 可 证 明 的 . 则 称 公 式 A 为 PW 系统 的 定理 ,符号 记 为 上 A. 


定理 7.1 如果 三 三 人 A, 则 存在 有 限 集 三 " ,三 守 5(E' 他 三 )D, 使 得 
EE* FA. 

《四 )P" 语 义 ， 

定义 7.3 一 个 真 值 赋值 是 以 包含 每 一 公式 的 集 为 定义 域 、. 以 10， 
1} 为 值 域 的 一 个 范 数 ,并 满足 下 列 和 条件 : 

C1) ve™ A 1, 当 和 且 仅 当 ,v(t(A) 一 0; 

(2) vt(A-> B) 一 1, 当 且 仅 当 ,v(A) 一 0 或 者 w(B) 一 1; 

C3) vAVB) 一 1, 当 且 仅 当 .v(A) 1 或 者 v(B) 一 1; 

C4) uCAAB) 一 1, 当 且 仅 当 ,v(A) 二 1 并且 vw(B)= 二 1; 

(5) vCA=B) 一 1, 当 且 仅 当 ,“ 如 果 w(A) 一 1, 则 wvwCB) 王 1” 并 且 
“如 果 vB 一 1, 网 wvw(A) = 1”. 

定义 7.4 设 三 是 公式 集 ,A 是 公式 . 如 果 存 在 赋值 vv, 使 得 vt(A) 一 
1 , 则 称 公 式 A 是 可 满足 的 ;vl 三) 一 1 当 且 仅 当 对 于 任何 公式 C, 如 果 CC 
EE, 则 wwCC) 二 1; 如 果 存 在 赋值 wv, 使 得 v3) 一 1, 则 称 公 式 集 三 是 可 满 
是 的 ;赋值 满足 公式 A 或 公式 集 三 ,也 称 v 是 公式 A 或 公式 集 三 的 P™ 


DD 在 此 ,我 们 引入 表示 集合 王 与 其 子 集 Z* 之 间 关 系 的 符号 . 当 三 是 一 个 有 穷 集合 时 ,集合 三 与 其 子 
集 5* 之 间 的 关系 符号 表示 为 " 守 Z; 当 忆 是 一 个 潜 无 限 弹 性 集合 时 ,集合 三 与 其 子 集 * 之 间 的 关系 符号 


表示 为 研 ' 全 . 详 细 论 述 请 见 7. 41: 潜 无 限 数学 系统 (NN) 一 一 集合 论 基础 .下 问 . 


第 7 章 潜 无 限 数学 系统 与 重建 实 无 限 数学 系统 的 构想 


_ 第 了 7 章 潜 无 限 数学 系统 与 重建 详 无 限 数 学 系统 的 构想 一 Amaaaim 


模型 . 

定义 7.5 设 三 是 公式 集 , 信 是 公式 .人 和信 是 三 的 语义 后 大 , 记 作 

三 EA 

当 且 仅 当 对 于 任何 赋值 .如果 moC) 一 1, 则 w(A》 二 1. 

定义 7.6 一 个 命题 导 辑 公式 A 称 之 为 有 效 式 当 且 仅 当 对 于 任何 
赋值 ,都 有 zwA) 一 1; 一 个 命题 逻辑 公式 人 称 之 为 矛盾 式 当 且 仅 当 对 
于 任何 赋值 ,都 有 z“A) 一 0. 

命题 逻辑 有 效 式 有 时 也 被 称 为 重 言 式 . 简 记 为 FA. 

在 P"™™ 中 可 以 证 明 : 

定理 7.2 可 靠 性 定理 

C1) 旭 果 三 FA, 那么 和信 ; 

(2) 如 果 上 目 A. 那 么 睹 A. 

定理 7.3 完全 性 定理 

《C19 如 果 瑟 F= 人 .那么 三 上 Ai 

2) 如 果 片 人 A, 那么 上 FA. 

即 P"™ 推理 系统 具有 可 靠 性 和 完全 性 . 


7. 2. 2 ”PIMS 谓词 逻辑 的 自然 推理 系 


1. 形式 语言 Lm 的 基本 符号 

在 Li 的 符号 库 中 ,首先 要 保留 Ly 中 的 基本 符号 . 即 5 个 命题 联结 
词 型 、 一 从 、V 、*> 和 命题 词 pi vgisnis 呈 ~、Pisqivri( 此 人 外 i 二 12 并) 。 
还 有 技术 符号 (、) 等 ,其 次 还 要 添加 下 述 几 类 菇 本 符号 : 

‘1) 量词 :Vv、3 ,EE， 

C2) 个 体 词 :ac ar。 

(C3) 谓词 ;FGi、Hiv…、F;、CGm、~H;, 

(4) 约束 变 元 :ri yz TY 

(5) 技术 符号 :,、(、). 

显然 Li 的 符号 库 是 I 的 符号 库 的 真 扩张 . 

我 们 常用 “ec 来 表示 任 一 个 体 词 ,常用 大 写字 母 下 .G、H 来 表示 
任 一 谓词 ,常用 zz、y、 = 来 表示 任 一 约束 变 元 - 

量词 Y 的 名 称 是 全 称 量词 ,解释 并 读 为 “所 有 ”或 "一切 ”, 形 式 符 号 
Y 该 由 英文 单字 All 演变 而 来 . 

量词 下 的 名 称 是 枚 举 量词 .解释 并 读 为 “每 一 ”或 “ 任 一 ”形式 符号 


统 Fr?™ 


ne . 
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EE 该 由 英文 单字 every 演变 而 来 . 

在 PIMS 的 逻辑 演算 中 ,全 称 量词 Y 不 得 解释 和 读 为 “每 一 ”, 而 枚 
举 量 词 巨 不 可 解释 并 读 为 “所 有 ”. 两 者 被 严格 区 分 ,这 是 对 经 典 二 值 逻 
辑 演 算 中 关于 量词 解释 约定 的 一 种 修正 . 

在 6.1 节 中 , 曾 明 确定 义 了 “ 枚 举 手 续 ”这 一 概念 ,对 任 一 非 有 限 的 
枚 举 手 续 而 言 , 如 果 该 无 止境 的 枚 举 手 续 没有 进行 完毕 , 即 尚 未 穷 举 该 
枚 举 手 续 之 前 , 则 它 所 面 对 和 指称 的 必 为 永远 是 现在 进行 式 Cgoing) 的 
潜 无 限 ,但 若 已 将 该 枚 举 手 续 进 行 完 毕 , 即 已 穷 举 了 该 枚 举 手 续 , 则 它 所 
面 对 和 指称 的 必 为 完成 式 (gone) 的 实 匹 限 , 所 以 由 枚 举 到 穷 举 的 转换 ， 
就 是 进行 式 Cgoing) 到 完成 式 Cgone) 的 转换 ,也 是 由 港 无 限 到 实 无 限 的 
转换 . 

在 6.1 节 中 关于 要 举 手 续 之 例 2 的 讨论 ,以 及 PIMS 的 边 辑 演算 中 
关于 量词 解释 的 约定 可 知 , 全 称 量词 v 解释 约定 中 的 “所 有 ”或 “一 切 ” 
所 面 对 和 指称 的 旦 完成 式 Cgone)，, 而 枚 举 量 词 王 解释 约定 中 的 “每 一 ”或 
“ 任 一 ”所 面 对 和 指称 的 是 现在 进行 式 Cgoing). 

另 一 方面 ,由 于 PIMS 以 贯彻 二 分 法 原则 CH 的 精神 构建 的 , 故 在 
PIMS 中 ,要么 有 限 ,要么 潜 无 限 , 决 不 兼容 实 无 限 观念 ,而 游 无 限 必 为 永 
远 是 现在 进行 式 Cgoing) ,而 有 限 则 必 人 能 在 有 穷 步 双 内 究 举 或 进行 完毕 ， 
帮 在 有 突 和 背景 世界 中 ,完成 式 (gonc) 是 最 根本 的 . 故 由 上 文 所 论 , 既 然 全 
称 量词 Y 之 解释 约定 中 的 “所 有 ”或 “一 切 ” 所 面 对 和 指称 的 是 完成 式 
Cgone) ,所 以 全 称 量 词 Y 在 PIMS 中 应 属于 有 窃 背 景 志 界 Or ,而 不 属于 
潜 无 限 背 景 世 界 Qp ,反之 , 枚 举 量词 已 之 解释 约定 中 的 “每 一 ”或 “ 任 一 ” 
所 面 对 的 既然 是 现在 进行 式 (going) ,所 以 榴 举 量 词 巨 在 PIMS 中 必定 属 
于 潜 无 限 背 景 世 界 oo ,而 不 属于 有 穷 背 景 世 界 Q1. 如 上 所 论 , 也 可 采用 


如 下 的 简 记 表述 如 下 : 


pIMs|- © 2 

. YE OQr. 

量词 3 的 名 称 是 存在 量词 ,解释 并 读 为 “存在 ”或 “ 有”, 形式 符号 了 
该 是 英文 单字 Exist 演变 而 来 . 

2. 形式 语言 Lm 中 之 合式 公式 CWIf) 的 形成 规则 

(1 >》 单独 一 个 命题 词 是 Ln Wit; 

(2) 若 F, 是 一 元 谓词 ,ai,… sas 是 任意 7 个 个 体 词 , 则 F(al,…， 
av) 是 Lv WHf; 

(3)A 是 Ls 的 Wff=>CA) 是 Lo WH; 
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(4) A.B 都 是 Lj Wff= 一 (A 一 B)、 CAAB)、 CAVEB)、 CA 也) 都 是 
I WHI; 

(5) Ga) 是 I Wff,a 在 其 中 出 现 , 不 在 其 中 出 现 二 Vx Glx)、 
rzGCzr)、 习 .rrGCz) 都 是 Ls WIf; 

6) 归纳 定义 ;Li 的 一 个 公式 人 A 是 I Wt iff A 由 Lm 的 Wff 的 形 
成 规则 生成 . 

我 们 将 用 符号 三、 工 、. 信 等 表示 任意 的 公式 集 , 妈 Pi 系统 公式 集 的 元 
变 项 . 

3. 下 ”中 配套 于 IL™ 的 推理 规则 

在 FF 配套 于 Im 的 推理 规则 中 ,首先 要 保留 Po 中 配套 于 Ls 的 全 
部 推理 规则 , 即 有 (CRefD、CD、CDC>)、(>.)、(\ )、(A,)、.CV-).、 
CCV+) )、《 呈 >-). 其 次 还 要 添加 如 下 的 推理 规则 : 

(CV) VxrACxr) FACa)， 

《FE ExACx) FACa), 

CE DT 工 上 ACa) .a 不 在 工 中 出 现 ， 

—>I FErACxz), 
( 习 -) ACa) 上 FB,a 不 在 B 中 出 现 ， 
—> 习 xA(Cz) FB, 

( 习 ,) AKa) 上 3xACr.ACr)y 由 Aca) 中 心 的 部 分 出 现 替 换 为 工 而 
得 

推理 规则 (VY _) 叫做 全 称 量 词 消去 律 , 在 经 典 二 值 逻 辑 演 算 中 ,其 涵 
义 是 指 反 上映 了 演绎 推理 中 如 下 的 推理 思想 ,若菜 学 科 之 论 域 中 的 所 有 个 
体 皆 有 某 种 性 质 时 . 则 可 结论 在 该 论 域 中 任 取 一 个 个 体 出 来 , 则 该 个 体 
必 具 有 该 性 质 . 而 今 在 PIMS 中 , 因 有 V Er , 故 在 这 里 (Y_ 所 反映 的 
是 这 样 一 种 推理 思想 , 若 某 学 科 之 某 有 穷 论 域 中 所 有 个 体 都 具有 某 种 性 
质 时 , 则 可 结论 在 该 有 穷 论 域 中 任 取 一 个 个 体 . 则 该 个 体 几 具有 该 性 质 . 

面 对 某 学 科 的 渤 无 限 论 域 (弹性 无 穷 集 合 ) 或 实 无 限 论 域 ( 刚 性 无 
穷 集合 ) 中 的 研究 对 象 上 而 玄 , 由 所 有 具有 性 质 P 可 推出 每 一 x 具有 
性 质 已 .进而 还 可 以 推出 在 论 域 中 无 约束 地 任 选 一 个 对 象 < 具有 性 质 PP， 
用 符 导 表示 即 为 

Y zP(Cr) HEzPCz) FECa). 

其 中 ExP(x) 与 PCa) ,不 仅 同 为 “ 枚 举 手 续 ”, 而 和 且 同 属 潜 无 限 的 现 

在 进行 式 (going), 从 而 可 有 : 
ErPCr) 上 PCa). 
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然而 VY xPCzx) 是 实 无 限 的 完成 式 Cgone). 面 对 匹 穷 论 域 ,由 潜 无 限 
的 现在 进行 式 (going) 反 推 实 无 限 (aci) 的 完成 式 Cgone) 是 不 合理 的 , 因 
为 完成 式 (gone) 是 由 现在 进行 式 (going) 转化 而 来 .而 且 在 则 一 层面 上 
的 潜 无 限 Cpoi) 只 是 其 实 无 限 (aci) 的 一 个 初始 片断 CRobinson 语 ), 因 此 
有 如 : 


Pala 上 FFYVzPGCre) 或 有 PC HHYzP(C)》 
一 类 思想 规定 根本 不 合理 ,; 亦 即 如 下 的 : 

VYrPxr) FPa 豆 YePry FEzrPCr) 
思想 规定 才 是 合理 的 . 这 就 是 说 .用 兼 穿 两 种 无 穷 观 的 分 析 工 具 来 兰 察 
二 值 罗 辑 滨 算 中 的 全 称 量词 引 人 律 

CY.) 及 上 FACey .a 不 在 三 中 出 再. 一 下 睹 VxACxr) 

时 ,不 难看 出 其 中 隐 性 地 贯彻 了 -一 种 不 合理 的 思想 规定 . 故 不 仅 在 PIMS 
中 .即使 在 今后 构建 新 的 实 无 限 数学 系统 时 .都 应 把 C(YV,) 弃 之 不 用 . 但 
对 有 穿 了 刚性 集合 而 埋 :CVY. ) 还 是 可 以 使 用 的 ,但 为 避免 引起 混 请 ,我 们 
在 PIMS 中 的 逻辑 演算 中 ,还 是 将 (VY )， 排 斥 掉 .然而 对 有 穿 刚 性 论 域 而 
言 ,全 称 量词 Y 却 不 可 不 用 .为 之 .我 们 还 是 保留 了 (YY_ ) 这 一 推理 规则 
的 使 用 . 

推理 规则 (EE.) 叫 做 枚 举 量 词 消去 律 : 因 在 PIMS 中 有 EE QQ 故 在 
PIMS 中 ,(E-) 所 反映 的 是 如 下 的 推理 思想 :如 果 茶 学 科 之 某 一 潜 无 限 
弹性 论 域 中 的 每 一 个 个 体 总 在 某 种 性 质 时 :, 则 可 结论 在 该 潜 无 限 论 域 中 
任 取 一 个 个 体 出 来 : 则 该 个 体 必 具有 该 性 质 . 

推理 规则 ( 王 .) 叫做 枚 举 量 词 引入 律 : 因 在 PIMS 中 及 EE Qs;, 故 在 
PIMS 中 ， 瑟 . ) 上 所 反映 的 是 如 下 的 推理 嘎 想 : 即 在 某 学 科 的 某 一 潜 无 限 
弹性 论 域 中 ,如 果 不 受 任何 约 上 来 地 任 选 :个 个 体 < ,总 能 在 某 种 前 担 下 
推出 a 具有 人 性质 A 时 :, 则 我 们 就 结论 在 同样 的 前 担 下 ,可 推出 该 潜 无 限 
弹性 论 域 中 的 每 一 个 个 体 总 具有 性 质 人 . 选取 个 体 < 时 ,不 受 任 何 约 束 
很 重要 .特别 是 不 受 推 出 它 有 性 质 A 的 前 提 的 约 来 . 

推理 规则 ( 习 -) 叫做 存在 量词 消去 律 . 由 于 PIMS 是 在 贯彻 二 分 法 
原则 (有 ?CR FocVveooy 的 精神 下 构建 的 : 故 在 PIMS 中 .3 习 -) 所 反映 的 
是 这 样 一 种 推理 思想 :如 有 形 菜 学 科 的 某 个 有 穷 论 域 或 潜 无 限 弹性 论 域 中 
任 选 一 个 个 体 4 只 要 & 其 有 性 质 人 :就 能 推出 结论 天 ,那么 在 肯定 该 有 益 
论 域 或 浒 无限 弹 性 论 域 中 存在 着 具有 性 质 人 的 个 体 情 况 下 ,就 必 能 推出 
结论 B., 在 此 还 应 指出 .对 于 个 体 a 的 选取 是 不 受 任 何 约 束 的 ,特别 是 不 
受 那 个 被 推出 的 结论 B 的 约 来 . 
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推理 规则 (了 导 +:) 叫做 存在 量词 引入 律 : 在 PIMS 中 ,如 果 已 知 某 论 域 
“有 穷 论 域 或 潜 无 限 弹 性 论 域 ) 中 之 个 体 a 具有 性 质 A, 则 就 结论 该 有 穷 
论 域 或 潜 无 限 弹 性 论 域 中 的 确 存 在 着 具有 性 质 A 的 个 体 . 

为 了 方便 ,我 们 将 公式 集 王 一 (AAA ,… ,A,1,A;} 直接 写成 公式 序 
列 的 形式 :Ao Al,-… Ai,A;. 当然 ,因为 三 是 集 , 所 以 序列 中 的 公式 的 次 
序 是 没有 关系 的 .这 样 ， 

(AAA Ai FBEU {A} HE USE HB 可 以 分 别 表 示 
为 :AAA Ai 上 也、 荆 ,A FB.E,Z FB. 

将 三 上 A,… ,三 二 A, 简 记 为 上 上 上 Al A. 

定义 7.7 公式 A 在 谓词 有 逻辑 FW 中 由 公式 集 三 形式 可 推演 (符号 
记 为 三 上 A). 当 且 仅 当 三 :+A 能 由 有 限 次 使 用 推理 规则 而 生成 . 

如 果 三 上 A, 则 称 公 式 A 是 的 语法 后 承 . 

定义 7.8 如 果 公 式 A 由 名 形式 可 推 注 . 则 称 公 式 A 是 可 证 明 的 . 
由 名 到 A 形式 可 推演 的 一 个 公式 序列 称 为 公式 A 的 一 个 证 明 . 如 果 公 
式 A 是 可 证 明 的 , 则 称 公 式 A 为 FW 系统 的 定理 ,符号 记 为 上 A. 


定理 7.4 如 果 王 FA, 则 存在 有 限 集 王 ', 荆 于 荆 (3 芋 工 ) ,使 得 


E* FA. 

《四 ) FW 的 语义 : 

定义 7.9 (模型 ) ”一 阶 语言 PIMS 的 一 个 模型 WH 是 一 个 三 元 序 
组 


CM, {RY},er, {aP hock> 
它 由 三 部 分 构成 : 
(1) 一 个 非 空 的 有 穷 集 合 或 者 潜 无 限 弹 性 集合 M, 称 为 模型 的 了 的 
论 域 ; 
(2) MR SE MMR.,) NM) ,对 于 PIMS 中 的 每 一 个 nn 元 关系 符 
号 R,; 


(C3) ca) EM Cca) EMD, 对 于 PIMS 中 的 每 一 个 常 元 符 导 人 Q. 
定义 7.10 设 半 是 一 个 模型 ,模型 MCa;/m;) 指 的 是 : 


个 ”在 此 ,我 们 引入 表示 集合 三 与 其 元 素 > 之 间 关 系 的 符号 . 当 三 是 一 个 有 穷 集 合 时 ,集合 与 其 元 素 


工 之 间 的 关系 符号 表示 为 x € 5; 当 三 是 一 个 潜 无 限 集合 时 ,集合 台 与 其 元 素 + 之 间 的 关系 符号 表示 为 x 
三 . 详细 论述 请 见 7.4: 潜 无 限 数学 系统 (TN ) 一 一 集合 论 基础 . 下 同 . 
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Ce) ,如果 rw 关 a 
722j 。 如 果 一 Qa. 
定义 7.11( 公 式 的 基本 语义 定义 ) 设 状 是 一 个 模型 ,A 是 一 个 公 
式 ,满足 下 列 条 件 的 了 WW 称 为 Fi 模型 ， 
C1) Mp E {0,1}; 
C2) MCFrCars ba)) 二 1， 当 且 仅 当 Ca ,-… ,Wca,)〉E 


MFYI CM aD ,0 , Ma Ee MF ); 
C3) (HA) 二 1, 当 和 且 仅 当 (A) 一 0， 
(4) CA -> B) 二 1, 当 和 且 仅 当 MCA) 一 0 或 者 M(B) 一 1 
(5) MCA Vv B) 一 1, 当 且 仅 当 名 (A) 一 1 或 者 M(B) 一 1， 
(6) MCLAAB) 一 1, 当 且 仅 当 涂 CA) = 二 1 并 且 RM(B) 一 1; 
(7) CA 一 B) 二 1, 当 且 仪 当 “M(A) 一 1 并 且 兴 CCB) 一 1” 或 者 
“RA) 二 0 并且 M(B) 一 0”; 


(8) 如 果 绪 CVY rxrACr)) 二 1, 那么 对 于 每 一 mMlm MD), 都 有 
Ma/m Aa 一 1; 


(9) 加 (3xzAcGr)) 一 1, 当 且 仅 当 存在 mr EE Mim EE M), 使 得 
Ma/m) CACa)) 一 1; 


Ma /mi rw) 一 


(10) CExACx)) 一 1, 当 且 仅 当 对 于 每 一 mm € Mm 名 MD), 痢 有 
Ma/m I ACa)) = 1. 
定理 7.5 设 嘱 是 一 个 FA 模型 ,A 是 任 一 公式 , 则 
MRA) € {1,0}. 
定义 7.12( 可 满足 性 ) 设 A 是 公式 ,三 是 公式 集 . 称 A 是 可 满足 的 ， 
当 且 仅 当 存在 一 个 Fn 模型 路 ,使 得 内 (A) 一 1; 称 三 尾 可 满足 的 , 当 且 


仅 当 存在 一 个 Fen 模型 只 ,使 得 对 于 任何 B, 如 果 B € 王 (BE 三， 则 
M(B 二 1, 简 记 为 加 CE) 一 1. 

定义 7.13C 有 效 性 ， 设 和 A 是 公式 . 称 A 是 有 效 的 , 当 且 仅 当 对 于 任 
一 FV 模型 ,都 有 了 MCA) 二 1. 

定义 7.14 设 A 是 公式 .三 是 公式 集 .A 是 三 的 语义 后 承 , 记 作 

ZEF=A， 

当 且 仅 当 对 于 任何 Fe 模型 续 ,M(5) 二 1 蕴涵 MCA) 一 工 

显然 ;如果 I 帮 A, 当 上 且 仅 当 A 是 有 效 式 . 

定理 7.6 

(Resf)AFA， 
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CTHEA,AFA=>THESA, 
DDI, NAFB.,T BTIEEA. 
(一 -7A -> B,AF=B, 
(—,)T,AF-= BIT HA B, 
A IAANBEA.,B, 
(A.2A.,BEEAAB, 

(VvV- AFFC, BF-C—A V BEC, 
CV.AFAVB,BYA, 


A<”>B,BHEEEA 
(Co IT AB,IT,BEA=IIA»B, 
(CY OVAACN)ESACa), 
CE ExA(Cr)E ACa), 
《EE. ) 本 A(a) ,a 不 在 工 中 出 现 ， 
—>ITH—=ExrA(xr), 
(9 ADEEB,a 不 在 B 中 出 现 ， 
=> 3 xA CEB 
( 习 . AKC)F 疡 习 xACGz),AGz) 由 Ala) 中 人 的 部 分 出 现 替 换 为 二 而 


证 明 我 们 只 涉及 量词 的 部 分 . 
(1)VrACzrz)FACa) 
假设 VrzAKz)FA(Ce) 不 成 立 , 则 存在 FW 模型 名 ,使 得 
人 D MV rACxrI) 一 1 
但 是 | 
DD 中 (Ac 一 0 
而 由 QD 可 得 : 
对 于 任意 mE Mm EM), 都 有 MCa/m (A(a)) 二 1 


因此 ,对 于 中 (Ca 和 Mca) EM), 有 PRCa/Ma) (Ala = 1 
由 有 
DD Maa /Ma Va) EE Ma/ Ma A) 
Ma /Ma Cay Ee Ma/ Ma) A) 
而 Ma /Ma Cad) = MO ,Ma /Moa A = MA) 
所 以 有 
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@ Ja) € MA Ma EE MA)) 
因此 
© MA 一 1 
和 也 盾 . 假设 不 成 立 . 
BA, VxACz)HEEACa). 
C2) ExrACr)HEEEACa) 
证 明 与 (1) 类 似 . 略 . 
(37)EF=ACalya 不 在 互 中 出 现 二 ExrA(x). 
假设 FACa)a 不 在 三 中 出 现 ) 成 立 , 而 BF-ExACz) 不 成 立 . 则 存 
在 Fe 模型 ,使 得 


DD ME 一 1 
但 是 

DD MErA(rI) 一 0 
由 人) 可 得 


@@ 存在 请 所 Mim 名 MD) ,使 得 MCa/m)(A(a)) 二 0 
因 为 a 不 在 三 中 出 现 , 所 以 由 中 和 四 可 得 
@D Ma/m}) ES= 1 
因为 EACa)(la 不 在 三 中 出 现 ), 所 以 有 
DD Ma/m Ala = 1 
(DD 和 @@ 矛盾 .假设 不 成 立 . 
所 以 ,ACa) ,a 不 在 三 中 出 现 二 ZExAlx). 
关于 存在 景 词 推理 规则 和 的 有 效 性 证 明 与 经 典 逻 辑 相 同 , 略 . 
定理 7.7 在 FV 中， 
C1) Fv rPr) 一 Pla); 
(2) FV rxrPr) —> EVrP(x); 
(3) FEEzPCzry -> VxP(xr). 


7.3 ， 江 无 限 数学 系统 ( 开 ) 一 一 逻辑 基础 之 元 理论 


在 本 节 中 ,我 们 将 在 7.2 节 的 基础 上 ,证 明 潜 无 限 数 学 系统 的 逻辑 
形式 系统 的 可 靠 性 和 完全 性 . 

定理 7.8 FE 可 靠 性 定理 

1) 妈 末 三 上 A, 屠 么 三 FA 人 As; 
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2) 如 果 上 A, 那么 户 人 . 

证 明 

1) 旗 昭 纳 于 三 上 A 推 六 的 长 度 .从 计算 推演 程度 时 三 除外). 

基 始 当 . 人 二 1, 此 时 推演 可 分 别 由 规则 CRef)、( 一 -)、()、WW1)、 
CV4i)、C 呈 _)、.《(YV-_)、(E)、( 搓 4) 直接 得 到 . 根据 定理 5.6, 显 然 有 ZE 拓 人 A. 

归纳 步骤 假设 当 屎 一 有 时 ,定理 成 立 . 那 么 当 . 一 R 十 1 时 .此 时 
推演 可 能 由 规则 (CRef) 、(--)、CA-)、CA CVD Cr ).(VYV_)、 (FE )、 
5C 习 ,直接 得 到 . 根据 定理 5.6, 显 然 有 己 片 A. 

推演 也 可 能 从 其 他 规则 得 到 ,那么 根据 归纳 假设 和 定理 7.4, 同样 
有 三 A. . 

《2) 是 (1) 的 特殊 情形 . 

定义 7.15( 协 调 性 ) 公式 集 王 是 协调 的 , 当 且 仅 当 不 存在 公式 A， 
使 得 三 | 上 -A 并 且 三 上 FA. 

显然 ,协调 性 是 一 个 纯 诸 法 的 概念 . 

定义 7.16 公式 集 三 是 潜在 性 极 大 协调 的 , 当 且 仅 当 三 满足 : 

C19 三 是 协调 的 ; 


《2) 对 于 任何 A CA 5),U1{1A} 是 不 协调 的 . 
定理 7.9 设 三 是 潜在 性 极 大 协调 集 . 对 于 任何 公式 A, 三 上 A 当 且 


仅 当 A € 5CA EE 5). 

证 明 ”假设 A € SCAEES), 则 显然 有 三 上 A. 

假设 三 FA. 如果 A 人 ECAEE) ,那么 因为 三 是 潜在 性 极 大 协调 的 ， 
于 是 有 三 UU {A} 是 不 协调 的 ,因此 存在 公式 B, UU {1A} 上 B 并 且 三 
{A} 上 | 一 B, 因 此 有 三 片 A. 这 与 是 协调 的 相 韦 盾 . 因此 A EECAE 
蕊 ). 


定理 7.10 设 三 是 潜在 性 极 性 极 大 协调 集 . 对 于 任何 公式 A., 三 上 
A 当 且 仅 当 A. 

定理 7.11 任何 协调 的 公式 集 都 能 够 扩充 为 潜在 性 极 大 协调 集 . 

证 阴 设 三 是 任 一 协调 的 公式 集 . 令 

[ 淫 ]:Al, As，…，Ai 

是 PIMS 中 任意 一 个 公式 都 能 被 包含 进去 的 潜 无 限 弹 性 序列 . 我 们 定义 
一 个 公式 集 的 潜 无 限 弹 性 序列 2, ,21 ,2 ，… ,Zi， 如 下 : 

(C1) 53, Os ZE; 
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>, Uj {Am1} ,如 果 > UJ { Ai》 是 协调 ; 
SE,» 否则 . 


(3) 5E, CE EE, 全 三) 


C4) 对 于 任 一 nC w) ,Zz, 是 协调 的 . 
令 三" 二 U5. 那么 有 


(5) ECE' (SE HE’), 

《6) 三 ”是 潜在 性 极 大 协调 的 . 
下 面 证 明 (6). 

先 证 ”是 协调 的 . 假设 " 不 是 协调 的 . 那么 存在 公式 B, 使 得 
三 ”上 BB, 并 有 旦 三 上 站 B. 根据 定理 7.4 可 知 , 存 住 三 ”中 的 有 限 个 公式 Bl， 
… ,Bi ,Bi ,Bi 使 得 

(7) B;,.…,B, |B, 

(8) Ba, ,Bo FF- 71 B. 


HEL.,(B, ,+ ,BB. ,BB..,} 是 不 协调 的 . 设 B, 和 所 3 (CB, 饶 EC1 < i < 屎 十 2， 


rn; Ew), 令 一 maxXCn ys ,es oT ). 出 (3) 可 得 ， { 3 


Bi 至 王 CfBi Bi Bo 之 马 ) ,因此 5 是 不 协调 的 . 这 与 (4) 下 
盾 . 所 以 ,E" 是 协调 的 . 

再 证 三 ' 是 潜在 性 极 大 协调 的 . 假设 公式 C gg 5 (CF 5'), 那 么 根 
据 三 ”的 定义 可 知 对 于 任 一 nCE oo):CE EC 人 三 ). 假设 在 序列 [ 泣 ] 
中 ,C 一 Am 根据 马 的 构造 可 知 ,5, U {C} 是 不 协调 的 . 因为 如 果 协 调 
UC), 则 En 二 UU {CC} 因此 CE 3nCCE En 这 与 对 于 任 一 


ME ,CE SCES,) 巴 盾 . 这 样 ,因为 守 (EE) 他 2"), 所 以 三 ”UU 
{C} 是 不 协调 的 . 
因此 ,5 是 潜在 性 极 大 协调 的 . 


定义 7.17 一 阶 语言 PIMS* 是 在 一 阶 语 言 PIMS 中 增加 一 列 新 的 
常 元 符号 
UI?2» Un 
而 构成 . 


我 们 用 wu 、v 、w 表示 任意 的 新 常 元 符号 . 
定义 7.18 设 三 是 PIMS 中 的 公式 集 . 称 三 有 存在 性 质 , 当 上 且 仪 当 
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对 于 任何 存在 公式 习 xA(C(x), 如 果 jxACx) € (39xA(C(zr)》 5), 则 存 


在 wu 使 得 Acx) € CcACu) Ee 5). 

定理 7.12 设 三 是 PIMS 中 的 公式 集 , 并 且 三 是 协调 集 , 则 三 能 扩 
充 为 PIMS' 中 潜在 性 极 大 协调 集 三 " ,并且 ZZ 有 存在 性 质 . 

证 明 因为 PIMS 中 公式 集 是 淤 无 限 弹 性 集合 或 浒 序列 ,所 以 由 
任意 存在 公式 构成 的 它 的 无 穷 子 集 也 是 潜 元 限 弹 性 集合 或 洪 序 列 . 令 

C1) 3xzAxzy .3cA Ce FTA CT) 3 XANCT) 
是 这 个 子 集 中 每 一 元 素 的 任 一 排列 . 

定义 PIMS' 中 公式 集 5, 的 潜 无 限 序 烈 如 下 : 

Eo ;ER 

令 王 一 三 . 

取 (1) 中 的 第 一 个 存在 公式 9 xXAi(Cz). 因为 xXA1i(x) 的 长 度 是 有 
限 的 ,因此 我 们 总 能 找到 某 个 二 ,使 得 x 不 在 3xACz) 中 出 现 . 因为 区 
二 ;所 以 wu 也 不 在 三 ,。 中 出 现 . 令 

EE {IxrAxr) > A(u )}. 

假设 已 经 定义 出 蕊 ,B15 取 (1) 中 的 存在 公式 xA,1《x). 因 
为 fui, ,-… ,un 是 潜 无 限 集 , 并 且 在 每 个 (1 之 7 之 nn) 中 出 现在 
xACx2 中 的 新 常 元 以 及 在 Alw) 中 用 去 的 新 常 元 都 是 有 限 的 ,所 以 ， 
我 们 总 能 找到 某 个 vw ,使 得 vw 不 在 33xAn《x)》 中 也 不 在 三 , 中 出 现 . 令 

ECO EU {IxrAm(zr) > Au lv )}. 

(2) 对 于 任 一 nCn E ww) ,5S, 到 1， 

《3) 对 于 任 nn c) ,三 , 是 协调 的 . 

《3) 可 以 通过 归纳 证 明 . 

归纳 基 始 . 

5 是 协调 的 . 

归纳 步骤 . 

假设 , 是 协调 的 . 如 果 三, 不 是 协调 的 ,那么 有 

=E, 上 门 ( 习 AICz) > AiCz )) 

世上 了 AiCzyA 门 ANC ) 
.FEyC3 xAL Cz) A AsCy)) 
FEyCIxA CCzyA 门 ANCy)) > IrA HI AEy TTA, Cy)) 
F333xrA xr AEy ACYy) 
-3zrAm(r AEr 人 ATCZ) 
-3xrAnmCr A IrxA lx) 


MMMMMN 
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这 与 归纳 假设 互 , 是 协调 的 相 闭 盾 . 因此 ,1 是 协调 的 . 
令 三 一 UE,: 则 三 ”是 协调 的 . 假设 不 是 协调 的 . 那么 存在 公式 


i 
B, 使 得 5 上 FB, 并 且 2 上 忆 B. 根据 定理 7.4 可知 ,存在 2 中 的 有 限 个 公 
式 B11,… ,Bi ,Bo ,Bo 使 得 
Bi,:…,B.: FB, 
Bi ,-…,，B,, -7B. 
所 以 ,1B ,Bi,… ,Bi} 是 不 协调 的 . 设 B,E€ 马 (1 < 委 和 kk 十 Lm 
所 0), 令 和 一 max(Ca me 一 904.1). 由 (2) 可 得 ,{Bi,…,B,,-…,B,,} 
二 (Bi, Bl; 下，Bai} 这 5), 因此 ,是 不 协调 的 . 这 与 (3) 矛盾 . 所 
以 .三 是 协调 的 . 
由 定理 7. 11 可 知 ,3 能 扩充 为 潜在 性 极 大 协调 集 互 伺 Form(L™'). 
最 后 证 明 5 具有 存在 性 质 . 
对 于 PIMS 中 的 任何 存在 公式 3 xA(x)〉E SS’, 设 习 xACx) 在 序列 
(1) 中 为 习 xAiCXx) 因此 存在 二， 


3xAr) -> Au EB (IxAxr) > Ailu’) EE) 
所 以 有 
FxAx) > Au EES" 
EE FrACr) -> AKCai ) 
SE FxrACr) 
EE” FACu’) 


Ailu’) EE 


因此 ,三 具有 存在 性 质 . 
定理 7.13 设 三 是 具有 存在 性 质 的 潜在 性 极 大 协调 集 , 令 M 一 
te lc 是 三 中 出 现 的 常 元 ), 则 


(1) A € SCAESE) 当 且 仅 当 门 久 人 了 工 ( 一 A G5); 
(2)(〔A -= 了) 和 SCCA_ > B) 世 王 ), 当 上 且 仅 当 AE ZCA C5) 或 者 


BE SB ES); 

(3) (AVB) € EC(CAVB) EZ), 当 且 仅 当 A E53(AES) 或 者 BE 
EB EE 三 ) ; 

(4) (AAB) € ELAAB) 区 卫 ) , 当 且 仅 当 AEeSCAEEE) 并 且 电 把 


EB EE 瑟 ) 3 
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(5) AEB) € SC(AmB) 筷 三 ), 当 上 且 仅 当 "AGE EC(AEE)¥HBE 
三 (CB 忆 )” 或 者 “A 人 EC(A CE) 并 和 Ba SCB eG 5)”; 

C6) 如果 YXxACx) EE CY XACr) 全 三) ;那么 对 于 每 一 a EE MCa 世 
MD ,都 有 Ala) € ECAl(a) € 5); 


(7) 导 xACr) EE EC(IxrACr) EE), HI 有 在 a € MCa € M) ， 


并 且 ACa) € SBCA(a) Ee 5); 

(C8) ExAC) Ee ECErACr) EE 瑟 )， 当 上 且 仅 当 对 于 每 -一 a € Ma 后 
M) ,都 有 Ala) €E ECACa) 所 三 )- 

证 明 

C1) 先 证 A EE AZ) 一 A CA 区) .假设 一 A € (站 A 
色 三 ) ,如果 A EECA EZE), 那 么 有 三 上 -A 并 且 三 上 下 A, 因此 三 是 不 协 
调 的 ,这 与 三 是 潜在 性 极 大 协调 集 了 矛盾 .因此 Ag SCA 三 ). 

再 证 A & 5CA E 3 一 门人 所 荆 门 A 所 荆 ). 假 设 A 全 荆 (A 芝 三 )， 


如 果 门 有 信人 三 ( 门 人 区 瑟 )， 则 三 LU {A 是 不 协调 的 并 且 写 UU {HA} 是 不 
协调 的 .那么 根据 定理 7.9 的 证 明 中 有 三 上 -一 人 A 并 且 上 FF" 站 A, 那么 对 


是 不 协调 的 ,这 与 三 是 潜在 性 极 大 协调 集 矛 盾 . 因此 了 TA € 荆 ( 门 A EE 
二 )- 


(2) 如 果 A 一 BEECA- 一 BEE) 并 且 AEZCAEZE), 那 么 有 FHA 
-一 BB 并 且 三 上 A, 所 以 有 三 上 -B, 根 据 定理 7.9 可 得 BE€ 35CB EE 5). 

如 果 AA-~>B ECA->BGZE), 那 么 根据 (1) 有 了 (A 一 B) € (0 
CA -> B) ZE), 根据 定理 7.9 可 得 三 上 -CA 一 B), 所 以 有 三 FA 并 且 三 上 
一 BB, 根据 定理 7.9 可 得 A EE(AEZE) 并 且 了 TB E30 中 BES), 所 以 根 
据 (1) 有 AEe5E(CAESE) 但 是 Bg 5(BCGE). 妇 TT 有 :并 非 如 果 A€ CA 
5) ,那么 BE EB ES). 

(3) 假设 CAVB) e€ ECCAVB) 5), 但 是 A gt 5C(AG5E) 并 且 BEg 


CB FE). 因 为 A SCA FS5), 由 (1) 可 得 站 A E€ (TA EE), 因 此 由 
定理 7.9 可 得 :三 上 一 A. 同 理 可 得 :三 睹 站 B, 因 此 有 三 上 站 AA 和 AB, 进 而 


有 三 上 -一 CAYVB). 同样 由 定理 7.9 可知: 一 (AVEB) € 5AVB) ee 5). 
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又 因为 (AVB) € ECCAVB) eS), 由 此 可 得 三 不 协调 . 
这 与 三 是 潜在 性 极 大 协调 集 相 逆 盾 , 所 以 假设 不 成 立 . 因此 : 


如 果 (CAVB) EE ECCAVB) Ez), 那 么 A EE(AEZE) 或 者 Be 3(B 


王 ) - 


人 NM} 


假设 CAVB)》 ECCAVB) 区 王 ) ,但 是 A ECAEZE) 或 者 BE E(B 
色 三 ). 因为 (AVB) 人 CCAYB) 有 5) ,根据 (1) 可 得 了 (AVB) € CI(A 
VB) EE 三 ) ,因此 由 定理 7.9 可 得 :上 -了 (CAVB), 因 此 有 FTTAATIB， 
进而 有 三 上 一 A, 并 且 三 上 一 B. 同样 根据 定理 7.9 可 知 : 了 A E€ ECTAE 
三 ) 并 有 目 一 BE (BEE). 根 据 (1) 可 知 :A 区 (A 区 EE) 或 者 Bg 5(B 
人 三) ,这 与 A EE 荆 (A 世 三 ) 或 者 卫生 CB 5) 相 下 盾 . 

因此 ,如 果 AEZECAEZE) 或 者 BES5CBEE), 那 么 (AVB) € 2A 
VB) EE 5). 

(4) 假设 (AAB) € CCAAB) EE), 则 三 FAAB, 进 而 有 :三 上 A 并 
和 且 上 -B. 因此 由 定理 7.9 可 知 :A € BE(A EE) 并 和 且 Be 3cBe Ss). 

假设 AE CA EZ) 并 有 旦 Be ECGBEES), 则 三 FA 并 且 王 上 HB, 进而 
有 : 王 上 -AAB. 因此 由 定理 7.9 可 知 :(AAB) € 3((ANAB) E55). 

(5) 先 证 一 . 

假设 CA**B) 和 (CAB) Ez), 并 且 并 非 “A E EC(AEZE) 并 且 B 
所 ECBEeEZE)”. 由 并 非 *A E€ 5(AES) 并 HE BE€ 5(B ET)” 得 :A 区 
三 (A GF 5) 或 者 B & E(B ¢ 5). 

假设 A ee 三 CA 区 达 ) ,根据 (1) 可 得 了 A € CA EE), 因 此 有 三 上 
一 A. 由 (CAB) € (CA**B) 5) 可 得 ;HA*>B. 所 以 有 三 上 站 B, 因 
此 有 一 Be€ 5( 一 B 5), 根据 定理 7.9 可 得 :B 4 CB 三 ). 进而 及 
g SECAEZE)¥ 并 HH B g¢ E(B ¢ 3). 并 B ¢ SCB 区 三 ). 

假设 BCB FZ) ,同样 可 证 :A 攻 5CAGE) 并 是 B& 3(BEG SD). 

所 以 总 有 

Ag ECACSE)¥H BG E(B G5). 
因 ! 比 有 
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如 果 (CA*>B) EE SCAmB) SES), 那么 “A E 5(AES)¥H BE 


E(B EE)” 或 者 "A 区 工 (A G5) 并 HL Bg 5(B ¢G 5)”. 
再 证 上 二. 


假设 “A € (A EE) 并 且 BEe E(BEZE)” 或 者 “A &g EC(A 5) 并 
是 BE CB eG 5)”. NY: 


倘若 A Ee cAEE) 并 匡 BE5ECcBESES), 则 有 三 上 A 并 且 三 -B, 进 
而 有 三 上 -AA 人 AB, 而 AABT 上 -A<*>B, 所 以 有 三 上 FA 一 B, 根 据 定 理 7.9 有 


(CAB) € 荆 (CA<>B) EE ZE). 
倘若 A ECACE) 并 且 B&5(BEGE), 则 有 了 A € CA ES), 


并 上 且 一 BE E01 BES5S), 因 此 及-A 并 有 和 且 上 FB, 进 而 有 三 上 A 
A 了 TB,.MTI7TAATIB FAB, 所 以 三 上 A 一 B, 根 据 定 理 7.9 有 (A 一 B) 蕊 


EECCA B) EE 三 ). 
所 以 ,不 论 哪 种 情况 均 有 
(CAB € SCA*>B) EE 5). 
(6) 假设 YV xA (x) EE ECY xACr) 3) ,但 是 存在 常 元 a EE M(a 所 
MD ,并 且 AGCa) 多 ECACa) G 三 ). 则 : 


因为 VxACr) EE BCY XACr) E 荆 ,所 以 三 HFYzACz)。 义 因为 : 
yxACr) 上 FA 所 以 有 三 上 HACa) ,根据 定理 7.9 可 得 ;A(a) € CA(a) 


忆 太 ). 这 与 A(a) 区 CA(a) 芭 三 ) 相 矛 盾 . 所 以 假设 不 成 立 . 因此 : 

如 果 VxACr) EE EECYxACr) E 芋 ,那么 对 于 每 一 上 EMCa EM)， 
都 有 AKCa) € 工 (ACa) Ee 三 ). 

(7) 假设 xA (C(x) € E(xA(Cr) EE 3), 则 因为 三 是 具有 存在 性 质 
的 潜在 性 极 大 协调 集 , 所 以 存在 aE Ma 斌 M) ,使 得 ACa) € EC(ACa) EE 
之 )- 

假设 存在 a EE Ma EM) :并 且 AGa) € 35CACu) 3). 则 根据 定理 
7.9 有 三 上 FACQ) ;又 因为 :ACa) 上 3 引 zAGz) ,所 以 有 三 上 F 习 xACx). 同样 根 
据 定 理 7. 9 可 得 : 3 xA(x) € (xA(zr) ES). 


(8) 假设 ExACxr) € (xACr) 世 三 ) , 则 根 据 定理 7.9 有 三 上 ErACr)， 
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而 对 于 每 一 a EE M(a 忆 EM), 有 ErA(zx) 上 FAC(a), 所 以 有 三 上 Aca). 同样 


根据 定理 7.9 可 得 :对 于 每 一 a EE Ma EM), 都 有 Ala) € ECA(a) 区 
互 ) 

假设 ErzrAGCzr) 人 ECErACz) 人 马 , 则 根据 (1》 有 一 ExzA(x) EE 
(CErACr) 区 王 ) ,因此 有 三 上 门下 rzrACz); 因 为 门 EzACz) 上 上 3x 了 ACx)， 
所 以 有 互 上 习 袜 门 ACz) ,因此 习 袜 门 ACz) ES(Ix7TACX) ES). 因为 
三 是 具有 存在 性 质 的 潜在 性 极 大 协调 集 , 所 以 存在 a 和 Ma  M) ,使 得 
门 ACa) ETACa) EEE). 根据 (1) 可 得 ;存在 a €E M(a EE M), 使 得 


Ala) g 工 (ACa) @ 5E). 

定义 7.19 由 有 具有 存在 性 质 的 潜在 性 极 大 协调 集 三 * 产生 的 路 是 
这 样 构成 的 : 

(1 AM 一 4 2 是 三 中 出 现 的 常 元 . )3 

《2) 对 于 任 一 个 体 常 元 a4.’ (a) 一 a' EM'(a' EM'); 


对 于 任 一 常 元 局 ,Cu 二 uw 和 MG 和 MD) 
C3) 对 于 任 一 元 关系 符号 R 和 任意 常 元 aa 和 Mi Ca 所 


Ca sa E MRA ay EE MR 
Ra ad) EE SREa ss a) EE EH’'). 
C4) 对 于 任 一 pi,p; EE 2' (Cp: 2") 当 和 且 仅 当 MW'* (pi) 一 1. 
定理 7.14 对 于 任 一 常 元 c, 只 rc) 一 c 和 Mec eM'). 
定理 7.15 对 于 任何 公式 A, 令 纲 ' (CA) 一 1 当 且 仅 当 A E55*(Ae 
9 风 ”是 一 个 FY 模型 . 
证 明 
根据 定义 7.9, 显 然 九 :是 一 个 模型 .下面 验证 多 ! 是 一 个 EN 模型 . 
(1 SCpPp) 和 10 1 3 


因为 三 " 是 潜在 性 极 大 协调 集 , 所 以 或 者 p; ED Cp ) 或 者 pi 攻 


三 "' Cp, 区 三 " ). 根据 定义 7.19, 显 然 有 MM' Co) € {0,1). 
C2) 兄 FrCal va) 一 1, 当 且 仅 当中 六 Ca) 加 Cas)》 和 


I CF CM Ca gra Ee MCF ); 


加 于 章 . 江 无 限 数 学 系统 与 重建 实 无 限 数学 系统 的 构想 


因为 :中 CFICals… a)) 一 1 当 和 且 仅 当 Fa as) EE BE'(FY(al, 
cr) EE) 
当 且 仅 当 人 yya》E MCFDOD Ca ssa) Ee MCFD)) 
当 且 仅 当 0 Ca Ca) >》€ MM' CFY) 
CM Ca ,oo Dh Ca €E MD' CF?)) 
C3) (一 A) 二 1 当 且 仅 当 WM' (A) 二 0; 


因为 钢 ` (一 A) 一 1 当 且 仅 当 了 AE 5'(TAES') 
当 目 仅 当 A gg 5'*(AG5') 

当 且 仅 当 RM' (A) 一 0. 

C4) NM CA -> B) 一 1 当 且 仅 当 观 *(A) 一 0 或 者 0'(B) 二 1; 


因为 叫 :(A -> B) 一 1 当 生 仅 当 (A -> ByE€e5'((A->~B)ESE') 


当 有 目 仅 当 Ags'(CAFE') 或 者 BES5'(BESE’') 

当 且 仅 当 负 ' (A) = 二 0 或 者 内 再) 一 工 . 

C5IMR*CAVB) 一 1 当 且 仅 当 纲 ' (cA) 一 1 或 者 了 MM*(B)=1; 
因为 3M" CA VvV B) 一 1 当 且 仅 当 (AV ByE€E3'((AYV BEeESE') 
当 且 仅 当 A EES'(AEZE') 或 者 BE 5'(BES’') 

当 且 仅 当 (CA) 1 或 者 WW*(B) 二 1. 

(6) MM" CAAB) 一 1 当 有 是 仅 当 MR"' (A) 一 1 并 有 了 MNM'*(B) 和 = 1; 


因为 员 ' CAAB) 一 1 当 且 仅 当 (AAB) € 5*((ANB) EE') 

当 有 自 仅 当 A Ee 5*(AEE') 并 HL BE€e 5*(BEeS') 

当日 仅 当 MM" CA) 一 1 并 且 MM' C0B) = 1. 

(7) MM' cA>B) 一 1 当 且 仅 当 “4* CA) 一 1 并 且 泊 (8B) 一 11” 或 者 
“cA 二 0 并 且 WM'*(B) = 0”; 

因为 只 :CA >B) 二 1 当日 仅 当 (A 一 B)yE€53'((AmB)ESD) 


当 有 旦 仅 当 “A Ee SS'(AES5Z') 并 有 LBEE'(BE SD)” 

或 者 “A FE"(ACE') 并 且 BEE (BG SE')” 

当 昌 仅 当 “MM" CA) 一 1 并 且 MM"(B) 一 1” 

或 者 “级 " CA) 二 0 并 和 是 MM*(B) 一 0”. 

(8) 如果 ' (VxACr)) = 二 1, 那么 对 于 每 一 mE M' (mM*), 都 
有 MCa/m) (CACa)) 一 1; 
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因为 如 果 弛 "CVYxACx)) 一 1 当 且 仅 当 VxAC(X ECVYxrA(r)e 
> ")， 

那么 对 于 每 一 a EE M (aM 都 有 ACa) ET CACa) EE 3') 

当 且 仅 当 对 于 每 一 a EM EM) 都 有 内 :CACa)) 一 1 

当 且 仅 当 对 于 每 一 a €E Mr Ca EM 者 有 只 Ca GE MCVY OM ca) 
Ee M' CA))， 

当 且 仅 当 对 于 每 一 a 和 Me 和 EM) .都 有 aa E€ MM'(Ay(a' Ee 
MCA)., 

当 且 仅 当 对 于 每 一 mE M'’' (mM'), 都 有 mr € MCA) (Cm é€ 


(CA)), 

当 且 仅 当 对 于 每 一 mw MG eM), 都 有 M'(a/m)(a;) EE 
Ca /rm O CAV M Ca /mm a) EE M' Ca/m) (CAV), 

当 且 仅 当 对 于 每 一 mr M' Cm 名 M'), 都 有 Ca/m7 CACaD) 一 1. 


(9) M(xACr))= 二 1 当 且 仅 当 存在 mwE Mm M), 使 得 
a/ Aa = 1; 


因为 "(xACx))l 当 有 旦 仅 当 3xA(x)E€E YY'(jIxrxA(x 区 了:) 
当 且 仅 当 存在 a €E Ma EE MD) ,使 得 Ala) 和 了 CACa) ED') 

当 且 仅 当 存在 aE Ma EM'), 使 得 "CA(a)) 
当 且 仅 当 存在 a E MCca' EM :使 得 嘱 ' Ca) € MM'* CA) CM' (Ca) 


1 


Ee MA). 


Dt 


Shi 


当 且 仅 当 存在 a E€ MGa' EM) 使 得 w 生路 CA)Ce EM' (0A)) 
当 且 仅 当 存在 mE M' (mM'), 使 得 mE€ 园 * CA) Cm &€ N'A)) 
当 自 仅 当 存在 sr M Gx EM ), 使 得 园 * Ga/nD() EE M'(a/nD(A) 
Ca /nV Ca) E Mca/m) CA)) 

当 且 仅 当 存在 mE M' Cm EM’), 使 得 3 Ca/mD (CACa)) 二 1. 


CO CExACx)) 二 1 当 且 仅 当 对 于 每 一 mE M*(m 色 M'), 都 有 
(a/m) CACa)) = 1. 


因 交 MM* CErAC7)) 一 1 当 和 且 仅 当 (ExA(x)) € 5'((ExA(x)) Ee 
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当 且 仅 当 对 于 每 一 a EM (aeEeM), 都 有 Ala)E€E (AC(CWED) 

当 且 仅 当 对 于 每 一 a EM'(a’ RAT ,都 有 Ji (Aca)) 二 1 

当 且 仅 当 对 于 每 一 ca € Mi Ca- M*) ,都 有 了 * Ca) € MA) 
Dt Ca) EE MA)) 

当 且 仅 当 对 于 每 一 a EE Miao EM) 都 有 ao € MC(A)(a’ Ee 
MDM CCA) 

当 且 仅 当 对 于 每 一 mE Mr' (mE M'), 都 有 mE M* CA Cm MCA)) 

当 和 且 仅 当 对 于 每 一 EM'Cm EM ), 都 有 3’ Ca/ny Ga) EM 


e 
E 


Co)(AIC9g Ca /mm a) EE Mca/m) CAV) 


当 有 旦 仅 当 对 于 每 一 2 MGM ), 都 有 M' Ga/ndCACca)) 一 1 

定理 7.16 设 > 是 PIMS 公式 集 ,A 是 PIMS 公式 . 则 : 

《1) 如 果 > 是 协调 的 , 则 > 是 可 满足 的 ; 

C2) 如 果 A 是 协调 的 , 则 A 是 可 满足 的 . 

证 明 

C1) 如 果 之 是 协调 的 ,那么 根据 定理 7.12, > 能 扩充 为 PIMS 中 具 
有 存在 性 质 潜 在 性 极 大 协调 集 > ,根据 定理 7.15, > 在 下 mm 模型 了 "下 
是 可 满足 的 . 

《2) 是 (1) 的 特殊 情形 . 

定理 7.17CF™ 完全 性 定理 ) 设 > 是 PIMS 公式 集 , 作 是 PIMS 公 


C1) 如 果 人 A, 那么 宇 上 FA; 

(2) 如果 名 上 A, 那 么 名 上 上 A. 

证 明 

C1) 如 果 >#A. 那 么 2 U {一 A) 是 协调 的 ,那么 根据 定理 7. 16.,5 
U {下 HA} 是 可 满足 的 ,; 即 存在 模型 饮 , 使 得 中 (2 U (mA 二 1, 也 即 存 
在 模型 缠 ,使 得 中 52) 一 1 目 凶 Km A) 王 1: 所 以 ,存在 模型 ,使 得 
DD) 一 1 且 MRM(A) 一 0, 因此 ,YY FA. 

《2) 是 (1) 的 特殊 情形 . 
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7. 4 洪 无 限 数学 系统 (了 ) 一 一 集合 论 基 础 


如 上 所 知 , 在 7.1 节 曾 将 潜 无 限 数学 系统 简 记 为 PIMS ,而 在 7. 2 节 
和 7.3 节 中 .我 们 给 出 了 PIMS 的 逻辑 公理 , 亦 即 PIMS 的 逻辑 演算 系 
统 . 在 本 节 中 ,我 们 将 给 出 PIMS 的 非 逻 辑 公 理 , 亦 即 给 出 PIMS 的 公理 

合 论 系统 . 为 简便 计 :. 我 们 将 PIMS 的 逻辑 演算 系统 简 记 为 PIMS-Ca ， 
而 将 PIMS 的 公理 集合 论 系统 简 记 为 PIMS-Se. 

在 PIMS-Se 中 ,我 们 使 用 的 逻辑 工具 是 PIMS-Ca. 

PIMS-Se 的 形式 语言 包括 下 列 符 号 : 

(1》 灰 元 符号 ;XI za、 rz、 Xs 

XI Xs Ts 
‘2) 谓词 符号 :一 元 谓词 符号 :FRig、PSprs 
二 元 谓词 符号 : E 、©， 
其 他 谓词 符号 :FG 、Hiv…、F;、G;、H;; 

(3) 联结 词 符号 :I、 一 八 、V 、<; 

4) 量词 符号 :Vv 、39、E; 

5) 等 词 符 号 : 一 ; 

《6) 技术 性 符号 :( 、). 

为 了 叙述 方便 ,我们 常用 了 yy 表示 zs 中 任 一 个 变 元 
符号 ,常用 x 、y 、zx 表示 -zzz 中 的 任 一 个 蛮 元 符号 ,常用 xv、 
wz 以 及 加 下 标的 形式 ) 表示 任 一 个 变 元 符号 . 

PIMS-Se 中 的 任 一 公式 用 大 写字 母 A、B、C 等 表示 . PIMS-Se 中 的 公 
式 定 义 如 下 : 

(1》 对 于 任 一 变 元 符 导 x,FRig(x) 是 公式 ; 

对 于 任 一 变 元 符 导 x ,PSpr(x’) 是 公式 ; 
对 于 ?个 变 元 符号 xz ,rw 和 nn 元 谓词 符 导 G,GCu,… ,rw) 是 公 


式 ; 
(2)》 对 于 任意 变 元 符号 xp 而 言 .x 一 了 是 公式 
对 于 任意 变 元 x、y、x .yy 而 并 ,XE yx EE yxEy .rEy 
都 是 公式 ; 
C3) 如 果 A、B 是 公式 ,那么 (IA)、(A -> B)、(AAB).、.(A Vv B).、 
CA B) 是 公式 ; 
(4) 如 果 ACu) 是 含有 变 元 符号 4 的 公式 :并 且 出 现在 形 如 uw Ey 
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的 公式 中 ,那么 Vu A(tu) 是 公式 ;如 果 A(C(u) 是 含有 变 元 符号 xz 的 公式 ， 


天 么 


Ye 


刁 wuACu) EACu) 地 是 公式 \; 

5》 只 有 有 穷 次 由 上 述 规 则 得 到 的 符号 串 才 是 公式 . 
括号 省 略 规 则 如 常 . 
直观 地 说 : 

《13PIMS-Se 中 的 变 元 符 导 有 两 类 : 
QO@ 有 窃 蜀 性 (rigid) 集合 变 元 z, 记 为 FRig(x); 
@ 潜 无 限 弹 性 Cspring) 集合 变 元 r. 记 为 PSprCzr ). 
今后 常用 英文 字母 a,5,c,… 来 表示 任意 有 穷 刚 性 集合 ,而 用 ac.p8， 
表示 任意 潜 无 限 弹性 集合 ,又 在 一 些 Wff 中 ,必要 时 也 用 Sm 5 


表示 某 种 情况 下 为 有 穷 刚 性 集合 , 某 种 情况 下 为 潜 无 限 弹性 集合 , 即 为 
表达 方便 计 : 起 到 一 种 灵活 表达 的 兼容 性 作用 . 又 规定 FRig(x) 解释 并 
读 为 “x 是 有 穷 刚 性 集合 ”,PSpr(x') 解释 并 读 为 “x 是 潜 无 限 弹性 集 


区 全 
Er - 


(2)PIMS-Se 中 的 二 元 常 谓词 有 两 个 : 
人 GE” 解释 并 读 为 “属于 ” 
@ 二 ”解释 并 读 为 “包容 于 ”. 


(3) 对 于 上 述 公 式 的 形成 规则 而 言 ,x E yx Ey IEyI Ey 


都 不 是 公式 .这 就 是 说 “属于 ”和 所) 仅 用 于 刻画 变 元 与 有 穷 刚 性 集合 之 
辣 的 关系 ,而 “包容 于 ”CE) 仅 用 于 刻画 变 元 与 潜 无 限 弹性 集合 之 间 的 


c4) 全 称 量 词 Vv 仅 限 使 用 于 FRigta), 因为 在 PIMS-Se 中 只 有 


FRig(ta) 才 是 完成 式 . 所 以 除 此 之 外 :一 概 使 用 量词 FE. 


公理 (0) 

C1) ErFRig x), 

(2) Ex’ PSpr(x'), 

(3) Fu (FRigCu)™> TH PSprCu)), 

(4) FuEv (FRig(u ) Av TC uu PRig(v)), 


(5) EuEv(PSpr(u) Au Cv PSpr(v))., 
(6) Eu (FRigCu AEv(VE uu GO VUCUE uu G(V))). 
实际 上 ,本 公理 中 的 (4)、(5) 并 不 具有 独立 性 .在 其 他 公理 之 上:, 它 


们 是 相互 可 证 的 .但 是 为 了 方便 .我们 均 作 为 公理 . 这 种 情况 在 本 系统 的 
基 他 公理 中 也 存在 . 例如 , 空 集 公 理 相 对 于 其 他 公理 也 不 是 独立 的 . 


.数学 与 无 究 观 的 逻辑 基础 


sc 


277 


数学 与 无 穷 观 的 逻辑 基础 


公理 CI， 外 延 公理 
ClOIAEDOCYVY ulu EE amu 和 站) 一 > a ~— b); 


一 


(2 EaEBCEuCu EE arru€E Ba— PA. 
定义 7.1 


CPVuluE au€ bb), 
(2) aCb=—=dadCbAaZ 0， 
b=—=AH 人 Tau, 
DabCa, 
b= lab, 
(6) a b=a aCvb, 
宇 


(7) a od VuuE aa”u EE oa), 
(8) da ua aNa Za, 
(9) 4Da ma 人 Ta, 


< 所 -一 一 > 
(19) C 二) a dad Ca 


《11) a Ta /ae, 

(12) a Fa ~—u aa, 

(13) a B=4Eu(u Ear>ue€pB), 

(14) a 迟 Bm-aa 人 全 BAa 8B, 

(15) a 写 B = a, 

(16) aSp=B Ca, 

(17) a B= Ta 人 eB, 

(18) a 六 B=4 Ta pe. 

这 些 符 号 的 该 法 如 下 : 

4 二 5 读 作 “a 包 合 于 6 中 ”a 于 0 读 作 *a 真 包含 于 65 中”,a 过 5 读 
作 “a 包含 6”,a 一 0 读 作 *a 真 包含 6”,a 下 5b 读 作 “a 并 非 包 含 于 5b 中”， 
a 5b 读 作 “a 并非 真 包含 于 5 中 ”4 全 a 读 作 “a 畴 于 a 中”,a 己 a 读 作 “a 
真 园 于 a 中 ”,a 写 a 读 作 “a 略 a”,a 写 a 读 作 “a 真 园 a”.a 立 a 读 作 “a 并 
非 独 于 a 中 ”,a 芳 a 读 作 “a 并 非 真 轿 于 a 中 ”其 他 公式 的 读 法 依 此 类 推 . 

在 此 应 注意 ;对 于 FRig(a) ,FRigCb5b)、PSprCa) .PSpr《B), 评 即 a、5 是 
有 穷 刚 性 集合 ;a.B 是 潜 无 限 弹 性 集合 ,不 可 能 出 现 诸如 4 入 aa 守 a.a 
性 B.4a 己 bua 芝 a 等 情况 ,当然 有 如 习 xCx ahAx Ea) 等 是 完全 合理 的 . 

定义 7.2 
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(1) ES = 一 1 CE 一 5) 。 
(C2) Xa I(rE a), 


(3) ua = Cu EE a). 

公理 5 焉 ) 室 集 公理 

rvVvulvu 区 rx). 

定理 7.1 EulV vv Fu) — FRig(u) ). 

证 明 假设 VzuCp 区 xz) 那么 显然 有 EC Ew 一 忆 和 因此 z 
天 zi 根据 公理 C0)2(1) 知 FRig(x1), 再 根据 公理 (0)(4) 可 得 ;FRig(w). 

定理 7.2 存在 唯一 没有 任何 元 素 的 集合 . 

证 明 存在 性 根据 空 集 公理 显然 成 立 . 现 只 需 证 明 唯 一 性 . 

假设 ui、w; 均 为 没有 任何 元 素 的 集合 , 即 

Vvulvu) 且 Vv(v ww) ,根据 定理 7.1 知 FRig(u) 日 FRig (us). 
由 VvCv 医 40) 可 得 :EvCvEWwW->vEw), 根 据 公 理 (0)《(6) 可 得 :VY wv(wvw 
E>vE Www); 由 Vvlv 区 wu) 可 得 :Ev(vEuw>vEu), 根 据 公 理 
《C09)(6) 可 得 :VvvEwWw 一 UE Wu). 因 此 有 :Vv(vE wrvEu), 根 据 
直下 公理 (C1)(1) 可 得 :ul 一 ws. 

定义 7.3 没有 任何 元 素 的 集合 记 为 好, 即 Vv(v FE 二) 

由 定理 7.1 可 知 :FRig( 训 ). 即 名 为 有 穷 刚 性 集合 . 

公理 5 下) 对 偶 公 理 

FuFEv daVww EE am 一 2 VTIO 一 vv) 

公理 (CN) 并 和 集 公 理 ( 初 级 形式 ) 

(1) FaFb deVulu€E cuE aV ueE€E 6), 


(2) EaEB I YEu(u EE yu EaV uepB, 
(3) FaFEB 3 yEu(u 所 y=>uUuE aYVu B?. 
公理 CV) 震 集 公理 

(1 Ea bYVulu CE PeiC a), 

(2) Ea 3 BEuCu EE Bou Ea). 

公理 (VI，〉 了 于 和 集 公 理 


(1) Fa bYulu EE PPe>t 和 ah ) 。 

(2) Ea JbVulu € px EE ww 和 ) V 3B8Eulu EE Bru EE ah 
> ) . 

定理 7.3 

C1 FE joulu EE Pt a 7 。 
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(2) EalC 31IbVulu Eee>uEaA )V3IBEucx EE Bru€E an 
 )). 

定理 7.4 

1》 对 于 任 一 非 空 集合 a; 存在 唯一 的 集合 c 怡 含有 局 于 a 的 任 一 元 
素 的 任 一 元 ; 

(2) 对 于 任 一 非 空 集合 a, 存在 唯一 的 集合 c 恰 含有 包容 a 的 每 个 元 
素 的 任 一 元 ; 

(3) 对 于 任 一 非 空 集合 a, 存在 唯一 的 集合 B8 恰 合 有 包容 a 的 每 个 元 
素 的 任 一 元 . 

证 明 


1》 因为 上 非 空 ,可 在 属于 4a 的 集合 中 任 取 一 元 5, 根据 定理 7. 3 存 
在 唯一 的 集合 c， 
CC 一 (iiiE PAYVDCDECC 一 2 和 ED V wu 区 wv} 
— {uu: VUu(vE car>uEtvV u EE vv)} 
《2)、《3) 证 明 略 . 
定义 7.4 


一 


(1) 设 4w 关 杂 : 令 站 一 (VanE CC 一 EUVaE vv)}; 

(2) 设 w< 和 也 ; 令 门 < 一 VonEau 一 veEunvu Et 

公理 CCW) 并 集 公 理 ( 高 级 形式 》 

CIEa(C(Vulu E a» FRig(u)) 一 AbYv VEL uluE aN\ve 
了 ) )》 7 

CDFEal(Vulu E a» PSpr(W)) -> IBEv(UEDP Au EE aNAvE 
uw))); 

C3)Ea(l Iulu EE aA\FRigu) A Tulu EE aAPSpr(u)) 一 ~ 3 BEvCw Ee 
Be” IcecEaNAvEYV Iyy EE aAv E17)); 


(4) Ea(Eulwu Ea» FRig(wW) -> IBEv(v € Be Julu EE aAvE 
wu))); 


人 


(5) Fa(Eu(u Ea ~» PSprCu)) -= IBEv(v EE Be Iulu EaNv 
uu))); 
(OI Eal ulu EE aAFRigCu OIA Julu EE aAPSpr(u)) -> 3BEvCvE 


Be> ec EaNvE VV 37 EaNv E71. 
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定义 7.5 集合 4,; 它 的 后 继 wi 被 定义 为 
uu {un}. 

定义 7.6 合 z 是 一 归纳 集 , 当 且 仪 当 

(C1) Eu;s 

(2)7Eucm Eu veE ww. 

记 为 Ind(w). 

公理 65 如) 无 穷 公 理 


uc EuAFala Eva 二 0). 

该 公理 指 的 是 元 条 件 承 认 分 别 以 名 为 始 元 的 潜 无 限 归 纳 集 的 存在 性 . 

定理 7.5 若 z 为 一 非 空 的 归纳 集 的 集合 ,; 则 门 也 是 一 归纳 集 . 

定理 7.6 存在 一 唯一 的 包含 在 每 一 个 归纳 集中 的 归纳 集 . 

定义 7.7 Eul(Ind(w) > ow Ew). 

定义 7.8 Ex (Cw 达 uPSprCwu) ). 

在 PIMS-Se 中 ,a 是 有 穷 刚 性 集合 ,因此 4 的 后 继 a7 仍 为 有 穷 刚 性 
集合 ,于 是 a” 的 后 继 a'1 一 at (ta) 仍 汶 有 穷 刚 性 集合 ,以 此 类 推 …， 


总 有 af 仍 为 有 穷 刚性 集合 . 另 一 方面 ,由 a 开始 不 断 地 构造 a 的 后 继 ， 
后 继 的 后 继 ,…, 可 以 无 止境 地 构造 下 去 ,而 且 这 种 构造 一 个 后 继 , 青 构 
造 一 个 后 继 的 手续 ,当然 是 一 种 枚 举 手 续 ,在 PIMS-Se 中 ,由 于 完全 排斥 
实 无 限 , 所 以 对 任何 枚 举 手 续 在 系统 内 都 不 存在 穷 举 该 枚 举 手 续 的 事 . 
因此 由 a 开始 的 无 上 境 的 构造 后 继 的 枚 举 手 续 形 成 一 个 潜 无 限 弹 性 集 
合 如 下 : 


下 、 
{asal a TT, a +), 
在 PIMS-Se 中 , 因 有 FRigt 名 ) ,类 同 于 上 文 所 论 , 亦 可 获得 由 必 开 
始 的 弹性 集合 


下 
(GCC 
现 设 有 潜 无 限 弹 性 集合 , 则 完全 类 同 地 ,ax 的 后 继 ar+ 被 定义 为 at 一 
a U te) ,由 于 a 是 潜 无 限 弹性 集合 , 则 at 亦 为 潜 无 限 弹性 集合 ,总 之 ,应 
有 ua set 等 均 为 潜 无 限 弹性 集合 . 类 同 于 上 文 所 论 , 我 们 亦 可 有 
由 a 开始 的 弹性 集合 


定义 7.9 (C1) 如 果 潜 无 限 弹 性 集合 = 满足 如 下 和 条件: 


en 尝 与 无 穷 观 的 逻辑 基础 


ee 数学 与 无 穷 观 的 逐 辑 基础 
DE Ea; 


DOEala Eara nD, 则 称 a 汶 以 2 为 一 个 始 元 的 潜 无 限 归 纳 集 . 
C2，〉》 如 果 洪 无 限 弹 性 集合 a 满足 如 下 条 件 : 


Da E a; 

@EbCD Ec>b ED 则 称 a 为 以 a 为 一 个 始 元 的 潜 无 限 归纳 集 . 

C3》 如果 潜 无 限 弹 性 集合 a 满足 如 下 人 条件: 

DB Ee a 

DEY(Y Eu 一 六 和 co , 则 称 a 为 以 B 为 一 个 始 元 的 潜 无 限 归 纳 集 . 

今后 特 称 条 件 Ea (a 印 a->a'a) 和 Ey(YEa>yY'Ea) 为 后 继 下 

可 包容 . 

公理 (1X)，) 选择 公理 

(1 Fala GAVuuEa>u GIAVUuVvou EE aAvE aN\u 
vufNv = Cr JOVWwwE br uu EE aA(WwEuV ww 
EwWAu Nb= {wy))); 

(2) FaCEulu Ea uF BINEuEv Cu EE aNAvE aNAuF vu 
v= GB JBEw(weE BT Ju EaACWwEuV WwEWwWAu 
Mm B= (rw}))). 

公理 (XI 蔡 换 公理 


C1 EaC(YVYuVvoVuwu(lu EE a gtu,u) A Pu) > UV 一 2) 一 
IbVY vv EE De> 司 zx EAI)22?， 此 处 已 不 在 9Cu yy) 中 
出 现 ; 


(2) FaC( YuVu yw (ue aAopCa mAPGa mm) > = Vv) dBEv(v 


多 Bo 时 xz EE aAgpluso0)) 此 处 已 不 在 gtusvo) 中 出 现 . 
公理 (WN) 正则 公理 
(1》 FalaC ~ ulu EE aN\uf a os GB)); 
(2) Ea Julu E aNu fa = BB). 
定义 7.10 一 个 公式 A 的 一 个 翻译 A 当 且 仅 当 按 下 列 规则 生成 : 
(1 (FRigC(x))” 二 是 不 加 撤 的 变 元 符号 ， 


(2) (PSprGCz) 一 x 是 加 撤 的 变 元 符号 ; 
(3) CG TO = Gu TU); 
(4) (2 = TD ”一 vv; 
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(5 (XE yy) ~ TE y: 


(6) (x 和 yy) =x Ey; 

(7) (Xx Ey YI rEy; 

(8) (x Ey) mr Ey’; 

(9) (A = (A'); 
(10)(A -一 B) = (A -> B:); 
(11)CAAB)' 一 (AAAB' ); 
(12)(AVB) :一 (A' Vy B'); 
(13)(AB) :一 (A' < ) 
(14)C(CVaACa) = YulA(lu)’); 
(15)( 习 wuA(Ca) = IulAtu)); 
(CIO CEuACG00' = VueCACae) 7) 


定理 7.7 如 果 A 是 PIMS-Se 中 的 定理 , 则 A 是 公理 集合 论 系 统 
ZFC 的 定理 . 

证 明 施 归 纳 于 PIMS-Se 中 定理 证 明 的 长 度 可 证 . 略 . 

定理 7.8 如 果 公 理 集 合 论 系统 ZFC 是 相 容 的 , 则 潜 无 穷 集 合 论 系 
统 PIMS-Se 是 相 容 的 . 

证 明 假设 潜 无 穷 集 合 论 系统 PIMS-Se 不 是 相 容 的 . 则 一 定 存 在 
公式 和 A, 使 得 A 和 和 一 A 都 是 系统 PIMS-Se 中 的 定理 . 由 定理 7.7 可 得 .A 
和 站 A" 都 是 公理 集合 论 系统 ZFC 的 定理 ,那么 公理 集合 论 系 统 ZFC 是 
不 相 容 的 . 

如 所 知 ,古典 集合 论 悖 论 的 出 再 ,导致 了 近代 公理 集合 论 的 发 展 . 而 
近代 公理 集合 论 在 相 容 性 的 问题 上 所 取得 的 成 效 可 归结 为 如 下 两 点 :其 
一 ,对 于 历史 上 既 经 出 现 的 二 值 罗 辑 悖 论 : 孝 能 在 近代 公理 集合 论 系 统 
中 给 出 解释 方法 , 即 不 可 能 在 系统 内 出 现 ; 其 二 并 没有 在 理论 上 证 明 近 
代 公 理 集 合 论 中 今后 一 定 不 会 出 现 新 的 悖 论 . 另 一 方面 ,和 馆 至 目前 为 止 ， 
所 出 班 的 逻 辑 数 学 悖 论 可 归结 为 如 下 三 种 类 型 : 

(1) 二 值 还 辑 那 论 ; 

‘2) 多 值 逻 辑 悖 论 , 其 中 包括 有 穷 值 C3 过 nn 一 ww) 逻辑 那 论 和 无 穷 值 
光 辑 悖 论 ， 

《3) 无 穷 观 悖 论 , 即 指 6.3 节 中 的 潜 无 限 等 于 实 无 限 和 潜 无 限 不 等 
于 实 无 限 的 隐 性 邓 盾 ,6.7 节 中 所 说 之 极限 论 中 的 贝克 莱 悖 论 的 阴影 ， 
还 有 6.4 节 、6.5 节 、6.8 节 中 之 可 数 与 不 可 数 无 穷 集 合 概念 中 的 不 相 容 
性 . 在 此 可 以 明确 指出 : 


we 著 党 局 无 究 观 的 未 辑 基础 


et ss 
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C1) 历史 上 有 既 经 出 现 之 二 值 逻 辑 悖 论 不 可 能 在 PIMS-Se 中 出 现 , 否 
则 ,假设 有 菜 个 二 值 轴 辑 悖 论 在 PIMS-Se 中 出 再, 则 由 定理 7.8 可知, 该 
二 值 逻 辑 悖 论 必 将 在 近代 公理 集合 论 中 出 现 , 这 与 历史 上 已 有 的 结论 相 
悖 ; 


(2) 由 于 PIMS-Se 配套 的 逻辑 推理 工具 是 修正 了 的 二 值 逻 辑 演 算 ， 
因此 ,在 一 值 还 辑 演 算 框 架 王 ,无需 对 任何 有 和 穷 值 C3 委 ” < o) 或 无 穷 值 
悖 论 作 出 解释 :; 

《3) 由 于 PIMS-Se 完全 不 兼容 实 无 限 , 因 此 亦 不 存在 潜 无 限 与 实 无 
限 相 等 或 不 相等 的 问题 .也 不 存在 肯定 完成 式 (T) 与 否定 完成 式 ( 起 ， 并 
列 的 问题 . 因此 ,如 上 文 所 列 之 各 种 无 穷 观 那 论 都 不 可 能 在 PIMS-Se 中 
出 更. 

因此 ,PIMS-Se 在 相 容 性 问题 上 所 取得 的 成 效 可 以 认为 与 近代 公理 

合 论 在 相 容 性 问题 上 所 取得 之 成 就 正好 相当 . 


7.5 谓词 与 无 穷 集 合 之 间 的 无 穷 观 间 题 


7.5.1 数 集 与 区 间 中 变量 趋向 极限 的 表示 法 


如 所 知 , 我 们 常 以 La,5j 表示 一 个 闭 区 间 , 此 时 区 间 端 点 a 和 2 在 区 
间 内 . 而 开 区 间 通 常 被 记 为 (a.60) ,表示 端点 a 和 6 在 区 间 外 ,为 了 更 直观 
和 贴切 地 表示 & 和 2 在 区 间 外 ,应 将 开 区 间 (a pe) 记 为 ap 实际 上 ,从 
某 种 意义 上 讲 开 区 间 没 有 端点 . 总 之 , 0” 表示 5 点 在 内 ,而 “22” 表 示 2 
点 在 外 .我 们 规定 .如果 变量 x 无 限 趋 近 于 其 极限 ,并 且 最 终 达 到 极限 
oCgone) , 则 称 变 量 x 以 实 无 限 方 式 趋 向 其 极限 5. 又 若 变 量 xz 无限 趋 近 
于 其 极限 0, 但 却 永 远 达 不 到 极限 Cgoing), 则 称 变量 上 以 潜 无 限 方 式 趋 
间 其 极限 5. 如 此 ,对 于 任何 变量 x 趋向 其 极限 的 方式 而 言 ; 要 么 以 潜 无 
限 方 式 趋 向 其 极限 ,要 么 以 实 匹 限 方 式 趋 向 它 的 极限 . 

现在 ;让 我 们 来 分 析 变 量 x 在 闭 区 间 [a;6j 内 洛 X 轴 朝向 2 点 无 限 
趋 近 其 极限 5 的 情形 . 由 于 5 点 在 区 间 内 ,所 以 变量 x 不 仅 可 以 无 限 趋 近 
其 极限 5; 而 且 变 量 x 在 区 间 内 可 以 达到 极限 5. 从 而 此 时 变量 x 在 区 间 
内 按 实 无 限 方式 趋向 它 的 极限 5. 然而 变量 二 在 开 区 间 a(C,)2 内 沿 着 XX 
轴 朝 向 5 而 无 限 趋 近 其 极限 5 时 ,变量 虽然 可 以 无 限 趋 近 5 点 并 以 5 点 
为 其 极限 ,但 国 点 2 在 区 间 外 :因而 变量 在 区 间 内 永远 达 不 到 极限 ,从 
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而 变量 上 在 区 闻 内 只 能 以 潜 无 限 方式 趋向 其 极限 2. 这 表明 在 闭 区 间 的 
情况 下 ,生成 变量 x 趋向 其 极限 42 的 过 程 是 完成 式 , 而 在 开 区 间 的 情况 
下 ,生成 变量 x 趋向 其 极限 5b 的 过 程 却 是 现在 进行 式 . 在 这 里 ,“5]” 的 表 
不 方法 , 既 体 现 了 极限 点 5 在 区 间 内 ,从 而 可 达到 ,又 体现 了 封闭 和 完成 
式 . 对 于 “)6” 的 表示 方法 ,一 方面 体现 出 极限 点 5 在 区 间 外 ,从 而 不 可 达 
到 , 男 一 方面 又 体现 出 开放 和 进行 式 . 所 以 关于 5 点 在 区 间 的 方 插 号 内 
“5 ”和 圆 括 导 外 ”72” 这 两 种 关于 实 无 穷 与 潜 无 穷 的 表示 方法 是 合理 
的 ,依次 体现 了 实 无 限 性 和 潜 无 限 性 . 相反 地 ,有 如 “jb” 和 “5)” 的 表示 
方法 却 是 不 合理 的 . 因为 前 者 6 即 在 方 括号 外 )》 显 示 了 封闭 完成 Cgone) 
与 在 外 不 可 达 (going) 的 节 盾 式 , 后 者 5C 即 在 圆 括 号 内 ) 显示 了 开放 进行 
(going) 与 在 内 可 达 (gone) 的 于 盾 式 . 

关于 区 则 ,除了 了 上述 闭 区 间 [La.,5j] 和 开 区 闻 cp 之 外 ,当然 还 可 有 
如 半 开 区 间 [La,)5, 无 穷 闭 区 间 [a, 十 co] 以 及 无 穷 半 开 区 间 [a,;) 十 co 等 
各 种 不 同 的 形式 .和 下文 让 我 们 在 两 种 无 穷 的 区 间 表 示 法 基础 上 ,进一步 
分 析 两 种 无 穷 的 数 集 表 示 法 .我 们 曾 在 6.5.1 与 6.5.2 中 论 及 实 无 限 刚 
性 自然 数 集 六 一 (人 zl|nz)) 一 1112 .mo 和 湾 无 限 弹性 自然 数 集 
一 (人 nz 一 11， 2)coo 于 是 此 处 对 于 区 间 与 数 集 中 相关 符号 的 
合理 对 应 势必 为 区 间 的 方 括 导 “]” 对 应 于 数 集 的 花 括 号 “)”, 事 实 上 ,两 
者 都 是 封闭 完成 式 , 又 区 闻 的 圆 括号 “) ”应 对 应 于 数 集 的 圆 括 号 ^)”, 两 
者 都 是 开放 进行 式 , 如 此 剩 下 的 当然 是 区 间 的 十 < 对 应 于 数 集 的 ww, 两 
者 都 是 被 变量 无 限 趋 近 的 极限 . 

在 这 里 ,我们 注意 到 古典 集合 论 与 近代 公理 集合 论 意义 下 的 实 无 限 
刚性 自然 数 集 合计 一 {x | nx)? 一 {1,2 一) 了 ow 中 的 记 法 “}owo”, 正 
好 相当 于 区 间 记 法 中 的 ”十 coo”, 然而 根据 上 文 所 论 可 知 ,“] 十 oo” 的 记 
法 正好 是 不 合理 的 . 因为 “] 十 oo” 的 记 法 体现 了 封闭 完成 与 在 外 不 可 达 
的 矛盾 式 . 从 而 在 数 集 {1,2,… ,nn,-…}w 中 关于 “oo” 记 法 也 是 一 种 政 盾 
式 的 不 合理 记 法 ,而 “}w” 这 种 记 法 的 不 合理 性 和 地 盾 式 ,也 从 一 个 侧面 
反映 了 恰 由 全 体 自然 数 构 成 的 实 匹 穷 刚 性 自然 数 集合 的 不 相 容 性 . 然而 
由 于 古典 集合 论 和 近代 公理 集合 论 中 的 一 些 思 想 规 定 , 又 迫使 人 们 不 能 
不 采用 “}w” 这 一 不 合理 记 法 . 因为 在 古典 集合 论 和 近代 公理 集合 论 中 
有 如 下 两 条 熟知 的 定理 : 

定理 1 全 体 自 然 数 构成 的 集合 NN 共有 ww 个 两 两 相 异 的 自然 数 . 

定理 2 全 体 自 然 数 都 是 有 限 序 数 , 因 此 所 有 自然 数 都 小 于 ww, 有 虽 对 
任何 自然 数 n 都 有 nn < co- 
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从 而 首先 由 定理 1 知 自然 数 集 六 是 一 个 完成 了 的 实 无 限 刚 性 集合 ， 
所 以 太一 人 rnz) 一 (人 (122 的 在 侧 必 须 使 用 花 插 号 <*)”, 不 可 
能 用 洪 无 限 弹 性 自然 数 集 合 . 人 一 {TT| nCz)) 一 {1,2,… ,7) 右 侧 的 圆 括 
号 “)” 了 取代 ,其 次 由 于 超 限 序数 不 是 有 限 序 数 , 所 以 由 定理 2 知 必 须 将 
ww 置 于 花 插 号 之 外 ,从 而 必然 出 现 “}w” 这 一 封闭 完成 与 在 外 不 可 达 的 巴 
盾 式 的 不 合理 表示 法 .所 以 在 古典 集合 论 和 近代 公理 集合 论 中 出 现 “}w” 
这 种 不 合理 的 矛盾 式 的 记 法 是 必然 的 . 

如 此 看 来 ;相应 于 闭 区 间 L :po 内 变量 x 趋向 其 极限 5 的 实 无 限 完 
成 式 的 表示 方法 , 实 无 限 刚 性 自然 数 集 合 的 合理 记 法 应 该 是 六 一 11，2， 
… 00 而 相应 于 开 区 间 <C,)2 内 变量 z 趋向 其 极限 5 的 潜 无 限 进 
行 式 的 表示 方法 , 浒 无 限 弹性 自然 数 集 集 合 的 合理 记 法 应 该 是 .4 一 (1， 
2,… ,7)w. 正 因为 从 闭 区 间 内 变量 趋向 极限 5 到 开 区 间 内 变量 x 趋向 
极限 5 的 这 个 转换 ,正好 是 由 变量 趋向 极限 的 实 无 限 方式 到 变量 趋向 极 
限 的 潜 匹 限 方 式 的 转换 ,又 从 转换 过 程 的 表示 方法 来 看 ,正好 是 方 插 号 
“J] ”让 成 圆 插 号 “)” 以 及 将 极限 点 从 方 括 号 内 取出 置 于 圆 括号 外 .从 而 
按 上 文 所 论 之 区 间 与 数 集 表 示 方 法 的 对 比分 析 , 可 知 当 我 们 从 实 无 限 刚 
性 自然 数 集 合 的 合理 记 法 六 一 (11:;2.…:m oo) 中 将 取出 而 置 于 括 
导 外 时 ,右边 的 花 插 号“}” 必 须 转 换 为 圆 括 号 “)”, 并 旦 此 处 变量 nn 趋向 
极限 ww 的 实 无 限 方式 由 此 而 转换 为 趋向 极限 的 潜 无 限 方 式 - 因此 ,由 上 
述 关 于 区 间 与 数 集 表 示 方 法 的 对 比分 析 中 可 有 如 下 重要 结论 : 

《人 和 八 ) 当 我 们 从 实 匹 限 刚 性 自然 数 集合 的 合理 记 法 NN 二 {1,2,…,n， 
oo 中 将 w 取 出 之 后 , 则 六 必须 转换 为 潜 无 限 弹性 自然 数 集 合 屎 一 (1z 
nr)) 一 (1:2,…， 7). 不 可 能 再 是 那个 通常 认为 的 实 无 限 刚 性 自然 数 
集合 六 一 (并 |nzr)) 一 (1,2:… 7 

上 述 重 要 结论 ( 八 ) 是 由 区 间 与 数 集 表 示 方 法 的 对 比分 析 中 得 到 
的 ,其 实 从 认识 论 与 科学 哲学 的 普遍 规律 中 也 能 分 析出 上 述 重 要 结论 
《人 和 从) 是 合理 的 . 因为 自然 数 n 是 有 限 序 数 , 而 ww 是 超 限 序数 ,所 以 nC( 有 
限 ) 与 w( 超 限 ) 是 一 组 反对 对 立 面 ,又 由 于 实 无 限 必 须 是 完成 式 , 而 完成 
式 就 是 完成 了 对 立 面 的 转化 ,在 这 里 就 是 完成 了 从 有 限 (n) 到 超 限 (Co) 
的 转化 ,这 一 转化 的 完成 要 体现 出 六 一 (1,2,……,n,"…,w) 的 形成 . 现在 
若 将 从 入 中 取出 ,这 表示 我 们 又 将 完成 式 回 复 到 未 完成 式 , 未 完成 式 
就 是 现在 进行 式 , 从 而 也 就 是 将 体现 实 无 限 的 刚性 自然 数 集合 六 回复 到 
体现 潜 无 限 的 弹性 自然 数 集 合 .4. 但 在 传统 的 层面 上 ,都 认为 从 六 中 将 
超 限 数 w 取出 的 内 涵 完 全 等 同 于 从 六 中 取出 一 个 有 限 序数 nn 的 内 涵 . 所 
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以 普遍 认为 ,我们 可 以 先 将 自然 数 由 小 到 大 排列 起 来 ,并 且 一 直 排 到 久 ， 
因而 就 已 经 排出 了 所 有 自然 数 , 当 然 是 完成 式 , 然 后 再 将 w 去掉 ,而 这 时 
留 下 的 仍然 是 所 有 的 自然 数 : 所 以 仍然 是 全 体 自 然 数 构成 的 实 无 限 刚 性 
自然 数 集 合 . 从 而 与 上 文 所 获 之 重要 结论 (和信 ) 大 相 径 庭 和 互 不 相 肉 . 我 
们 认为 如 上 的 哲学 分 析 是 合理 的 ,关于 数 集 与 区 间 的 类 比分 析 是 非常 直 
观 和 自然 的 . 当然 ,直观 的 东西 可 能 不 足 为 据 , 我 们 要 的 是 理性 思维 的 结 
论 , 然 而 不 妨 让 我 们 想 一 想 . 有 哪 一 个 理性 思维 系统 的 实际 背景 和 客观 
模型 能 离开 直观 的 经 验 思 维 , 至 多 只 是 直观 经 验 思 维 的 具体 层面 会 有 差 
别 而 已 , 即 有 时 某 一 层面 的 理性 思维 可 以 成 为 中高 层面 的 理性 思维 的 直 
观 模 型 . 当然 ,从 理性 思维 的 角度 来 看 如 上 的 类 比 和 直观 分 析 应 该 认为 
是 粗糙 的 ,就 闭 区 间 和 开 区 间 而 言 ,我 们 的 直观 思维 的 基础 , 仅 在 于 变量 
工 沿 着 多 轴 在 区 间 内 朝向 5 不断 地 移动 过 去 . 因 在 闭 区 间 的 情况 下 ,点 6 
在 区 间 内 ,所 以 变量 x 能 一 直 称 到 6b 点 ,而 在 开 区 间 的 情况 下 ,5 点 在 区 间 
外 ,所 以 肯定 x 只 能 无 限 地 靠近 5 点 , 却 永 远 达 不 到 5 点 -对 于 实 无 限 刚 
性 自然 数 集合 和 潜 无 限 弹 性 自然 数 集合 也 是 一 样 , 让 我 们 沿 着 自然 数 由 
小 到 大 的 方向 走 下 去 , 先 走 到 再 说 :回头 再 把 超 限 数 w 去 掉 , 传 统 层 面 
上 的 实 无 限 刚 性 自然 数 集合 就 这 样 被 构造 出 来 了 .其实 真武 从 理性 思维 
的 角度 去 深入 思考 时 ,无 论 是 变量 工 移 到 极限 点 5, 还 是 自然 数 变 量 n 走 
到 极限 序数 ,都 是 一 个 非常 复杂 的 过 程 .而 且 当 ? 走 到 wow 之 后 再 将 o 去 
掉 一 事 , 绝 不 是 想像 中 那么 简单 和 轻而易举 ,在 这 里 ,同样 是 一 件 相 当 复 
杂 的 事 . 我 们 将 在 下 文中 立足 于 理性 思维 的 层面 去 分 析 讨 论 其 中 的 复杂 


7. 5.2 ， 实 无 穷 刚 性 自然 数 集合 与 中 介 过 渡 


如 所 知 , 在 5.4 节 和 5.5 节 中 所 讨论 的 中 介 还 辑 演算 系统 和 中 介 公 
理 集 合 论 系统 (下 文 简称 为 中 介 系 统 ) 中 . 曾 引 进 了 形式 符号 对立 否定 
词 司 , 解释 并 读 为 “对 立 于 ”, 模糊 否定 词 一 ,解释 并 读 为 “部 分 地 ”. 从 而 
任 给 谓词 PP, 则 P 的 反对 对 立 面 记 为 习 P. 例如 设 有 谓词 P:“ 男 人 ”, 则 其 
反对 对 立 面 “女人 ”应 记 为 习 P. 通常 P(x) 表示 对 象 x 完全 满足 谓词 P， 
从 而 一 P(x) 表示 对 象 工 部 分 地 满足 己 , 而 刁 已 Cz) 表示 对 象 工 完全 满足 
P 的 反对 对 立 面 ,此 外 ,在 中 介 系 统 中 任 给 反对 对 立 面 已 和 刁 己 , 若 有 对 
象 了 部 分 地 满足 焉 ,同时 又 部 分 地 满足 刁 忆 , 则 称 z 为 该 反对 对 立 面 的 中 
介 对 象 , 简 记 为 一 已 ( 工 ). 
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如 所 知 , 在 中 介 系 统 的 建立 和 展开 中 ,必须 在 无 形 中 自始至终 地 贯彻 
“中 介 原 则 ”的 精神 ,所 谓 中 介 原 则 , 即 指 元 条 件 承 认 有 中 介 对 象 的 反对 对 
立 面 是 客观 存在 的 ,然而 中 介 原 则 并 不 主张 所 有 的 反对 对 立 面 都 有 中 介 
对 象 , 只 主张 并 非 所 有 的 反对 对 立 面 都 没有 中 介 对 和 象 . 事实 上 在 认识 论 和 和 
科学 哲学 中 就 有 一 条 普遍 而 重要 的 原则 , 那 就 是 对 立 面 的 相互 转化 过 程 
总 要 经 过 “ 亦 此 亦 彼 ” 的 中 介 过 渡 状 态 , 而 “ 亦 此 亦 彼 ” 的 中 介 状 态 , 就 是 指 
既是 对 立 面 的 此 方 , 又 是 对 立 而 彼 方 的 一 种 状态 . 例如 黎明 就 是 黑夜 转化 
到 白 蛋 的 中 介 状 态 ,0 就 是 亦 正 亦 负 的 中 性 数 , 如 此 等 等 . 因而 所 说 的 认识 
论 中 的 这 一 条 普遍 而 重要 的 原则 ,也 就 是 中 介 系 统 中 之 中 介 原 则 的 哲学 
背景 .反之 ,中 介 系 统 中 所 说 的 反对 对 立 面 的 中 介 对 象 , 也 就 是 认识 论 中 
所 述 之 “ 亦 此 亦 彼 ”的 中 介 状 态 在 中 介 系 统 中 的 一 个 具体 实现 . 

现在 让 我 们 在 中 介 原 则 的 基础 上 ,分 析 讨 论 区 间 中 变量 xz 移 向 极限 
5b 和 自然 数 集 NN 中 变量 7 移 向 极限 w 的 复杂 过 程 . 事实 上 ,有 限 序数 与 
超 限 序数 己 就 是 * 有 限 ” 与 “^ 实 无 限 ” 这 个 反对 对 立 面 的 一 个 具体 模型 . 如 
此 ,从 中 介 过 小 的 角度 看 ,对 立 的 此 方 不 经 过 它们 的 中 介 状 态 如 何 能 转 
化 到 对 立 的 彼 方 去 呢 ? 而 且 有 穷 序 数 与 超 穷 序数 的 中 介 对 和 象 是 什么 ? 首 
先 从 哲学 上 讲 , 潜 无 限 是 有 限 与 实 无 限 这 一 反对 对 立 面 的 中 介 . 因为 潜 
无 限 是 非 有 限 , 从 而 具备 了 通 向 实 无 限 的 可 能 性 ,因而 部 分 地 具有 实 无 
限 的 性 质 , 反 之 ,由 于 潜 无 限 永 远 是 现在 进行 式 , 并 且 永 远 达 不 到 实 无 
限 , 从 而 并 没有 完全 超脱 有 限 , 所 以 它 又 部 分 地 具有 有 限 的 性 质 . 其 次 从 
数学 的 角度 讲 ,那个 潜 无 限 弹 性 自然 数 集 .NW 二 {x |nCr)) 二 {1,2,., 7) 
中 的 那个 可 以 光 限 增 大 的 不 固定 的 末 元 7 就 是 有 限 序数 与 超 限 序数 久 
的 中 介 状 态 . 因为 3 可 以 无 限制 地 增 大 ,所 以 它 就 部 分 地 具有 超 限 数 的 
性 质 , 然 而 在 7 无 限制 地 增 大 的 进程 中 又 要 求 恒 保持 小 于 名 的 性 质 , 从 而 
又 部 分 地 具有 有 穷 序 数 的 性 质 . 

但 在 古典 集合 论 和 近代 公理 集合 论 中 ,一 个 谓词 唯一 决定 一 个 ( 实 
无 限 刚 性 ) 集合 的 思维 模式 将 对 立 面 相互 转化 过 程 中 的 中 介 过 渡 现 象 
完全 简化 掉 了 :当然 .这 也 是 经 典 二 值 思 维 模式 的 必然 结果 . 同时 也 在 这 
种 简化 的 思维 模式 下 ,将 鲁 宾 还 (Robinson) 认为 没有 意义 的 实 无 穷 集 合 
的 表达 式 {x | P(X)} 完全 合法 化 ,并 为 人 们 所 普遍 接受 .在 这 里 ,也 正 因 
为 不 能 与 对 立 物 之 中 介 过 渡 忆 想 有 机 地 结合 起 来 ;以致 认 可 了 “ 先 证 自 
然 数 变量 nn 走 到 ww 再 把 w 去 掉 ” 的 方式 去 产生 实 无 限 刚 性 自然 数 集合 NN 
的 合理 性 .但 从 中 介 过 渡 的 角度 看 ,情况 是 远 较 复杂 的 ,事实 上 ,在 那个 
完成 了 的 实 无 穷 自 然 数 集中 ,对 于 w 的 取出 和 投入 已 不 能 和 取出 或 投入 
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-第 7 剖 潜 无 限 数学 系统 与 重建 实 无 限 数 学 系统 的 构 粗 egies 


普通 自然 数 n 那样 同等 看 待 了 . 另 一 方面 ,在 古典 集合 论 和 近代 公 
理 集 合 论 中 .个 谓词 上 唯一 确定 一 个 集合 的 原则 主要 体现 在 如 下 的 思想 
规定 :这 就 是 任 给 造 集 谓词 已 , 则 就 能 将 所 有 完全 满足 该 谓词 的 对 象 汇 
成 一 个 整体 或 集合 ,通常 记 为 {x | P(X)}, 而 且 该 集合 一 经 形成 ,就 成 为 
一 个 独立 的 研究 对 象 , 并 具有 其 自身 的 质 的 规定 性 ,特别 是 该 独立 存在 
物 纯粹 由 ( 即 由 且 仅 由 ，》 有 具有 性 质 已 的 对 象 构 成 . 然而 ,科学 哲学 却 认为 ， 
当 规 定 某 物 为 界限 时 ,就 已 经 在 超出 这 个 界限 了 ，, 亦 即 当 我 们 肯定 某 物 
的 质 的 规定 性 时 :就 已 经 在 否定 它 的 质 的 规定 性 了 ,绝对 的 纯 是 没有 的 . 
因此 , 当 我 们 将 某 一 类 具有 人 性质 尸 的 对 象 全 部 收集 拢 来 而 形成 一 个 单 体 
的 研究 对 象 时 ,就 已 经 在 超出 形成 这 一 单 体 对 象 的 那些 量 性 对 象 的 质 的 
规定 性 了 .例如 ,就 自然 数 一 类 对 象 而 诗 .同样 是 一 个 超越 其 自身 界限 而 
不 能 单纯 自封 的 系统 , 亦 即 当 我 们 将 和 白 然 数 一 类 对 象 全 部 收集 拢 来 而 形 
成 和 序列 时 ,就 已 经 在 超出 形成 和 序列 的 那些 自然 数 ( 有 限 序 数 ) 的 质 的 
规定 性 了 .按照 这 一 认识 论 原 则 ,序列 一 经 形成 , 必 将 有 不 同 于 自然 数 
的 量 性 对 象 包括 在 其 中 了 . 然而 康 托 本 人 及 其 往 后 的 一 系列 研究 , 却 长 
期 以 来 不 能 意识 到 这 一 点 而 于 留 于 传统 的 (人 zi PCx)} 的 集 概念 中 . 须知 
我 们 所 讨论 的 是 实 无 限 的 刚性 集合 , 挛 即 要 将 无 穷 多 个 对 象 汇集 起 来 构 
成 一 个 完成 了 的 党 体 研 究 对 象 , 这 就 既 不 可 能 像 构成 一 个 有 穷 集 合 那 样 
去 一 个 一 个 地 罗列 它 的 元 率 , 也 不 可 能 像 潜 无 限 的 弹性 集合 那样 永远 洲 
留 于 将 对 象 不 断 地 包容 进来 的 进程 中 ,而 势必 要 通过 质 的 规定 性 才能 去 
完成 这 个 汇集 全 体 对 象 的 过 程 , 而 质 的 规定 性 又 必然 要 在 肯定 的 同时 进 
入 否定 自己 的 前 提 王 才能 构成 某 物 的 存在 . 从 而 过 去 屠 种 只 着 上 腿 于 刚性 
无 穷 集 合 的 元 素 , 而 缺乏 使 元 素 汇 成 整体 这 一 环节 的 哲学 思考 ,万 是 造 
成 片面 性 的 人 根本 原因 . 
我 们 将 在 下 文中 立足 于 上 述 科学 哲学 原则 和 中 介 过 渡 思 想 基 础 上 ， 
进一步 讨论 实 无 穷 刚 性 集合 的 内 涵 与 结构 . 


7.6 ” 实 无 限 刚性 集合 的 内 涵 与 结构 


7.6.1 无 穷 背 景 世界 中 的 谓词 与 集合 之 间 的 关系 


为 了 在 中 介 过 渡 思 维 模式 下 ,进一步 并 清楚 无 穷 背 景 世界 中 谓词 与 
集合 的 关系 ,首先 要 从 谓词 P:“ 自 然 数 ”这 一 特例 抽象 到 任意 的 谓词 已 
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而 且 要 从 康 托 CCantor) 意义 下 用 以 造 集 的 精确 谓词 推广 到 模糊 谓词 . 其 
次 还 要 将 有 窃 序 数 与 超 穷 序数 这 一 特殊 的 反对 对 立 面 推广 到 一 般 的 反 
对 对 立 面 已 和 习 PP. 

如 所 知 ,在 中 介 系 统 中 , 曾 给 出 了 精确 谓词 和 模糊 谓词 的 形式 定义 ， 
并 且 证 明了 这 两 种 谓词 满足 排 中 律 5 在 此 应 注意 中 介 库 则 并 不 主张 所 有 
反对 对 立 面 都 有 中 介 ) .因此 任 给 谓词 已 , 则 已 要 么 是 精确 谓词 ,要 么 是 
模糊 谓词 .并 且 对 于 精确 谓词 而 言 , 不 存在 对 象 二 能 使 有 一 PCx). 又 对 
于 模糊 谓词 而 言 , 必 有 对 和 象 x 部 分 地 满足 该 谓词 , 即 有 使 有 一 P(X)， 
并 可 图 示 如 下 : 


P 为 精确 谓词 : 


P 为 模糊 谓词 < > 


注意 在 中 介 系 统 中 ,形式 符号 一 的 名 称 是 模糊 否定 词 ,解释 并 读 为 
“部 分 地 ”, 又 形式 符号 习 的 名 称 是 对 立 否 定 词 , 解 释 并 读 为 “对 立 于 ”. 因此 
P(x) 表示 对 象 上 完全 具有 性 质 忆 , 一 P(x) 表示 对 象 上 部 分 地 具有 人 性质 卫 ， 
而 当 PCx) 表示 对 每 x 具有 性 质 对 立 于 PP, 因 此 任 给 反对 对 立 面 CP, 习 PP) ,如 
果 有 对 象 x 满足 ~- PCXY) 人 一 习 PCz), 则 称 广 为 (P, 习 PP) 的 中 介 对 象 . 

在 此 值得 注意 一 点 ,虽然 精确 谓词 和 模糊 谓词 在 中 介 系 统 中 都 有 形 
式 定义 .但 是 任 给 谓词 P ,该 谓词 究竟 是 精确 谓词 还 是 模糊 谓词 ,仍然 决 
定 于 直观 经 验 , 或 说 由 人 主观 认定 . 例如 对 于 “自然 数 ”"( 或 “有 穷 序 数 ”) 
这 一 谓词 而 言 , 通 带 都 认为 是 精确 谓词 ,因为 从 直观 上 似乎 找 不 到 对 象 
能 使 其 部 分 地 具有 “自然 数 ” 这 一 性 质 , 或 者 说 在 标准 分 析 的 传统 思维 
方式 下 ,对 于 “自然 数 ” 这 一 谓词 PP 而 言 ,都 认为 没有 工 能 使 有 一 王 Cz)?， 
又 设 有 谓词 已 :“ 美 男子 ”, 大 家 立即 认为 这 是 模糊 谓词 ,因为 生活 中 肯定 
有 对 象 工 能 使 有 ~ PCx). 这些 判断 实际 上 都 来 自 直 观 的 经 验 思维 ,但 从 
理性 思维 的 角度 看 ,就 “自然数 ”或 “有 穷 序 数 ” 这 一 谓词 而 言 , 为 什么 就 
一 定 没 有 对 象 工 能 使 有 一 P(x)? 实 际 上 ,在 理性 思维 不 汤 外 推 和 抽象 的 
情况 下 ,可 能 会 发 现 使 有 一 PCz) 的 对 象 x 也 是 存在 的 ;例如 ,在 非 标 准 
分 析 中 .将 实数 域 尺 扩充 为 "“ 民 之 后 ,在 *R 中 就 有 对 和 象 工 能 使 有 一 P(X)， 
所 以 在 理性 思维 的 层面 上 :更 重要 的 是 讨论 模糊 谓词 的 情况 . 实际 上 ,只 


谓词 P 
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有 在 实际 问题 中 ,不 需要 考虑 ~- P(x) 时 , 才 将 谓词 一 设 定 为 精确 谓词 . 
史 一 方面 : 设 忆 为 一 谓词 , 则 己 、 一 已 滞 已 有 时 也 可 按 实 际 情 况 分 别 视 为 
一 个 独立 谓词 ,例如 设 有 谓词 已 :男人 ”, 则 刁 己 亦 可 视 为 一 独立 谓词 忆 -: 
“女人 ”又 一 王 可 视 为 某 个 独立 谓词 P”:“ 中 性 人 ”. 

大 家 知道 ,在 古典 集合 论 和 近代 公理 集合 论 中 ,有 一 条 著名 原则 , 那 
就 是 一 个 谓词 唯一 决定 一 个 集合 . 而 且 在 上 述 传统 集合 论 中 ,任何 造 集 
谓词 都 是 精确 谓词 .: 亦 即 模糊 谓词 既 不 是 其 研究 对 象 , 更 扯 不 上 用 来 造 
集 了 .另外 ,任何 无 穷 集合 都 是 完成 了 的 实 无 穷 集 合 , 亦 即 在 那里 既 不 谈 
潜 无 限 ,. 更 扯 不 上 什么 湾 无 限 弹性 集合 之 类 . 但 在 我 们 这 里 , 却 既 要 论 及 
淤 无限 弹性 集合 .又 要 论 及 实 无 限 刚 性 集合 . 当然 ,对 于 任何 有 穷 集 合 而 
言 ,全 是 刚性 集合 .在 这 里 ,我 们 郑重 声明 一 点 , 芭 人 任何 有 穷 集 合 都 不 是 
下 六 中 所 研究 的 内 容 , 亦 妈 下 文 所 讨论 的 集合 ,要 么 是 潜 无 限 弹 性 集合 ， 
要 么 是 实 无 限 刚 性 集合 .在 这 里 ,我 们 将 完全 改变 上 上 述 传统 集合 论 中 所 
论 及 的 著名 原则 ,重新 建立 一 条 有 关 亩 词 与 集合 之 间 的 关系 的 原则 ,其 
内 涵 有 如 下 两 点 : 

《1) 一 个 精确 谓词 能 且 只 能 确定 一 个 一 意 确 定 的 湾 无 限 弹性 集合 . 

C2) 一 个 模糊 谓词 既 能 确定 一 个 一 意 确 定 的 实 无 限 刚 性 集合 ;同时 
也 可 用 以 确定 一 个 一 意 确定 的 潜 无 限 弹 性 和 集合. 

上 上 述 原则 表明 , 任 给 一 个 谓词 ,不 论 该 谓词 是 精确 谓词 还 是 模糊 谓 
词 , 总 能 用 来 唯一 确定 一 个 潜 无 限 弹 性 集合 . 但 是 精确 谓词 不 能 用 以 确 
定 任 何 实 元 限 刚 性 集合 ,只 有 模糊 谓词 才能 唯一 确定 一 个 实 无 限 刚性 集 
合 ,或 者 说 任何 实 无 限 刚 性 集合 必须 由 模糊 谓词 一 意 确 定 . 

我 们 认为 ,上 述 原 则 或 这 样 的 思想 规定 是 合理 的 . 有 如 对 上 述 (1) 
而 言 ,既然 我 们 已 设 定 谓词 已 是 精确 谓词 ,从 而 下 和 习 P 这 一 反对 对 立 面 
是 没有 中 介 对 象 的 . 而 任何 一 个 实 无 穷 刚 性 集合 都 是 完成 式 . 既 然 是 完 
成 式 就 必须 强调 由 对 立 的 此 方 转化 到 对 立 的 彼 方 . 如 此 由 认识 论 和 科学 
哲学 的 普遍 规律 ,可 知 对 立 面 的 相互 转化 是 要 通过 中 介 过 渡 才 能 完成 
的 :所 以 无 中 介 的 精确 谓词 不 能 完成 这 一 转化 过 程 . 为 此 ,一 个 精确 谓词 
是 不 能 用 来 确定 任何 实 无 穷 刚 性 集合 的 . 但 因 潜 无 限 弹 性 集合 永远 是 现 
在 进行 式 , 对 于 任何 潜 无 限 进 程 不 存在 由 对 立 此 方 到 对 立 彼 方 的 转化 问 
题 ,只 要 求 那些 完全 满足 该 谓词 P 的 对 和 象 , 总 能 一 个 一 个 地 被 包容 到 相 
应 的 弹性 集合 中 来 就 可 以 了 . 从 而 用 精确 谓词 来 决定 一 个 一 意 确 定 的 潜 
无 限 弹 性 集合 是 不 成 问题 的 . 又 对 于 上 述 (2) 而 言 , 如 果 谓 词 忆 是 模糊 请 
词 , 则 已 和 刁 己 这 一 反对 对 立 面 必然 存 有 亦 此 亦 彼 的 中 介 现 象 , 即 有 对 和 象 
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工 能 使 有 一 PCz). 从 而 直 王 通过 一 忆 而 转化 到 导 已 是 可 以 完成 的 , 亦 即 
用 模糊 谓词 己 来 确定 一 个 完成 了 的 实 无 限 刚性 集合 是 可 以 实现 的 . 另 一 
方面 ,我 们 亦 可 由 该 模糊 谓词 P 来 确定 一 个 一 意 确 定 的 潜 无 穷 弹 性 集 
合 ,因为 只 要 此 时 不 去 考虑 由 三 向 刁 已 转化 一 事 就 可 以 了 .因为 对 于 该 模 
类 谓词 P 而 言 , 我 们 将 完全 满足 该 谓词 己 的 对 象 一 个 一 个 地 包容 到 相应 
的 弹性 集合 中 来 这 件 事 总 能 实现 ,而 且 是 一 件 首 先 要 办 到 同时 又 能 办 到 
的 事 . 总 之 ,这 样 一 个 构造 性 的 进行 式 是 任何 - -个 无 穷 背 景 志 界 中 的 谓 
词 都 能 实现 的 . 

在 下 文中 ,我 们 将 在 两 种 不 同 背 景 条 件 下 ,分 别 讨论 实 无 限 刚 性 集 
合 的 结构 模式 . 

其 一 是 在 不 爱 中 介 系 统 框架 约束 的 背景 下 去 作 最 一 般 意 义 上 的 讨 
论 ,其 二 是 在 中 介 系 统 框架 约束 的 背景 下 进行 讨论 ,两 者 的 根本 区 别 主 
要 是 精确 谓词 与 模糊 谓词 是 否 满 足 排 中 律 ,因为 这 两 种 谓词 满足 排 中 律 
一 事 人 三 中 介 系 统 中 是 作为 一 条 定理 而 被 诺 格 证 明 的 , 亦 即 在 设置 中 介 系 
统 的 迎 辑 公理 与 非 逻 辑 公 理 时 就 预示 了 这 一 结论 ,而 且 中 介 原 则 也 不 主 
张 任何 反对 对 立 面 都 有 中 介 . 


现在 我 们 先 在 无 约束 的 最 一 般 意 义 下 进行 讨论 . 由 于 实 无 限 刚 性 集 
合 必 须 是 完成 式 , 从 而 必须 完成 由 造 集 谓词 PP 到 习 P 的 转化 过 程 . 但 要 完 
成 该 转化 过 程 , 则 必须 经 过 它们 的 中 介 一 卫 , 另 一 方面 ,我 们 所 讨论 的 都 
是 无 穷 集 合 的 问题 ,从 而 还 要 完成 从 潜 无 限 到 实 无 限 的 转化 ;因为 潜 无 
限 和 实 无 限 又 是 一 个 反对 对 立 面 ,要 完成 该 反对 对 立 面 的 转化 ,又 要 经 
过 潜 无 限 和 实 无 限 的 中 介 , 我 们 用 6 来 表示 它们 的 中 介 状 态 , 从 而 6 在 此 
也 抽象 地 表示 从 潜 无 限 弹 性 集合 到 实 无 限 刚 性 集合 的 转化 过 程 中 的 中 
介 状 态 . 又 从 存在 形态 方面 看 , 漆 无 限 弹 性 集合 的 元 素 是 逐个 逐个 地 被 
包容 进来 的 ,从 而 元 素 与 元 素 之 间 是 相互 离散 的 , 亦 即 任 一 元 率 总 有 左 
邻 元 或 右 邻 元 . 而 离散 的 对 立 面 是 连续 ,我 们 用 5 来 表示 离散 和 连续 这 
一 反对 对 立 面 的 中 介 状 态 , 所 以 由 潜 无 限 弹 性 集合 到 实 无 限 刚 性 集合 的 
转化 ,就 集合 的 存在 形态 而 言 ,将 面临 着 由 离散 到 连续 这 一 反对 对 立 面 
的 转化 ,而 要 完成 这 一 转化 过 程 义 要 通过 它们 的 中 介 5. 总 之 ,在 潜 无 限 
弹性 集合 基础 上 构建 实 无 限 刚 性 集合 ,将 面临 着 造 集 谓词 P 和 习 P、 潜 无 
限 与 实 无 限 、 离 散 与 连续 三 种 对 立 面 的 转化 过 程 ,这 些 转 化 过 程 的 完成 
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将 依次 通过 它们 的 中 介 ~ P.6 和 65 去 实现 . 在 这 里 ~ 已 和 6、6 不 在 一 个 
层面 上 ,因为 一 PP 有 相对 特殊 性 ,将 由 造 集 谓词 忆 米 确定 , 亦 即 不 同 的 造 
集 谓词 P 就 有 不 同 的 一 P, 而 且 一 P 和 习 P 也 都 是 独立 的 造 集 谓词 , 它 
们 都 在 同一 个 朗 面 上 .但 是 6 和 8 不 一 样 , 它 们 并 不 受制 于 某 个 造 集 谓 
词 ,对 于 任何 造 集 谓词 而 言 .:5 和 8 的 存在 都 是 不 变 的 ,因此 .6 和 5 要 比 
一 忆 高 一 个 层面 , 即 抽象 屋面 ,而 满足 谓词 的 对 象 却 要 比 谓词 与 集合 低 
一 个 层面 . 总 之 . 6 和 6 在 较 高 的 抽象 层面 上 ,而 一 PP 则 外 在 较 低 的 谓词 
与 集合 层面 上 ,又 元 素 或 对 象 x 则 处 在 最 低 的 对 象 层面 上 . 

如 果 说 古典 集合 论 和 近代 公理 集合 论 在 一 个 谓词 唯一 确定 一 个 ( 实 
无 限 刚 性 ) 集合 的 思维 方式 下 ,将 上 文 所 论 之 ~ P.6 和 5 等 中 介 过 渡 简 
化 而 使 之 消失 ,那么 在 这 里 对 相关 问题 , 却 要 强调 不 要 过 于 复杂 化 ,否则 
不 利于 持续 研究 . 为 此 , 我 们 将 重点 研究 一 已 和 6 的 中 介 过 渡 ,因为 关于 
3 的 中 介 过 渡 主 要 涉及 存在 形态 , 它 和 事物 的 本 质 内 涵 并 不 直接 相关 . 

根据 以 上 的 讨论 , 任 给 造 集 谓词 P, 则 相应 于 P 的 实 无 限 刚 性 集合 
的 结构 模式 应 包含 如 下 几 个 方面 的 内 容 : 其 一 是 满足 PP 的 对 象 所 构成 的 
潜 无 限 弹 性 集合 a 二 {x | P(x)) ,其 二 是 满足 谓词 一 P 的 对 和 象 所 构成 的 
潜 无 限 弹性 集合 8 二 {x 1 一 PCx)) ,其 三 是 满足 谓词 习 PP 的 某 个 常 元 a， 
其 四 是 适合 于 6 这 种 存在 的 那些 对 象 > 

对 于 如 上 的 “其 四 ”而 言 , 由 于 潜 无 限 与 实 无 限 , 以 及 它们 的 中 介 6 
都 不 是 什么 具体 的 造 集 谓词 .也 不 在 谓词 和 集合 的 层面 上 ,它们 是 更 高 
层面 上 的 某 种 抽象 的 存在 . 然而 既然 是 一 种 存在 .就 应 有 适合 于 这 种 存 
在 的 对 象 , 但 因 6 不 是 任何 具体 的 造 集 谓词 .所 以 那些 适合 于 5 这 种 存在 
的 对 象 y 并 不 产生 什么 弹性 或 刚性 集合 ,只 知道 这 些 y 应 该 被 包含 在 由 
谓词 P 开始 而 逐步 建造 出 来 的 实 无 限 刚性 集合 内 . 在 这 里 类 似 于 PCx) 
表示 对 象 x 满足 请 词 P 的 记 法 ,我 们 也 用 (y)6 来 表示 对 象 y 适合 6 的 存 
在 . 对 于 那些 适合 于 6 存在 的 y; 首 先 应 该 部 分 地 具有 实 无 限 性 质 , 亦 即 
部 分 地 是 完成 式 . 从 而 已 经 部 分 地 达到 满足 习 了 P 的 常 元 4a, 其 次 这 些 y 又 
应 部 分 地 具有 潜 无 限 性 质 , 亦 即 部 分 地 是 进行 式 , 从 而 又 部 分 地 永远 达 
不 到 那个 满足 于 刁 己 的 常 元 a :所 以 只 能 说 每 个 y 都 已 部 分 地 与 w 黏 连 在 
一 起 ,此 处 a 满足 谓词 避 P. 再 则 从 离散 与 连续 的 角度 去 看 这 些 适 合 于 6 
存在 的 ,它们 的 存在 形态 应 该 适合 于 6, 亦 即 这 些 与 <( 刁 PCa)) 部 分 地 
黏 连 在 一 起 的 对 象 y 之 间 应 该 是 部 分 地 连续 ,又 部 分 地 离散 . 由 于 我 们 
在 实数 论 中 , 称 有 间隔 者 为 离散 ,无 间隔 市 有 孔隙 者 为 处 处 稠密 , 既 无 间 
隔 又 无 孔隙 者 为 连续 .那么 ,处 处 稠密 就 是 离散 与 连续 这 一 反对 对 立 面 
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的 中 介 状 态 5. 所 以 那些 部 分 地 黏 集 于 a( 习 PC(a)) 而 又 适合 于 6 存在 的 
> :就 像 自然 顺序 中 的 有 理 数 那 样 处 处 稠密 地 黏 集 于 常 元 a 上 .也 正 因 为 
那些 适合 于 6 存在 的 > 是 处 处 稠密 地 黏 集 于 常 元 < 上 ,所 以 当 我 们 将 常 
元 a 从 这 种 结构 模式 中 取 走 的 时 候 : 势 必 也 将 这 些 黏 集 在 常 元 ww 上 的 yy 
也 取出 去 了 .在 这 里 应 注意 , 常 元 a( 避 PCa)) 在 实 无 限 刚 性 集合 中 的 存 
在 ,标志 着 由 P 到 习 P 的 转化 的 完成 式 , 从 而 将 常 元 a 从 实 无 限 刚 性 集合 
中 取出 :也 就 标志 着 完成 式 的 消失 :因此 也 就 回复 为 现在 进行 式 , 或 者 说 
这 时 已 从 实 无 限 回 复 到 淤 无限, 这 就 是 说 实 无 限 刚 性 集合 已 被 损坏 而 不 
复 存 在 . 另 一 方面 :那些 处 处 稠密 地 黏 集 于 常 元 < 上 的 适合 于 6 存在 的 > 
随 着 a 的 取出 而 取出 :更 标志 着 在 实 无限 刚 性 集合 被 破坏 的 同时 ,所 剩 
的 也 只 有 由 已 和 一 尸 所 决定 的 两 个 潜 无 限 弹 性 集合 了 ,而 两 个 弹性 集合 
的 并 也 将 仍然 是 一 个 潜 无 限 弹 性 集合 . 

至 此 .我 们 可 将 由 谓词 所 决定 的 实 无 限 刚 性 集合 A 的 解析 表达 式 
记 为 

人 A 二 {x,y,'a | P(x)or 一 P(x) or (y)6 or a), 其 中 4 满足 谓词 习 P. 

我 们 也 可 将 相应 于 谓词 P 的 实 无 限 刚 性 集合 的 结构 模式 直观 地 图 
示 如 下 : 


B=-P(A) 


a =(xIP(x)) 


7((7) 6) 


a( 满 足 P 的 常 元 ) 


这 也 许可 以 比 作 一 个 半生 半熟 的 双 黄 鸡蛋 ,所 谓 半 生 半 熟 指 的 是 蛋 
黄 尚 未 开始 凝固 而 蛋白 已 经 有 点 凝固 的 状态 . 其 中 由 己 和 一 己 所 决定 的 
两 个 潜 无 限 弹 性 集合 就 相当 于 两 个 尚未 开始 凝固 的 蛋黄 ,而 蛋 索 就 是 实 
无 限 刚 性 集合 A 的 边界 ,那些 黏 集 于 a( 导 PCa)) 上 的 适合 于 6 存在 的 >， 
连同 常 元 4 被 y 所 黏 集 的 部 位 一 起 艇 在 半 族 固 的 蛋白 中 ,而 < 上 未 被 > 
所 狐 集 的 部 位 虽 在 和 蛋 索 内 ,但 却 露 在 半 凝 固 的 蛋白 外 ,在 这 里 可 将 该 半 
凝固 状态 的 组 白 体 视 为 弹性 集合 与 刚性 集合 的 中 介 , 并 记 为 S'. 因为 潜 
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无 限 与 实 无 限 在 谓词 与 集合 层面 上 分 别 对 应 于 弹性 集合 与 刚性 集合 ,所 
以 S， 应 该 是 6 在 集合 层面 上 的 对 应 物 , 必 要 时 可 将 S* 称 作 堆 了 刚性 体 或 
超 弹 性 体 . 


工 6.3__ 有 约束 背景 下 的 实 无 限 刚性 集合 的 结构 模式 


现在 我 们 再 在 受到 中 介 系 统 框架 约束 的 背景 下 讨论 实 无 限 刚 性 集 
合 的 结构 模式 ,所 说 的 约 训 就 是 确认 中 介 系 统 中 所 证 明 的 “精确 谓词 与 
模糊 谓词 满足 排 中 律 ” 一 事 . 亦 即 任何 谓词 要 么 是 精确 谓词 要 么 是 模糊 
谓词 ,或 者 说 精确 谓词 与 模糊 谓词 这 一 反对 对 立 面 没有 中 介 对 象 - 虐 然 
如 此 ,由 于 精确 谓词 决定 弹性 集合 ,而 弹性 集合 又 是 潜 无 限 在 谓词 与 集 
合 屋 面 上 的 实惠 ,又 刚性 集合 是 由 模糊 谓词 决定 的 .同时 又 是 实 无 限 在 
谓词 与 集合 层面 上 的 实现 .因此 .只 要 精确 谓词 与 模糊 谓词 没有 中 介 , 屠 
么 它们 所 相应 的 弹性 集合 与 刚性 集合 ,以 及 潜 无 限 与 实 无 限 也 就 都 没有 
中 介 . 从 而 此 时 所 要 构建 的 实 无 限 刚 性 集合 .也 就 只 有 造 集 谓词 P 和 了 刁 
P, 以 及 离散 与 连续 这 两 种 对 立 面 的 转化 ,这 些 转 化 过 程 将 依次 通过 它 
们 的 不 在 同一 层面 上 的 中 介 物 一 P 与 6 去 实现 . 如 此 , 任 给 造 集 谓词 P， 
则 相应 于 PP 的 实 无 限 刚 性 集合 的 结构 模式 应 包括 如 下 几 个 方面 的 内 容 : 
其 一 是 满足 谓 亲 PP 的 对 和 象 所 构成 的 潜 无 限 弹 性 集合 4 一 {x | P(x)); 其 
二 是 满足 谓词 习 P 的 森 个 常 元 ,其 三 是 满足 谓词 一 PP 的 那些 对 象 >. 

对 于 上 述 的 “其 三 ”而 言 , 可 分 两 种 情况 考虑 :第 一 是 强调 那些 满足 
谓词 一 了 的 对 象 > 亦 构 成 一 个 弹性 集合 8 二 {> | 一 PC(y)) ,如 此 将 由 两 
个 弹性 集合 a.8 和 一 个 满足 谓词 避 P 的 常 元 a 构成 我 们 所 要 构建 的 实 无 
限于 性 集合 A, 而 A 中 那个 常 元 a 的 存在 ,就 标志 着 由 P 到 习 P 的 转化 过 
程 的 完成 ,也 就 由 此 标志 着 实 无 限 刚 性 集合 A 的 完成 式 .第 二 是 不 强调 
那些 满足 谓词 ~- PP 的 对 和 象 构 成 什么 弹性 集合 ,而 侧重 强调 每 个 满足 一 PP 
的 对 象 > 必定 部 分 地 满足 请 词 避 卫 的 特点 ,因此 也 就 已 经 部 分 地 达到 党 
元 a( 习 PCa)). 类 同 于 无 约 东 和 背景 下 关于 适合 于 6 存在 的 yx 的 讨论 .可知 
那些 满足 请 词 一 PP 的 对 象 > 均 已 处 处 稠密 地 狐 集 于 常 元 a( 避 PCa)), 从 
而 也 就 突出 了 由 谓词 P 直接 通过 一 了 转化 到 PP 的 完成 式 特点 . 对 照 前 
文 无 约束 篆 景 下 实 无 限 列 性 集合 A 的 那个 双 黄 鸡蛋 的 直观 图 象 与 相关 
的 讨论 ,也 就 不 难 给 出 有 约束 背景 下 的 上 述 两 种 实 无 限 刚 性 集合 A 的 直 
观 图 象 , 并 作 类 似 的 讨论 . 综 上 所 说 .有 一 个 最 核心 的 共同 点 ,; 那 就 是 不 
论 在 哪 种 背景 或 考虑 之 下 所 构成 的 实 无 限 刚 性 集合 A, 必 定 包 含 着 那个 
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满足 谓词 避 P 的 常 元 ,而 且 一 旦 将 4 从 A 中 取出 , 则 A 就 必定 转化 为 洪 
无 限 弹性 集合 A. 

最 后 对 于 上 述 实 无 限 刚 性 集合 的 结构 模式 而 言 , 尚 有 两 点 认识 需要 
澄清 :其 一 是 对 于 所 论 的 实 无 限 刚 性 集合 A 而 言 . 星 然 可 以 断言 所 有 满 
足 王 和 一 一 的 对 象 工 全 被 包含 在 实 无 限 刚 性 集合 A 中 ,但 仍然 无 法 问 也 
无 法 回答 在 A 中 的 所 有 满足 已 或 一 忆 的 zz 汇 在 一 起 具有 什么 势 , 因 为 提 
出 这 个 问题 时 就 要 以 承认 一 个 精确 请 词 (P 或 一 P) 唯一 决定 一 个 实 无 
限 刚 性 集合 的 合理 性 为 前 提 , 但 在 我 们 这 里 ,只 有 一 个 精确 谓词 唯一 决 
定 一 个 潜 无 限 弹 性 集合 的 思想 规定 ,从 而 出 上 且 仅 由 满足 某 个 精确 谓词 的 
实 无 限 刚 性 集合 是 不 存在 的 ;其 和 二 是 怎样 理解 和 认识 实 无 限 刚 性 集合 的 
势 ,根据 如 上 所 论 之 在 港 无 限 弹 性 集合 基础 上 构建 的 实 无 限 刚 性 集合 之 
结构 模式 ,应 该 认为 实 无 限 刚 性 集合 的 势 决 定 于 构成 它们 弹性 集合 的 
势 , 亦 即 车 设 弹 性 集合 a 和 8B 依次 分 别 为 刚性 集合 A 和 B 的 真子 集 , 如 果 
a 的 势 小 于 86 的 势 : 则 就 断言 人 的 势 小 于 B 的 势 , 可 以 认为 “ 实 无 限 刚 性 
集合 之 势 决定 于 构成 它 的 弹性 集合 之 势 ” 的 思想 规定 是 合理 的 . 事实 
上 ， “在 传统 集合 论 ”…， 对 于 势 这 一 概念 的 建立 ,完全 决定 于 "一 一 对 应 原 

,而 一 一 对 应 原则 的 使 用 ,除了 给 出 一 个 对 应 规则 (或 对 应 图 数 ) 之 
让 ,市 下 的 就 只 有 对 集 合 中 元 素 的 任意 递归 枚 举 了 ,但 是 任意 递归 核 学 
集合 之 元 素 至 多 只 能 是 一 个 潜 匹 限 进 程 , 从 而 至 多 只 能 适用 于 潜 无 限 弹 
性 集合 . 康 托 将 基于 任意 递归 枚 举 的 一 一 对 应 原则 任意 应 用 到 实 无 限 刚 
性 集合 上 是 没有 根据 的 ,特别 是 任 蕊 应 用 到 个 串 数 集合 上 就 更 无 根据 
了 ，, 因 为 即使 在 传统 集合 论 观 念 下 ,也 都 承认 任意 递归 枚 举 至 多 到 可 数 
无 穷 , 既 然 如 此 ,试问 立足 于 任意 递归 的 对 应 厚 则 ,又 如 何 能 去 决定 
不 可 数 实 无 穷 集 合 的 势 呢 ? 所 以 用 一 一 对 应 原则 来 决定 各 种 各 样 实 无 穷 
刚性 集合 的 势 是 很 有 局 限 性 的 . 当然 ,由 于 在 传统 集合 论 中 没有 潜 无 限 
弹性 集合 这 个 概念 ,所 以 集合 之 势 的 概念 部 是 指 实 无 限 刚 性 集合 之 势 . 
而 对 于 我 们 所 论 之 潜 无 限 弹 性 集合 而 言 ,可 用 “包容 量 ” 或 “ 容 势 ”这 个 
词 去 取代 传统 集合 论 中 关于 “ 势 ” 这 个 词 . 进而 规定 任何 实 无 限 刚 性 集 
合 之 势 决 定 于 构成 该 集 的 潜 无 限 弹 性 集合 的 容 势 . 而 对 于 潜 无 限 弹 性 集 
合 的 “ 容 势 ”而 言 ,就 可 以 合情合理 地 使 用 对 角 线 方法 ,以 及 弹性 集合 及 
其 算 集 去 划分 和 比较 其 容 势 的 大 小 . 
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了 付 有 孙 
Hegel 论 消 极 无 限 与 积极 无 限 


对 于 无 穷 的 认识 和 理解 ,古典 哲学 家 们 往往 比 自 然 科学 家 有 着 更 深 
的 分 析 和 考察 ,而 不 停留 在 只 是 观点 分 歧 的 水 平 上 .特别 是 相对 于 数学 
分 析 的 Cauchy-Weierstrass 时 代 , 相 对 十 直觉 主义 派 的 无 穷 观 ,对 于 那 
种 不 断 扩 展 式 的 无 穷 进程 ,古典 哲学 家 们 更 是 走 在 自然 科学 家 的 前 面 ， 
早已 提出 了 相反 的 意见 - 对 那 种 把 无 穷 单纯 地 归结 为 同一 物 的 不 断 重 复 
的 无 穷 观 提 出 了 强烈 的 批评 ,Kant 认为 这 种 无 限 观 是 可 怕 的 .Spinoza 
认为 这 是 一 种 想像 的 无 限 ,Haller 认为 必须 摆脱 它们 (5( 量 的 无 穷 进 展 ) 这 
一 切 ,Iiegel 则 称 之 为 恶 的 无 限 性 ,科学 哲学 的 经 典 作 家 Engels 和 
JIennn 都 对 区 分 直 假 无 穷 的 必然 性 给 了 予 表 定 的 回答 . 因此 ,在 数学 领域 
里 探索 无 穷 奥 秘 的 崎 虹 小 路 上 . 先 昕 一 昕 古典 哲学 家 的 意见 或 看 法 ,将 
有 助 于 我 们 克服 摸索 中 的 困难 . 如 所 知 ,Hegel 在 他 的 《人 逻辑 学 》 中 曾 以 
较 大 的 篇 帐 讨论 了 无 穷 的 实质 问题 ,论述 了 消极 无 限 与 积极 无 限 的 实质 
性 差异 . 在 这 里 ,让 我 们 转述 一 下 Hegel 的 见解 .所谓 转 述 ,; 首 先是 把 
Hegel 的 那些 故 作 高 深 、 睡 深 难 懂 的 音调 抛 开 , 尽 可 能 地 用 通俗 易 懂 的 
哲学 语言 予以 表 注 . 0 

(了 质 的 限度 与 当 作 质 的 自然 数 ”一 个 存在 :如 果 它 不 是 一 个 与 它 
自身 之 外 的 别 的 存在 发 生 关 系 的 存在 , 它 便 不 是 一 个 有 确定 性 的 存在 ， 
一 个 没有 确定 性 的 存在 便 旦 :一 个 没有 客观 性 的 存在 ,而 一 个 “没有 客观 
性 的 存在 便 是 一 个 非 存 在 . 

一 个 存在 ,如 果 除 了 这 个 存在 之 外 没有 别 的 存在 ,那么 就 没有 别 的 
存在 来 和 它 发 生 关 系 , 它 便 不 是 一 个 与 别 的 存在 发 生 关 系 的 存在 ,从 而 
将 是 一 个 唯一 的 .孤独 的 存在 . 而 这 样 一 种 存在 ,也 就 是 一 种 假定 的 , 没 
有 客观 性 的 .其 自身 既 不 是 对 象 也 没有 对 象 的 存在 ,但 是 一 个 没有 对 银 
的 存在 就 是 一 个 不 真实 的 、 非 感性 的 、 只 是 空想 的 或 虚构 的 存在 ,一 个 抽 


@ ”本 附录 主要 介绍 Hegel 等 一 批 哲学 家 ,针对 自然 科学 界 一 般 只 承认 港 无 限 而 否定 实 无 限 的 思潮 ， 
从 哲学 思维 的 高 度 所 进行 的 分 析 批 评 , 但 其 中 有 关 自 然 数 序列 亦 为 积极 无 限 意义 下 之 无 穷 总 体 的 陈述 ,从 本 
书 第 三 篇 的 分 析 讨 论 来 看 ,也 是 有 局 限 性 的 . 总 之 ,本 附录 仅 供 有 兴趣 的 读者 参考 . 
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象 的 存在 . ”从 而 是 一 个 非 存 在 . 

一 个 存在 ,只 有 当 它 与 自身 之 外 的 别 的 存在 发 生 客 观 关 系 时 才 被 确 
定 . 一 个 关系 ,如 果 是 一 个 客观 关系 , 它 便 是 一 个 规定 性 . 一 个 存在 ,如 果 
是 在 它 与 别 的 存在 发 生 关 系 的 限度 内 :, 便 是 在 规定 性 内 . 一 个 在 规定 性 
内 的 存在 ,对 于 和 它 发 生 关 系 的 、 从 而 确定 它 的 .在 它 自身 之 外 的 一 切 别 
的 存在 来 说 , 便 是 一 个 质 . 

“ 数 是 我 们 所 知道 的 最 纯粹 的 量 是 规定 ,但 是 它 却 充满 了 质 的 差 
异 . ”和 但 是 一 个 数 , 只 有 当 它 与 其 自身 之 外 的 别 的 数 发 生 客 观 的 运算 
关系 时 才 被 确定 ,只 有 当 它 在 其 与 别 的 数 发 生 运 算 关 系 的 限度 内 , 才 有 
它 自身 之 质 的 规定 性 .从 而 只 有 一 个 在 规定 性 内 的 数 , 只 有 对 于 和 它 发 
生 关 系 的 、 从 而 确定 它 的 、 在 它 自身 之 外 的 一 切 别 的 数 来 说 , 它 才 是 一 个 
有 质 的 规定 性 的 数 . 如 果 它 不 是 一 个 与 自身 之 外 的 别 的 数 发 生 客 观 运算 
关系 的 数 ,. 或 者 除了 这 个 数 之 外 没有 别 的 数 , 那 么 它 便 是 一 个 虚构 的 、 不 
可 了 解 的 数 . 

但 是 一 个 存在 的 属性 ,不 是 当 它 与 别 的 存在 发 生 关 系 , 从 而 在 这 个 
关系 中 确定 了 它 的 质 之 后 才 产 生出 来 的 . 相反 地 , 却 正 是 因为 它 有 着 某 
种 属性 , 它 才 能 和 别 的 存在 发 生 某 种 这 样 而 不 是 那样 的 确定 的 关系 . 因 
为 如 果 它 没有 这 些 属 性 , 它 便 不 能 与 其 他 存在 发 生 确 定 的 .从 而 规定 其 
质 的 客观 关系 .如 此 ,一 个 "为 他 ”的 存在 :必须 首先 是 一 个 “ 即 是 ”的 存 
在 . 如 果 它 不 是 “ 即 是 "地 存在 着 , 它 便 不 能 “为 他 ”而 存在 着 . 

从 而 一 个 数 的 性 质 , 不 是 当 它 与 别 的 存在 发 生 客 观 的 运算 关系 ,从 
而 在 这 个 关系 中 确定 了 它 的 质 之 后 才 产 生出 来 . 相反 地 , 却 正 是 因为 这 
个 数 有 着 茶 种 性 质 , 它 才能 和 别 的 数 发 生 这 样 而 不 是 那样 的 确定 的 运算 
关系 . 

总 之 ,一 个 存在 必须 赋 是 “ 即 自 在 ”又 是 “为 他 在 ”, 于 是 这 个 存在 全 
分 裂 为 二 . 

一 个 在 规定 性 之 内 的 存在 ， 当 它 与 其 自身 发 生 关 系 的 、 从 而 确定 它 
的 、 在 他 自身 之 外 的 一 切 别 的 存在 发 生 客 观 关 系 的 同时 ,就 必须 首先 包 
含 这 些 关 系 于 其 自身 之 内 . 从 而 一 个 存在 当 作 “为 他 ”的 存在 ,不 会 存在 
于 其 当 作 “ 即 自 ”的 存在 之 外 . 从 而 事物 之 一 切 属性 便 是 它 的 质 的 限制 或 
限度 . 因此 ,把 一 个 存在 当 作 一 个 质 , 便 是 一 个 被 限制 的 存在 : 

从 而 一 个 数 的 一 切 性 质 , 便 是 这 个 数 的 质 的 限制 或 限度 . 因此 ,将 一 
个 数 从 质 的 观点 来 把 所 时 , 它 便 是 一 个 被 限制 的 数 . 

(1D 质 的 消极 无 限 一 个 质 的 限度 必然 内 在 于 其 自身 之 内 , 它 无 论 


如 和 何 也 不 能 摆脱 自身 的 这 个 限度 而 存在 . 一 个 质 , 显然 不 是 浮 在 太 虚 之 
中 , 它 是 存在 于 某 个 存在 之 内 :脱离 了 这 个 存在 , 它 便 不 能 存在 . 从 而 只 
有 在 它 自身 的 这 个 限度 内 , 亡 才 能 具有 其 现实 性 . 一 个 现实 的 存在 性 ,如 
果 当 作 某 物 , 当 作 肯定 性 , 则 就 必然 包 合 其 自身 之 否定 性 于 其 自身 之 内 . 
因为 -一 个 肯定 之 所 以 是 一 个 肯定 , 正 是 下 于 存在 着 它 的 否定 ,要 是 我 们 
把 一 个 质 的 否定 性 去 掉 , 则 其 肯定 性 也 就 不 能 存在 和 不 可 理解 了 . 

如 果 一 个 质 是 有 客观 性 和 确定 性 的 ,那么 它 的 否定 当然 也 应 该 是 有 
客观 性 和 确定 性 的 ,否则 它 就 不 能 否定 一 个 有 确定 性 的 东西 . 事实 上 , 它 
不 能 是 一 个 一 般 的 、 虚 无 的 .绝对 的 否定 ,而 是 一 个 质 的 否定 ,从 而 是 一 
个 肯定 .但 是 一 个 质 的 否定 性 一 旦 成 为 现实 的 肯定 性 , 则 这 个 质 本 身 使 
成 为 否定 ,成 为 别 的 质 而 过 渡 为 别 物 了 ,但 这 种 过 流水 远 不 会 完结 . 

根据 前 面 的 讨论 ,; 质 必须 是 一 个 被 限制 的 存在 , 它 必 然 具 有 其 自身 
的 否定 性 于 其 自身 之 内 ,从 而 它 的 限度 或 限制 便 在 其 否定 性 中 完善 地 被 
发 挥 出 来 ,从 而 必须 超出 这 个 限度 而 过 渡 为 异 质 的 存在 - 因此 ,“ 茶 物 成 
为 一 别 物 ,而 别 物 自 身 亦 是 某 物 ,因此 它 亦 同样 成 为 一 别 物 ,如 此 递 推 ， 
以 至 无 限 , 这 种 无 限 是 坏 的 或 消极 的 无 限 , 因 为 这 种 无 限 是 空虚 
的 ,只 是 有 限 的 否定 ,而 有 限 性 仍然 重复 发 生 , 还 是 没有 被 扬弃 . "He- 
gel 继续 举例 来 解说 这 种 消极 无 限 的 概念 ,他 说 :“ 辟 如 , 当 我 们 谈 到 空间 
和 和 时 间 的 无 限 性 时 ,我 们 所 想到 的 总 是 那 时 间 的 无 限 延 长 ,空间 的 无 限 
扩展 .譬如 我 们 说 , 此 时 现在 ,于 是 我 们 便 进 而 超出 此 时 的 限 
度 ,继续 不 断 地 向 前 或 向 后 延长 . 同样 对 于 空间 的 看 法 亦 复 如 此 ,… 我 们 
先 立 定 一 个 限度 ,于 是 我 们 又 超出 这 限度 ,然后 我 们 又 立 一 限度 ,又 超出 
这 限度 ,如 此 递 进 ,以 至 无 穷 . 凡 此 种 种 ,除了 表面 上 的 变易 外 ,没有 别 的 
了 .在 这 种 变易 中 ,我 们 从 来 没有 脱离 掉 有 限 的 范围 : 假如 我 们 认为 署 进 
这 种 无 限 可 以 从 有 限 中 解脱 出 来 , 实 无 异 于 从 逃 授 中 去 求解 脱 , 但 那 逃 
通 的 人 尚 不 是 自由 的 人 :在 逃避 中 ,他 仍然 受 他 和 欲 逃 通 之 物 的 限制 . ”0 

根据 C1 了) 的 讨论 ,一 个 数 , 如 果 从 质 的 观点 来 把 握 时 ,就 必须 是 一 个 
被 限制 的 数 , 它 必须 包含 其 自身 之 否定 性 于 其 自身 之 内 ;从 而 必须 超出 
这 个 限制 而 过 渡 为 别 的 数 . 如 此 ,由 1 过 渡 为 2, 出 2 过渡 为 3, 普 遍地 由 
n 过 度 为 n 十 1, 以 此 类 推 ,水 无 止境 .“ 然 而 几 此 种 种 ,除了 表面 上 的 变易 
外 ,没有 别 的 了 ,在 这 变易 中 ,我 们 从 来 没有 脱离 掉 有 限 的 范围 . ”所 
以 ,在 上 述 消极 无 限 的 理解 下 ,我 们 所 能 看 到 的 仅仅 是 那 对 n 的 否定 而 
过 渡 到 n 十 1 ,我 们 的 思想 只 能 洁 留 于 “1.2.3, nn” 之 中 ,而 无 法 将 有 限 
真正 予以 扬弃 . 因而 无 力 超脱 有 限 的 范围 而 飞 湾 到 反映 真正 无 限 的 自然 
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数 无 穷 总 体 . 在 此 所 得 者 ,仅仅 是 一 个 可 以 任意 给 定 有 限 自 然 数 之 权力 
而 已 . 

《CIID 质 的 积极 无 限 积极 无 限 亦 称 真实 无 限 或 真正 的 无 限 , 要 认 
识 真 正 的 无 限 ,首先 应 该 放弃 思想 的 消极 无 穷 进 展 , 集 中 兴趣 于 对 象 的 
真实 内 容 , 亦 即 事物 之 本 质 所 在 或 普遍 人 性 -. 

原来 ,我 们 把 一 个 存在 当 作 一 个 质 , 一 个 肯定 的 质 , 和 它 的 否定 性 都 
存在 于 同一 个 存在 之 中 . 一 个 肯定 的 质 既 然 与 它 自 身 的 否定 性 共存 于 同 
一 存在 之 中 ,这 同一 的 存在 便 分 裂 为 二 ,使 自己 和 自己 对 立 起 来 了 . 如 果 
把 一 个 质 的 否定 性 转化 为 肯定 性 ,从 而 转化 为 现实 的 存在 性 ,从 而 把 床 
来 这 个 质 转 化 为 非 更 实 的 存在 性 ,只 不 过 是 把 原来 已 经 存在 着 的 别 的 质 
变 成 现实 性 办 了 . 从 而 在 这 个 往 别 物 的 过 渡 中 ,并 不 是 茶 物 过 渡 为 别 物 ， 
而 是 别 物 过 渡 为 别 物 .“ 婚 然 过 渡 达 到 之 物 与 过 渡 之 物 是 完全 相同 的 (天 
为 二 者 医 具 有 同一 的 性 质 , 即 同 为 别 物 ), 则 因此 可 推 知 , 当 某 物 过 湾 为 
别 物 时 ,只 是 各 人 它 自 身 住 一 起 罢了 .而 这 种 仁 过 渡 中 , 住 别 物 中 而 达到 的 
自我 关联 :就 是 真正 的 无 限 . ”WI 所 以 ,真正 的 无 限 绝 不 是 某 物 之 无 止境 
地 向 别 物 过 渡 , 而 是 内 在 于 一 切 过 渡 物 自身 中 之 共同 本 质 或 普遍 性 , 认 
即 那 种 在 过 渡 的 别 物 中 达到 的 自我 关联 ,下 因为 如 此 ,存在 于 某 物 自身 
之 内 的 这 种 共同 本 质 或 普遍 性 ,在 上 述 那 种 消极 无 限 之 变易 中 ,不 论 从 
别 物 过 渡 到 它 ,或 者 由 它 过 渡 到 别 物 的 时 候 , 都 不 能 把 它 否 定 掉 ,而 是 与 
它 不 可 分 割地 关联 着 、 离 不 开 它 .例如 ,由 7 到 mn 十 1 的 过 渡 , 不 能 把 诸 自 
然 数 之 共同 本 质 或 普遍 性 一 一 有 限 序 数 否定 掉 , 而 是 与 每 个 过 渡 之 
物 n 关 联 着 、 离 不 开 它 .从 而 也 只 有 在 过 渡 物 之 共同 本 质 或 普遍 性 中 , 才 
能 达到 过 渡 进 程 之 自我 完成 ,所 以 Hegel 把 这 种 积极 无 限 又 称 之 为 “ 进 
程 之 自我 完成 ”(going together - with- 一 itself) ,而 共 中 之 “进展 ”(going》 
便 是 那 种 消极 无 限 的 变易 和 过 渡 , 而 “自我 完成 ” 便 是 由 过 渡 物 之 普遍 性 
所 确定 之 一 切 过 渡 物 之 全 体 . 例如 ,由 过 渡 物 nn 到 nn 十 1 之 普遍 性 一 一 有 
限 序数 一 一 所 确定 之 全 体 自然 数 无 穷 总 体 . 

Hegel 又 把 真正 的 无 限 表 达成 “否定 之 否定 ”这 一 公式 . 第 一 个 否定 
便 是 有 限 之 物 对 自己 的 否定 ,然后 它 又 否定 自己 的 这 个 否定 ,成 为 真正 
的 肯定 . 第 一 否定 是 菜 物 的 否定 ,从 而 是 一 个 规定 性 ,其 内 部 包含 了 某 物 
的 规定 性 .第 二 个 否定 又 是 第 一 个 否定 的 和 否定 ,从 而 又 是 一 个 规定 性 - 因 
此 ,和 理 定 之 否定 包含 有 被 否定 之 物 , 亦 包含 有 和 理 定 之 物 . 但 以 它们 的 规定 
性 作为 其 自身 的 规定 性 ,从 而 对 于 茶 物 或 别 物 的 规定 性 ,否定 之 否定 的 
这 个 肯定 便 不 被 它们 所 限制 , 它 便 是 真正 的 无 限 .例如 ,在 积极 无 限 意 义 


下 的 自然 数 序列 
1:2,3,…… 7 | 

是 一 个 完成 了 的 无 穷 总 体 , 它 并 不 停留 在 有 限 之 不 断 重 复 的 阶段 上 ,而 
认为 这 种 不 断 过 渡 的 进程 能 够 达到 穷竭 的 地 步 , 从 而 成 为 一 个 自我 完成 
了 的 无 穷 总 体 . 所 以 真实 无 限 观 之 下 的 自然 数 全 体 便 是 一 个 否定 之 否 
定 ,第 一 个 否定 是 肯定 了 进展 (否定 了 了 有限 的 常住 性 ), 第 二 个 否定 是 进 
展 之 完成 ,从 而 真正 扬弃 了 了 有限 序数 的 有 限 性 . 变 交 非 有 限 序 数 而 引 i 
进 了 w . 而 这 个 真正 的 无 限 同 时 也 在 更 高 的 形式 上 回复 到 了 有 限 , 即 高 一 
层次 上 的 单 体 对 象 . 

(CIV) 量 的 区 分 与 比较 一 个 存在 ,如 果 是 一 个 有 确定 性 的 存在 , 它 
就 必须 是 能 够 和 列 的 存在 区 别 开 来 的 存在 . 把 一 个 存在 当 作 一 个 质 , 亦 
就 把 这 个 存在 从 所 有 与 这 个 存在 异 质 的 存在 中 区 别 开 来 ,但 还 没有 把 它 
从 所 有 与 这 个 存在 同 质 的 存在 中 区 分 出 来 ,要 把 它 从 同 质 的 存在 中 区 分 
出 来 ;就 必须 在 这 些 同 质 的 存在 之 间 的 关系 中 去 区 分 ,这 个 关系 便 是 量 
的 关系 ,这 个 区 分 便 是 量 的 区 分 ,从 而 要 使 两 个 存在 发 生 量 的 关系 ,就 只 
有 在 它们 的 质 的 差异 性 被 玛 消 之 后 才 有 可 能 . Marzx 说 :“ 当 作 使 用 价 
值 : 各 种 商品 首先 是 异 质 的 :但 当 作 交换 价值 :它们 只 能 是 异 量 的 :不 包 
含 任 何 使 用 价值 原子 . ”73Marzxz 为 说 明 这 一 点 而 举 了 一 个 初等 几何 的 
例子 “要 决定 并 比较 诸 直 线形 的 面积 ,我 们 把 诸 直 线 分 成 三 角形 . 我 们 
再 把 三 角形 还 厚 为 全 然 与 它 的 外 表 形 态 不 同 的 东西 , 那 就 是 还 厚 为 底 乘 


高 的 翅 . 同样 , 诸 商 品 的 交换 价值 ,也 要 还 原 为 一 种 共通 物 , 各 代表 这 共 
通 物 的 多 量 或 少量 . "oj 这 就 是 所 谓 约 化 为 同 质 . 同样 在 积分 学 里 处 理 
和 比较 诸 不 规则 曲线 形 面积 时 ,就 必须 把 它们 约 化 为 | f(x)dzr, 而 


| rcz?dz 就 是 与 诸 不 规则 曲线 形 的 外 表 所 完全 不 同 的 共通 物 . 


CV) 限 量 与 参考 量 一 个 量 , 如 果 是 确定 的 量 , 它 必须 是 有 限 的 量 . 
有 限 的 量 , 就 是 一 个 特殊 的 量 , 就 是 除了 这 个 量 之 外 还 存在 着 与 它 不 同 
的 量 ,一 个 量 之 所 以 是 确定 的 量 , 正 是 由 于 它 与 自身 之 外 的 别 的 最 发 生 
了 确定 的 量 的 关系 . 

当 一 个 量 处 在 被 其 他 的 量 所 限制 .所 确定 之 状态 上 的 时 候 , 我 们 把 
它 叫 作 有 限 的 量 - 一 一 限量 .有限 的 量 就 是 有 限度 的 量 . 限度 是 限量 与 其 
他 量 的 关系 .然而 与 限量 发 生 关 系 的 其 他 量 不 能 从 这 个 关系 之 同一 表达 
式 内 获取 量 的 确定 性 . 它们 的 确定 性 必须 在 这 个 关系 之 外 预先 确定 . 这 
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个 不 是 在 关系 之 内 而 被 预先 确定 的 量 , 叫 做 参考 量 . 一 个 量 可 以 是 限量 ， 
也 可 以 是 参考 量 , 但 不 能 在 同 -- 关 系 的 同一 表达 式 内 购 是 限量 又 是 参考 
量 . 


然而 限度 又 是 参考 量 与 限量 的 关系 所 构成 . 参考 量 的 确定 性 只 是 一 
个 “假定 在 先 " 的 确定 性 ,从 而 是 一 个 非 确 定性 . 从 而 当 我 们 立定 了 一 个 
限度 ,这 限度 马上 转变 到 它 自 身 的 反面 一 一 非 限 度 , 如 此 弟 推 ,以 至 无 
限 .这 就 是 量 的 消极 无 限 . 其 实 . 限 量 与 限度 是 同一 的 ,所 谓 甲 量 等 于 乙 
量 的 多 少 倍 ,这 等 于 二 字 就 是 限量 与 限度 之 间 的 同一 性 . 如 此 ,所 谓 限 量 
与 限度 之 对 立 , 不 过 是 它 自 身 与 自身 相对 立 , 从 而 它 自 己 是 其 自身 的 别 
物 . 当 它 由 和 于 限度 的 扬弃 而 过 渡 到 别 的 限量 时 ,只 是 别 的 限量 过 滤 到 别 
的 限量 ,这 种 在 过 渡 中 ,在 别 的 限量 中 达到 的 自我 关联 切 过 渡 限 
量 之 共通 物 一 一 便 是 量 的 积极 无 限 . 

(VD 限量 到 质 的 转化 与 量 的 绝对 无 限 ”一 个 存在 , 既 有 其 自身 所 特 
有 的 质 的 规定 性 , 亦 有 其 白 身 所 特有 的 量 的 规定 性 . 既 无 无 质 之 量 . 亦 无 
无 量 之 质 , 量 和 质 同样 都 是 事物 构成 的 一 个 不 可 分 割 的 方面 . 从 而 一 个 
存在 是 一 个 质 与 限量 的 统一 . 所 以 Hegel 认为 量 是 扬弃 了 的 质 . 把 一 个 
存在 当 作 一 个 质 , 从 而 量 的 规定 性 便 是 这 个 质 的 量 的 规定 性 ,反之 , 质 便 
是 这 个 量 的 质 的 规定 性 . 然而 一 个 存在 具有 如 何 的 量 与 如 何 的 量变 皆 由 
其 自身 之 质 的 规定 性 所 确定 ,从 而 质 是 主导 的 , 量 是 从 属 的 . 

如 所 知 , 量 变 达 到 一 定 限度 时 ,必然 引起 质变 ,从 而 就 变革 了 这 个 存 
在 的 原 有 存在 .反之 , 量 在 一 定 限 度 之 内 的 变化 却 并 不 引起 质变 . 从 而 就 
并 不 改变 这 个 存在 的 原 有 存在 . 所 以 ,Hegel 认为 量 只 具有 外 在 于 有 的 
性 格 ,只 有 质 才 是 与 有 有 具有 同一 的 性 格 . 

把 限量 当 作 质 的 限量 . 当 质 变 完 成 时 .限量 已 经 是 另 一 个 质 的 限量 ， 
这 两 个 限量 由 于 是 不 同 质 的 限量 ,它们 之 间 就 不 能 有 量 的 比较 ,也 就 不 
能 发 生 量 的 关系 . 因此, 质 的 规定 性 便 是 当 作 质 的 限量 的 绝对 限度 ,而 相 
对 于 绝对 限度 的 无 穷 便 是 绝对 的 无 限 , 亦 即 量 的 绝对 无 限 就 是 限量 转化 
为 质 .但 从 质 的 较 高 诗 次 考察 时 ,一 个 质 之 低层 次 限度 内 的 绝对 限度 在 
高 层次 限度 内 又 是 相对 的 . 例如 w, 相 对 于 有 限 序 数 x 是 一 个 绝对 的 限 
度 , 所 以 是 绝对 的 真实 无 限 , 但 是 相对 于 可 数 型 序数 atn 一 a 一 02) 而 言 就 
仍然 是 相对 的 . 

另外 ,就 任何 能 够 把 握 的 无 限 而 言 , 必 须 是 一 个 事物 的 无 限 , 从 而 是 
一 个 特殊 的 无 限 , 因 之 ,无 限 归根 到 底 还 是 相对 的 和 有 条 件 的 . 
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序言 中 有 这 样 一 段 文字 :“ 曾 计划 要 写 一 本 属于 数学 基础 领域 中 关 
于 无 穷 观 之 逻辑 基础 的 书 , 但 该 书 又 必须 从 数学 历史 之 源头 上 写 起 , 因 
而 在 忙碌 不 堪 的 境况 下 , 迟 迟 不 能 使 计划 实现 ,后 来 时 机 终于 成 熟 , 也 终 
于 有 机 会 能 完成 计划 并 出 版 《数学 与 无 穷 观 的 逻辑 基础 一 书 了 .” 

这 里 所 谓 “ 时 机 终于 成 熟 ” 指 的 是 :从 2000 年 开始 专注 于 研究 数学 
无 穷 之 逻辑 基础 之 后 ,最 近 8 年 以 来 的 相关 研究 ,已 经 做 出 了 一 些 结果 ， 
当时 为 知识 产权 计 , 先 在 国内 高 校 学 报 一 类 杂志 上 以 中 文 发 表 了 10 余 
篇 文章 , 详 见 文献 L143 一 154] ,而 今 又 将 有 一 批文 章 以 英文 发 表 在 国外 
杂志 上 . 只 要 不 出 现 特殊 的 意外 ,实现 这 一 计划 已 经 为 期 不 远 . 这 说 明 我 
们 已 经 积累 了 一 批 与 写 书 相 关 的 材料 ,因此 可 谓 写 书 的 时 机 终于 成 熟 . 
又 所 谓 “ 终 于 有 机 会 ”能 实现 出 书 之 计划 指 的 是 :在 1991 至 1996 年 间 ， 
我 和 肖 权 安 教授 合作 撰写 并 在 南京 大 学 出 版 社 相 继 出 版 了 《数理 逻辑 引 
论 》《 人 集合 论 导 引 》 和 《数学 基础 概论 》 三 本 书 ,10 年 后 大 连理 工大 学 出 
版 社 决 定 将 这 三 本 书 修订 再 版 ,从 而 萌发 了 就 在 《数学 基础 概论 》 一 刷 的 
基础 上 ,首先 加 以 大 幅 删 减 那些 没有 紧密 关系 的 内 容 , 再 适当 进行 文字 
修改 ,并 将 最 近 8 年 来 关于 数学 无 穷 之 研究 结果 与 相关 材料 加 以 整理 ， 
并 以 写 书 的 形式 联结 成 书 的 体裁 . 如 此 就 能 在 较 短 时 间 内 从 历史 的 源头 
下 笔 写 出 《数学 与 元 穷 观 的 逻辑 基础 》 这 本 书本. 现在 终于 利用 这 个 机 会 
实现 了 这 一 计划 . 相关 改写 、 删 除 和 增 写 的 具体 情况 如 下 : 

原 书 《4 数学 基础 概论 》 之 章节 为 5 章 和 4 个 附录 ,全 书 共 588 页 ,其 
中 附录 2 一 4 共 340 页 , 占 了 全 书 一 半 以 上 (将 近 2/3) 的 篇 幅 , 在 这 次 改 
写 过 程 中 基于 两 个 原因 将 所 说 的 附录 2 一 4 全 部 删除 . 其 中 之 根本 原因 
是 其 内 容 与 要 写 的 《数学 与 无 穷 观 的 有 到 辑 基 础 》 一 书 并 无 直接 关系 . 其 次 
的 原因 是 这 3 个 附录 全 部 用 形式 语言 陈述 ,其 中 包括 中 介 逻 辑 演算 和 中 
介 公 理 集合 论 的 大 批 引 理 和 定理 的 形式 证 明 在 内 ,也 都 是 用 形式 斜 形 证 
明 记 法 陈述 的 ,从 而 一 般 说 来 , 非 专业 读者 难以 在 深层 次 上 理解 其 内 容 
与 背景 ,何况 相关 领域 的 研究 者 或 有 此 专长 的 读者 可 以 查阅 相关 文献 ， 
并 非 必需 阅读 上 述 附 录 的 系统 陈述 . 基于 上 述 之 根本 原因 和 次 这 原因 ， 
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将 这 些 在 内 容 上 可 留 可 不 留 的 附录 子 以 删除 是 有 充分 理由 的 . 但 原 书 附 
录 1 的 内 容 , 实 为 本 人 于 1995 年 在 美国 召开 的 “首届 系统 科学 国际 会 
议 ” 上 所 作 报 告 的 中 文 版 ,又 是 以 数学 语言 和 科普 语言 陈述 之 综合 报告 ， 
因此 ,经 过 适当 删 减 和 补充 之 后 仍 子 保留 .但 作为 第 5 章 所 论 之 中 介 系 
统 的 后 续 讨 论 , 列 为 第 5 章 S$5( 即 5.5) 而 陈述 之 . 原 书 其 他 章节 亦 有 简 
幅 上 的 适度 删 减 和 文字 上 的 少量 修改 . 

在 这 里 ,有 一 个 情况 必须 对 以 说 明 , 那 就 是 1983 年 以 来 ,我 和 肖 器 
安 教 授 长 期 合作 研究 ,共同 建立 了 中 介 逻 辑 演 算 和 中 介 公 理 集 合 论 系 
统 ,在 整个 合作 过 程 中 ,学 术 观 点 一 致 ,互信 互让 ,合作 愉快 ,并 由 此 而 结 
丰 了 了 终身 不 忘 的 深厚 友谊 . 并 如 上 文 已 经 指出 ,原由 南京 大 学 出 版 社 所 
出 版 之 《4 数理 逻辑 引 论 》《 集 合 论 导 引 》 和 《数学 基础 概论 》 三 本 书 , 也 是 
我 们 共同 合作 撰写 ,并 且 联 名 出 版 ,在 这 次 修订 再 版 过 程 中 ,前 两 本 书 没 
有 内 容 上 的 大 的 更 改 , 理 所 当然 也 联名 青 版 . 但 在 数学 无 穷 之 逻辑 基础 
的 研究 过 程 中 ,虽然 我 们 也 曾 计 划 再 度 共 同 合 作 , 但 是 后 来 发 现 , 在 若干 
基本 观点 上 分 此 很 大 ,终于 无 法 继续 合作 ,他 也 无 法 真正 认同 《数学 与 无 
穿 观 的 逻辑 基础 》 一 书 的 第 三 篇 的 相关 内 容 , 为 之 在 该 书 出 版 时 的 署名 
问题 ,必须 充分 征求 肖 票 安 教 授 的 意见 .经 过 充分 讨论 之 后 ,并 在 充分 尊 
重 肖 枝 安 教授 之 意见 的 基础 上 ,所 达成 的 一 致意 见 是 :除了 明确 指出 该 
书 第 5 章 55. 1 一 5.4) 为 肖 权 安 教 授 所 撰写 之 外 ,也 就 不 肯 联 名 出 版 《 数 
学 与 无 穷 观 的 逻辑 基础 》 一 书本 . 

半 个 世纪 以 来 ,我 的 兴趣 和 精力 可 谓 始 终 专 注 在 数学 基础 这 个 领域 
之 中 .例如 早年 与 老师 徐 利 治 教授 合作 研究 连续 统 假设 之 不 可 确定 
性 (C1956 一 1958) ,又 如 对 西方 数理 哲学 界 流传 基 久 的 抛 球 问 题 GI029 
‘1982 一 1987) 和 和 无穷 值 逻 辑 与 概括 原则 相 容 与 否 问 题 “ 人 起 的 探索 (1984 
一 1985) ,特别 是 1983 年 以 来 ,我 与 肖 奚 安 教 授 长 期 合作 研究 ,共同 建立 
和 发 展 中 介 系 统 汪 ,直到 2000 年 以 来 专注 研究 数学 无 穷 之 逻辑 基础 
等 等 ,全 都 归属 于 数学 基础 领域 . 我 们 不 说 这 些 工 作 有 何 水 平 或 价值 ,但 
也 足以 说 明 我 的 兴趣 所 在 ,同时 也 反映 了 我 的 知识 面 罕 而 不 宽 , 更 限于 
个 人 的 能 力 与 水 平 ,使 我 思考 问题 难以 跟着 文献 和 潮流 走 , 人 似乎 只 会 跟 
着 兴趣 和 问题 走 , 并 视 其 为 治学 与 修身 的 第 一 要 素 . 我 有 4 和 句 话 被 收录 
在 文献 L188] 中 ,其 中 有 一 名 话说 :做 人 的 原则 是 :人 品 第 一 ,学 问 第 
二 . ”当然 ,我 也 出 过 不 少 应 急 文 章 , 其 中 蕉 至 包括 那些 为 了 凑 数 而 去 展 
开 中 介 系 统 的 文章 在 内 .但 这 也 是 不 得 已 而 为 之 的 事 . 因为 我 在 1957 年 
就 被 错 划 为 右派 ,从 此 沦 为 政治 贱民 ,文化 大 革命 中 又 被 关 进 监狱 ,长 达 
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10 年 之 久 , 直 到 1978 年 底 才 平反 出 狱 ,重新 录用 于 南京 大 学 数学 系 任 
教 . 为 之 ,我 既然 还 有 机 会 重新 在 高 校 执 教 , 总 不 能 一 辈子 当 个 老 讲 师 
吧 ! 否则 也 太 对 不 起 改革 开放 时 代 的 到 来 和 那些 为 我 平反 冤 假 错案 的 
前 奏 了 .但 是 每 次 晋升 职称 总 要 凑 必 一定 数量 的 文章 ,还 要 有 这 样 那样 
的 奖状 之 类 的 东西 ,所 以 我 在 文化 大 革命 之 前 ,长 期 从 着 当 右 派 ,文革 期 
间 驻 忙 着 坐牢 ,文革 结 来 之 后 又 忙 着 当 教 授 , 谁 知 当 了 教授 以 后 比 不 当 
教授 更 加 忙碌 不 堪 . 诸如 此 类 的 情况 都 是 我 一 直 拖 到 2000 年 才 下 决心 
专注 于 思考 无 穷 观 问 题 的 原因 . 

这 里 我 要 提 到 同窗 好 友 陈 祥 人 硕 , 不 仅 他 的 思想 境界 一 直 是 我 的 精神 
支柱 之 一 ,而 且 本 书 附 录 中 部 分 内 容 取 自我 们 所 合作 的 一 篇 文章 , 即 文 
献 L189j. 在 2003 年 底 到 2004 年 初 的 一 段 时 间 内 ,我 终于 办 成 了 退休 手 
续 , 拿 到 了 退休 证 ,我 可 以 停 招 学 生 了 ,但 还 有 几 个 博士 生 尚 未 毕业 ,学 
术 界 还 有 不 少 事 要 逐步 减 下 来 ,总 有 一 天 我 能 全 身心 地 去 想 、 去 做 、 去 讲 
和 去 写 我 最 有 兴趣 的 东西 .这 一 天 的 来 临 也 为 时 不 远 了 .在 这 里 ,我 不 敢 
说 在 我 的 余生 中 一 定 会 做 出 什么 重要 的 工作 来 ,但 我 却 敢 说 “生命 不 止 ， 
奋斗 不 息 ” 这 一 点 在 我 的 余生 中 是 一 定 能 做 到 的 . 因为 莫 说 数学 先辈 们 
的 涌 学 态度 和 奉献 精神 时 时 都 在 鞭策 我 们 , 仅 就 几 位 在 我 心中 留 有 深刻 
印记 的 大 作家 的 伟大 精神 ,就 在 永远 教诲 我 必须 这 样 去 努力 工作 . 请 让 
我 简洁 地 陈述 三 位 如 下 : 

‘1) 曹雪芹 穷困 流 倒 没有 压倒 他 ,38 岁 那 年 写 出 了 《红楼 梦 》 初 
稿 , 然 而 不 可 思议 的 深度 打击 接 中 而 来 ,《 红 楼 梦 》80 回 书 稿 竞 被 一 位 朋 
友和 于 和 失 了 ,永远 没有 找 回 来 ,接着 妻 儿 突 然 相 继 病 逝 . 孤身 一 人 的 曹雪芹 
还 是 没有 被 击 垮 , 决 心 从 头 重 写 , 没 日 没 夜 地 写 , 躺 在 病 杨 上 还 是 疏 起 来 
继续 写 ,直到 1763 年 除 儿 之 夜半 凉 地 离开 人 世 , 除 了 床 头 一 堆 没 有 写 完 
的 书稿 之 外 一 无 所 有 . 

2) 查尔斯 "狄更斯 (19 世纪 英国 大 作家 ) 他 从 小 昔 不 堪 言 ,但 他 
自强 不 息 ,终于 成 为 一 代 大 文豪 .到 了 晚年, 自 知 留 给 他 的 时 间 不 和 多 了 ， 
因此 加 倍 珍 异 有 生 之 年 ,日 以 继 夜 地 去 写 他 计划 中 的 最 后 一 部 长 篇 小 说 
《 艾 德 文 。 杜 鲁 特 疑案 》. 由 于 年 老 体 弱 而 又 过 度 劳 累 , 竞 在 写作 中 突然 
倒 在 桌子 底下 ,永远 闭 上 了 双眼 . 

‘3) 安 东 尼 ， 巴 甫 洛 维 奇 ， 契 词 夫 ( 俄 罗斯 大 作家 ) 1884 年 毕业 
于 莫斯科 大 学 医学 系 , 但 在 1888 年 就 获得 了 第 一 流 作 家 的 地 位 ,然而 不 
举 地 和 患 上 了 肺病 ,不 停 地 咳 血 . 他 是 医生 ,在 那个 年 代 自 知 康复 不 起 来 ， 
从 而 他 瞒 着 母亲 和 家 人 ,装着 没 病 的 样子 ,更 加 不 要 命 地 抓紧 时 间 创 作 ， 
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一 直 抱 病 努 力 写 作 . 1904 年 文艺 界 决 定 以 上 演 他 的 剧本 《机 桃园 》 来 祝 
贺 他 44 岁 生 日 ,但 他 却 在 上 演 的 前 几 天 ,和 斜 靠 在 病床 上 并 在 写作 中 永远 
离开 了 这 个 世界 . 

想到 他 们 ,当即 自 感 北 小 ,其 间 差 距 何 止 千里 ,内心 深 处 刁 愧 和 自 责 
都 来 不 及 ,哪里 还 敢 懈 人 总 率 作 好 时 光 . 让 我 们 记 住 莎士比亚 的 和 名言 :“ 放 
弃 时 间 的 人 也 会 被 时 间 放 弃 ”. 愿 与 读者 以 此 共 锣 . 

在 这 里 ,我 还 想 说 几 名 长 期 思考 基础 问题 之 后 的 感悟 之 言 , 以 供 读 
者 和 有 志 介 人 基础 领域 研究 工作 的 青年 学 者 参考 . 这 就 是 :首先 思维 水 
远 定 势 在 传统 层面 上 的 人 不 宜 从 事 基 础 理论 研究 ,其 中 道理 可 谓 不 言 自 
明 ;其 次 是 任何 一 位 从 事 基 础 理论 的 研究 者 ,所 必须 具备 的 心理 素质 ,至 
少 有 如 下 4 点 : 

(1 勇于 直 而 失败 和 勇于 承受 失败 的 压力 ,因为 基础 研究 风险 大 . 

2) 充分 作 好 长 时 间 投 入 和 艰辛 探索 的 思想 准备 ,彻底 远离 急 功 近 
利 的 不 良心 态 . 

3) 善于 在 极端 孤独 和 被 人 误解 指责 的 环境 中 充满 信心 ,时 时 牢记 
“人 不 自信 谁 信 之 ”的 古训 . 

《4 勇于 追求 真理 并 为 真理 奋斗 不 懈 . 

最 后 我 还 要 借 此 机 会 更 正 我 的 出 生年 月 . 我 的 实际 出 生年 月 是 
1933 年 11 月 3 日 (农历 9 月 16 日 ), 但 在 1955 年 天 学 毕业 时 ,我 的 档案 
中 被 错 记 为 1935 年 11 月 3 日 . 虽 多 次 提出 纠正 却 难以 实现 ,从 而 沿用 
至 今 , 特 此 惕 正 . 


朱 梧 模 
2008 年 3 月 8 日 
于 南京 江宁 揽 华 苑 小 区 帘 所 
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